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Clifford代数几何不变量 3D医学图像配准的方法 

华 亮 ， 丁立军 ， 黄 宇 冯 浩 顾菊平。 

(浙江工业大学信息工程学院 杭州 310023) (南通大学电气工程学院 南通 226019) 

摘 要 就 3D医学图像配准数据量大、计算复杂度高、配准精度低的问题，提出一种基于Clifford代数几何不变量的 

配准方法，以实现人头颅部 3D医学图像配准。提出配准所需的 Clifford代数几何不变量及其 Clifford代数方程算式， 

并构造适合于该几何参考轴旋转的Clifford几何旋转算子，利用所求的最大、最小值对应的Clifford几何不变量建立 

Clifford旋转算子，对浮动影像数据实现几何变换，以达到配准的结果。配准实验中对两个世界著名的 3D医学数据 

集进行了测试，结果表明：该方法计算简单 ，几何意义直观，配准精度高，执行效率高，并且通过轴线变换不易陷入配准 

过程的局部极值点。 
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Approach for 3D Medical Image Registration Based on Clifford Algebra Geometrical Invariance 
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Abstract Considering that 3D medical image registration has the problems of huge data，high computational complexity 

and low registration precision，this paper proposed a registration method based on Clifford algebra geometric invariants 

to realize 3D medical image registration of skull part for human ，proposed Clifford algebra geometric invariants and Clif- 

ford algebra equation formulas needed by registration，constructed Clifford geometric rotation operator which is fit for 

rotation for the geometric reference axis，established the rotation composite operator using the correspo nding  Clifford 

geometric invariants obtained by the maximum and minimum  values．To realize registration，geometric transformation 

was made for the floating image data．Two famous 3D medical data were tested in registration experiments．The experi— 

mental result indicates that this method has the advan tages of simple calculation method，intuitive geometric meaning， 

high registration precision，high execution efficiency，and also not easily falls into the local extreme value in the registra- 

tion process． 
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1 引言 

在实际医疗诊断中，经常会对同一人体部位进行多种模 

态医学图像获取，并且综合其各个模态的信息来诊断具体的 

医学内容，这需要一种处理手段来实现同部位的各种医学图 

像配准，方便临床医生更全面地把握病灶信息。在几何意义 

上，医学图像配准是对一幅医学图像寻找出一种空间上的变 

换，使其和参考图像相应的点在空间上一致，具体说来是指通 

过配准来达到两幅人体同部位医学解剖图像所有点匹配。一 

般地，医学图像的配准L1．3j通常从提取解剖特征_4 和灰度信 

息『5 ]这两个方面来进行。前者是通过提取出医学图像较为 

明显的解剖特征来确定图像的变换参数，寻找适合的、准确 

的、具有代表性的特征就成了主要的课题，目前基于光流场的 

配准是一种较为新颖 的方法L7 ；后者则是充分利用灰度信 

息而不提取结构特征来实现图像配准，常见的有互信息 

法[9,10]、最小平方差法『11]以及其他基于数学统计分布的方 

法_1 。然而这类方法需要采用迭代法进行最优值搜索，虽然 

配准效果好、精度高，但整个配准过程需要耗费相当长的时 

间，计算复杂。尤其在 3D／3D配准技术问题上，其研究对象 

的运动 自由度成倍增加 ，数据量大幅度增加 ，导致变换复杂度 

急剧上升，计算开销远大于对应的 2EI／2D之间的配准。许多 

学者在 3D／3D配准方法上提出很多方法，最具代表性的有文 
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献[13]提出采用头部标识物进行配准的方法，但这类方法每 

次配准时需要精心设计标识，具有配准过程不可逆的缺点；文 

献[14]提出采用体素灰度信息进行 3IYMR／CT及 CT／PET 

配准的方法。事实上，3D颅位影像数据在高分辨率下的体素 

计量很大，并且附上灰度信息后，数据存储量更庞大，给配准 

过程带来巨大的计算开销。3D医学数据一般以层的形式储 

存，每层按物理序列可以重构出3D特性，其轮廓点云数据的 

相对位置具有旋转平移不变性 ，因此选取头颅部医学影像的 

轮廓点云作为配准的操作对象不仅可以达到较高的配准精 

度，而且可以大大减少计算量。 

为此本文提出选取 3D影像数据的轮廓点云作为配准研 

究对象，提出Clifford代数几何不变量的几何要素，构造与求 

解 Clifford几何不变量，对参考图像及目标图像都求解各自 

对应的 Clifford几何不变量，并以此为几何位置参考依据，构 

造其Clifford代数空间上的旋转几何算子，实现参考图像数 

据的几何变换，完成配准。实验证明该方法具有几何意义直 

观、计算量少、配准精度高的优点。 

2 Clifford代数基本几何要素与几何操作运算 

Clifford代数作为一种非经典几何学已经逐渐成为科学 

计算与信息处理研究领域内的核心工具[ ]，其核心内容上引 

人了向量的几何积的概念。建立在欧氏向量空间 上的 

Clifford代数空间，记 ，对于向量a，bER"，其对应的几何积 

定义为： 

ab=a·b+a Ab (1) 

其中，n·b表示向量的内积，a A b表示向量的外积，向量的外 

积不满足交换律，但满足反交换律。 

Clifford代数空间上，最基本的计算元称为多重向量，本 

文将要用到的关于多重向量 M 的基本运算规则如下： 

(1)范数 

对于多重向量 Ml_∑( ，其范数平方为： 

ll M ll 一Il∑( l J。一∑ II< ll (2) 

其中，ll( ll。，( t为i重向量。 

(2)逆运算 

多重向量 M 的逆运算，记为M 下，即： 

M 卞一 (一1)瓣一1)／2< (3) 

(3)倒运算 

多重向量 M 的倒运算，记为 ，即： 

M- (4) 

另外 ，在 Clifford代数空间上，几何基本要素点、线、面具 

有其独到的描述方式，尤其是线与面。 

图1 直线与平面 

· 线 

如图1所示，z为向量a所在的直线，假设 ll n ll一1，则直 

线z上的任何点“∈z都满足方程(5)： 

“Aa=0 (5) 

式(5)也称为 Clifford代数空间上的直线方程。 
· 面 

如图1所示，向量的外积aAb与它们所在的平面 在几 

何描述上是等价的。特别地，根据 。空间上向量的几何积计 

算性质，平面 上的任意向量 ∈ ，都满足等式(6)，即： 

(口一口)An=0 (6) 

式(6)即为 Clifford代数空间上的平面方程。 

有了上述基本几何要素，下面重点论述向量关于平面“反 

射”与“投影”两种几何操作运算。 

图 2 向量关于平面反射运算 

· 投影 

如图 2所示， 为平面， 为单位法向量，将 a相对于平面 

分解成垂直分量 nJ-及平行分量 a 记 a上一 (n)。则： 

口上 一口j_·7【+口上A 7c一口上A +口1 A 7f一口A丁c (7) 
、 _  

v—一 、_  、 —一  

一 0 — 0 

由式(7)两边与 右几何积，得 

aI一口l 7c7c一 一(口A 7【)7c一 (8) 
、●。、 一  

= 1 

式(8)即为垂直分量的 Cliff0rd代数计算式。事实上，向 

量投影到向量上的其垂直分量的计算形式也是类似的。 
· 反射 

如图 2所示，向量 口对称于平面 得到向量 b，即 口，b关 

于 上下对称 ，称为向量 a关于平面 反射运算。则： 

一  (口上+口I1)一 上+／ta 

一 ( ·口上+ ^口上)+( ·a + ^口 ) (9) 

又因 ·口0一O，  ̂上一O，则式(9)可化简，得 ： 

船一口上 一口 一(口上--a 0) (1O) 

又因 — ，则由式(1O)进一步推得： 

一 一口 --a~一6 (11) 

因此向量 a关于法向量为 的平面反射运算之结果为： 

6一 一 广 (12) 

3 Cli∞Drd几何不变量与旋转算子的构造 

在力学领域内，任何刚体具有很多力学要素及几何元素， 

表征在刚体几何结构上，这些物理参量或几何要素与其点质 

在空间的分布有关，如质心、重心、曲率等几何要素，再如转动 

惯量、力矩等力学要素。并且这些要素相对于刚体都具有几 

何位置不变性。 

图3所示的三维坐标系中，过原点 O的任意方向一轴线 

为z，其单位方向向量为 ，即 — ·e +y· z+z· ，则刚 

体(由 个可计数的离散点云 组成)绕其轴 z转动惯量J的 

Clifford代数表达式为 ： 

J( 一 奎 ·Il 一奎 ·ll(姚̂ 
(13) 
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点云 Vl— ·e1+ ·e2+ ·e3，m 表示点云 处 

的质量。从力学上分析，任何刚体 绕不同的轴所对应的转 

动惯量J( )是物体特有的力学特性，它具有几何相对不变的 

特性 ，也即 Clifford几何不变量，因此表征最大值或最小值转 

动惯量的轴一般是唯一确定的，本文以此作为几何参考量，确 

定刚体相对于该轴线的空间位置。接下去求解刚体 最大 

转动惯量所对应的转轴的方向向量 ，即 

一

．．
arg max[J( )] (14) 

图 3 刚体转动惯量 

设 任何点云 Vi的质量 m 一1，则式(13)约简为： 

‘，( )一∑ll(  ̂)ll。 (15) 

任意点云V／与 的外积的范数平方为： 

Il A lI 一( 一 z)。q-(y 一 ) + 

( — 2)。 (16) 

则 绕轴 z的转动惯量为： 

'，( )一互[‘ 一．)， ) +( 一 ) +(Zv,X— 

) ] (17) 

这样，求转动惯量最大值即为目标函数(17)在等约束条 

件(18)下的极值问题： 

)一ll ll 一1=0 (18) 

设拉格朗日函数 L( ， )： 

L( ， )=J( )+ ) (19) 

令梯度xyL(p， )一O，得到方程组(2O)，即： 

f aL一蚤n[(盔+凭)z—z —z z ]+ z—o① 

J鸶一 奎[( +筏) —z z— ]+ —o② 
I aL一蚤"[( +《)g--XvigviZ- zviY]+ 一o③ 

I 一X2+ + 一1一o ④ 
(20) 

将式(2O)前 3个方程①②③组成一个新的方程组 ，即： 

Mf=一 -厂 (21) 

其中，M一∑ 

(杰+ ) 

一  Yvi 

—  z At 

一  

(z +《) 
一  z 

一

Z  Z 

—  

( +《) 

， 

考虑方程组 (21)，其非零解 即为矩阵 M 的标准特征 向 

量。再考虑式(2O)的④式，很显然，标准特征向量有 _l，Il— 

I，即满足式(2O)的④式 ，则特征向量 f就是方程组(2O)的解。 

这归结为：求解最大转动惯量轴对应的方向向量 ‰ 就是求 

解矩阵M的特征向量，值得指出的是 一般为矩阵M最后 

一 个特征向量，即它所对应的特征值一 最小，即 一-厂3；最 

小转动惯量轴对应的方向向量 一A。事实上，后面的实 

验数据证明了这一点。 

上述方法求解的 ，,Umi 即为刚体 中 2个 Clifford代数 

不变量，利用 Clifford代数方法建立的转动惯量数学模型大 

大简化了一般欧氏空间几何描述的模型。给定两个或若干个 

不同模态医学影像数据点云集，在求得对应的不变量 ， 

后，如何应用这些几何不变量进行不同模态数据的旋转等 

几何操作，以实现配准，为此，本文再提出构造 Clifford几何 

旋转算子TE9s，实现浮动模态点云数据的旋转操作，使之参 

考模态、浮动模态数据所对应的最大、最小转 动惯量轴线 

z， 和z卜一 ，lr--mi．和z卜～互相重合。下面论述如何构造旋 

转算子 T。 

设向量 a旋转任意角度 得到向量 b，如图 4所示，该过 

程实质上是向量 6／进行连续两次式(12)反射变换得到 b。分 

析如下：在平面n A b内作向量6／，b夹角 的单位角平分向量 

17，再作 垂面 ，据式 (12)，向量 “相对于平面 兀1的反射向 

量 C为： 

c一一 17∈93 (22) 

图 4 旋转算子构造算法 

再作垂直向量 b的平面 7cz，向量 c和b都垂直于平面 。， 

即它们也关于平面 。对称，并且 7rz的法向量为 6(假设 n，b 

已被单位化)，则有 ： 

6一 一bcb (23) 

结合式(22)、式(23)，得： 

6一--b(一 b=b92 一 T 1 (24 

其中，T即为所构建的几何旋转算子，即： 

T=bqff93 (25) 

T 一 称为算子T的逆， 一尚 。因此，向量n 
按式(24)旋转运算后，与参考向量 b重合。 

4 配准方法 

两个由离散点云构成 的不同模态数据中，本文选取对应 

轮廓点云作为配准实验操作对象，这样不仅能减少计算量，而 

且也能保证配准精度。 

图5(a)，(b)为参考模态头及浮动模态颅部影像数据的 

最大转 动惯量轴 (1~ma ，f，-_一 )，最 小转动惯 量轴 (L-～， 

)。配准前，先按式(26)分别计算参考模态点云集的质 

心向量 与浮动模态点云集质心向量 0，： 

D 一 ÷∑Vi (26) 
z一 】 

根据各自质心向量or，of，将浮动模态的质心平移到参考 

模态质心位置，与之重合，其中对应的平移量 AE6。： 

A一 0 一 of (27) 






