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多个体切换网络中带有时延通信的分布式次梯度优化算法
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摘　要　在一般的非平衡有向切换网络中,网络中的个体间可能存在通信时延现象.针对该情况,文中提出了多个体

切换网络中带有时延通信的分布式次梯度优化算法.在该算法中,通过对通信网络进行扩维,将存在通信时延的无约

束凸优化问题转化为无时延的无约束凸优化问题进行解决.利用非二次李雅普诺夫函数法证明了只要非平衡有向切

换网络是周期强连通的以及通信时延有上界,那么基于时延通信的分布式次梯度优化算法就是收敛的.由于集中考

虑了网络拓扑与通信时延,该算法更贴合实际情况.最后通过仿真实验验证了算法的有效性.
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DistributedSubgradientOptimizationAlgorithmwithCommunicationDelaysfor
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Abstract　InthegeneralnonＧbalanceddirectionalswitchingnetwork,theremaybecommunicationdelaysamongagents
innetworks．Inlightofthis,thispaperproposedadistributedsubgradientoptimizationalgorithm withcommunication
delaysformultiＧagentswitchednetworks．Inthismethod,theunconstrainedconvexoptimizationproblemwithcommuＧ
nicationdelaysisconvertedintotheunconstrainedconvexoptimizationproblemwithoutcommunicationdelaysbyaugＧ
mentingdelaynodesincommunicationnetwork．TheconvergenceofthemultiＧagentdistributedsubgradientoptimizaＧ
tionalgorithmwithcommunicationdelaysisprovedbyusingthenonＧquadraticLyapunovfunctionmethod,aslongas
thenonＧbalanceddirectionalswitchingnetworkisperiodicalstrongconnectivityandthecommunicationdelaysareupper
bounded．Becausethenetworktopologyconditionsandcommunicationdelayarebothintensivelyconsidered,thisalgoＧ
rithmismoregeneralandpractical．Finally,asimulationexamplewasgiventodemonstratetheeffectivenessoftheproＧ

posedalgorithm．
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１　引言

对于一般的分布式无约束凸优化问题,通常可以用梯度

方法和非梯度方法进行研究,本文主要讨论梯度方法.一般

的分布式无约束凸优化问题(式(１))是通过求得个体间协调

信息交流的最小化f(x)得到的:

minf(x)＝∑
N

i＝１
fi(x)

s．t．x∈Rn
(１)

其中,fi(x)是个体i的目标函数且仅为个体i所知.文献[１]

首次提出基于次梯度的分布式优化算法:

xi(k＋１)＝∑
N

j＝１
aij(k)xj(k)－αdi(k) (２)

解决上述无约束分布式凸优化问题(１),即是求得最优解

x∗ 使fi(x)达到最优值fi(x∗ ).因为fi(x)是可微的,所以

最优解x∗ 满足条件 fi(x∗ )＝０.这样,问题(１)便等价于求

解 N 个关于x１,x２,􀆺,xN 的方程.由于fi(x)不一定可微,

因此用梯度解决问题(１)存在一定的局限性,算法(２)基于次

梯度来解决问题(１).其中,α是常步长,di(k)是fi(x)在

xi(k)处的次梯度,在权重平衡图和次梯度有界的假设下,给出

了多个体网络达到与局部目标函数最优值逼近的一个估计值.

权重平衡图意味着网络中的个体间的信息交流是互惠

的,但在实际应用中不具有一般性.不仅如此,当个体间进行

信息交流时,信息传输中的丢包行为以及异步时钟的存在或

者其他故障,将使得个体不能及时接收到邻居个体发送的状

态信息,从而导致个体间的通信出现时延现象.当多个体网̂

络出现通信时延时,相应的信息交流图的平衡性和对称性遭



到破坏.文献[１Ｇ２]研究的次梯度优化算法都是基于一种理

想的假设:多个体网络对应的信息交流图是权重平衡图,并且

不考虑多个体网络中个体之间的信息交流存在时延的情况.

因此,本文统一考虑网络拓扑条件和通信时延的情况后,可以

忽略由通信时延导致的对信息交流图的平衡性和对称性的破

坏.在非平衡有向切换网络中,研究存在通信时延的分布式

次梯度优化算法有着很强的现实意义和应用背景.

文献[３]研究了基于一致有约束的分布式最优化问题,提
出了分布式次梯度投影算法.文献[４]研究了在非平衡有向

切换网络中的多个体分布式次梯度优化算法.文献[５Ｇ６]研
究了有向网络中个体之间的交流,使用分布式次梯度算法克

服了定向通信网络造成的不对称性.文献[７]研究了关于有

向图的通信时延分布式优化问题.文献[８]研究了具有通信

时延的多个体网络量化一致性问题,证明了只要通信时延有

上界,提出的量化一致性协议就是可接受的.文献[９]研究了

基于量化交流的分布式次梯度优化算法.在给定两种类型的

量化器的条件下,分析了量化过程对算法收敛速度的影响,给
出了收敛速度的误差界,突出了对量化水平的依赖.文献

[１０]研究了通信时延对分布式一致性以及优化算法的影响,

提出了固定时延和随机时延两种时延模型,并通过非可逆

Markov链的相关知识证明了算法的收敛性.
在上述文献研究的基础上,受文献[１]的启发,本文提出

了多个体切换网络中带有时延通信的分布式次梯度优化算

法.通过对通信网络进行扩维,将存在通信时延的非平衡有

向网络的分布式无约束优化问题转化成无时延的非平衡网络

的分布式无约束优化问题,并证明了基于时延通信的有向非

平衡切换网络的多个体分布式次梯度优化算法的收敛性.值

得注意的是,文献[１０]对网络进行扩维后,对应的邻接矩阵发

生了变化,即由双随机矩阵变成随机矩阵,从而说明网络中每

个个体的重要性发生了变化,进而影响到所提算法;而本文由

于考虑的是更具一般性的非平衡有向切换网络,因此统一考

虑扩维后对网络的影响与网络的拓扑条件,从而在非平衡有向

切换网络下尽可能减小通信时延对次梯度优化算法的影响.

２　基于通信时延的多个体分布式次梯度优化算法

及相关假设

　　考虑含有 N 个个体的有向网络G＝(V,E(t),A),其中

V＝(１,２,􀆺,N)表示节点集,E(t)＝V×V 表示边集.有向

边(j,i)∈E(t)表示个体j向i发送信息.定义i的入度邻居

集合N(i)＝{j|(j,i)∈E,i≠j},同理可定义出度邻居集合.

A＝(aij)N×N 表示权重矩阵,aij≥０刻画了个体i发送给个体

j的信息的重要性.若∑
N

i＝１
aij＝１,则称矩阵A 是随机矩阵;若

∑
N

j＝１
aij＝１,则称矩阵A 是双随机矩阵.当A 是双随机矩阵时,

说明网络中每个个体的重要性相同,即所对应的信息交流图

是平衡的.因此,下面将考虑更一般的非平衡有向切换网络

出现通信时延的情况,提出了非平衡有向切换网络的多个体

分布式次梯度优化算法来解决无约束凸优化问题(１).

假设个体i发送信息给个体j的通信时延为b,即个体j
经过b时间步长才接收到个体i发送的信息.为了将问题简

化,假设每条有向边(i,j)都存在固定时延bij,即每个信息离

开个体i需要bij次迭代才能到达个体j.在有自环的非平衡

网络具有通信时延的情况下,提出分布式次梯度优化算法:

xi(t＋１)＝xi(t)aii(t)＋ ∑
j∈Ni

aij(t)xj(t－bij)－αi(t)di(t)

(３)
其中,aij表示随机矩阵A＝(aij)N×N 的第i行、第j列的元素,

αi(t)表示个体i在t时刻的步长,di(t)是fi(x)在xi(t)处的

次梯度.
算法(３)包括３部分:１)每个个体自身状态信息的更新;

２)每个个体与其邻居个体进行具有时延的信息交换;３)每个

个体沿着其目标函数的次梯度方向进行迭代计算.当所有的

bij＝０时,所提出的存在时延的多个体分布式次梯度优化算

法(３)即转化成了文献[４]中的无时延分布式次梯度优化算

法.文献[１]中考虑的是平衡有向网络,而由所提算法(３)转
化的无时延分布式次梯度优化算法考虑的是文献[４]中更一

般的非平衡有向切换网络.
对于通信图G、有向边(i,j)的固定时延bij以及目标函数

f(x),有如下假设:
假设１　存在常量w＞０,使得对于所有个体i,有‖di‖≤

w,∀di∈∂fi(x).其中,∂fi(x)表示目标函数fi(x)在x处

的次梯度集合.
假设２　假设时延存在最大误差界B,使得任意个体i满

足０≤bij≤B,即所有时延一致有上界.
假设３　邻接矩阵A＝(aij)N×N 是一个具有正对角元素

的随机矩阵,存在常量０＜μ＜１,使得对于∀i∈V,aii(x)＝
１－ ∑

j∈Ni
aij(x)≥μ＞０一致成立.其中,aij(t)∈{０}∪[μ,１]

(i≠j).
假设４[１１]　假设每个个体的目标函数f满足如下定义:

若函数f 满足∀x１,x２∈Rn,‖f(x１)－f(x２)‖≤l‖x１－
x２‖,则称函数f:Rn→Rn 是lＧLipschitz(l＞０).

假设５　最优解集X∗ 是非空的.
假设６　存在正整数T≥１,使得在每个时刻t(t≥０)的子

图联合图(V,E(t)∪E(t＋１)∪􀆺∪E(t＋T－１))是强连通的.
假设６说明在某个周期T 内,每个子图的有向联合图是

强连通的;也就是说在该周期内,个体之间进行了充分且有效

的信息交流.

３　网络扩维

一般地,在平衡有向网络中,通信图所对应的邻接矩阵是

双随机矩阵,通过添加时延节点,扩大所对应的邻接矩阵,使
其转化成随机矩阵.但是,这种操作破坏了信息通信图的平

衡性和对称性,会对所使用的分布式优化算法产生影响.因

此,本文考虑更一般的非平衡有向切换网络,将通过添加时延

节点来进行网络扩维对算法的影响与网络拓扑条件进行统一

考虑,尽可能减小对所使用优化算法的影响.
若个体i发出信息后经过bij步延迟后到达个体j,则可

在个体i和个体j之间添加bij个时延节点d１,d２,􀆺,dbij 来描

述时延,没有发生时延的个体之间则无需增加时延节点,因此

增加的时延节点的个数为b＝ ∑
(i,j)∈E

bij.

如图１所示,设有３个个体的非平衡有向网络.假设个

体１和个体２之间的时延为２,其他节点之间无时延,如图２
所示.
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图１　有３个个体的非平衡有向网络

Fig．１　 Unbalanceddirectednetworkwith３individuals

图２　有向边(１,２)添加时延节点的非平衡有向网络

Fig．２　Unbalanceddirectednetworksofaddingdelaynodes

toedge(１,２)

设在图１无时延的情况下通信网络对应的邻接矩阵为:
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(４)

假设当图１所示的多个体网络中个体１和个体２之间存

在时延２,即图２中添加两个时延节点d１,d２ 后,无时延的邻

接矩阵A 可写成存在通信时延的邻接矩阵A１(式(５)).具体

过程如下:用时延链d１,d２ 代替有向边(i,j),所有从个体i发

送的信息经过时延节点d１ 然后经过时延节点d２ 到达个体j.
信息从个体i发送到第一个时延节点d１ 的过程,可被视为无

时延的信息交换过程,权重a１,N＋１＝１.

A１＝
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(５)

由于考虑的是时变有向切换网络下的具有时延的分布式

次梯度优化算法,假设网络中存在时延的个体是随机的两个

个体,且时延为bij,因此当两个个体在某一时刻不连通时,可
依然默认存在时延,须进行网络扩维,但对应的权重均为零.
当个体１和个体２不进行信息交流时,以上述模型为例,其非

平衡有向网络如图３所示.

图３　有向边(１,２)不连通时的非平衡有向网络

Fig．３　Unbalanceddirectednetworkwithdisconnected

directionaledges(１,２)

此时,通信网络对应的邻接矩阵A３ 如下:

A３＝
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(６)

简而言之,由于网络是非平衡有向切换的,因此当通信时

延的个体间不连通时,依然考虑个体间存在时延.为了网络

扩维后的统一性,将 N 维矩阵统一扩展为N＋b维矩阵.

在文献[１]的基础上,本文考虑了更一般的非平衡有向网

络,即所对应的邻接矩阵是随机矩阵,弱化了文献[１]中关于

网络的若干假设,从而使所提算法具有更广泛的应用范围.

不仅如此,文献[１２]还研究了在平衡有向网络中具有时延的

分布式次梯度优化算法.网络扩维会破坏通信网络的平衡性

与对称性,使通过网络扩维后的通信网络不一定是平衡有向

网络,对所提算法的适用性产生了影响且只考虑了固定网络

的情况.因此,本文考虑更一般的非平衡有向切换网络,将网

络扩维对算法的影响统一为网络拓扑对算法的影响.

通过文献[８]中的网络扩维方法,无约束凸优化问题(１)

可转化为如下形式:

minf(x)＝ ∑
N＋b

i＝１
fi(x)

s．t．
x∈Rn

fi＝０,i＝N＋１,􀆺,N＋b{
(７)

相应地,算法(３)可写为:

xi(t＋１)＝xi(t)aii(t)＋ ∑
j∈Ni∪{b}

aij(t)xj(t)－αi(t)di(t)

(８)

其中,{b}代表增加的时延节点与个体i有直接信息交流的时

延节点集合.

４　收敛性分析

在进行收敛性分析前,对算法(８)进行变形,将假设３代

入算法(８),结合问题(７),得:

xi(t＋１)＝xi(t)(１－ ∑
j∈Ni∪{b}

aij(t))＋ ∑
j∈Ni∪{b}

aijxj(t)－

αi(t)di(t)

＝xi(t)＋ ∑
j∈Ni∪{b}

aij(xj(t)－xi(t))－αi(t)di(t)

(９)

由于考虑的是时变有向切换网络,文献[１,１０,１２]中利用

过渡矩阵Φ(k,s)证明算法收敛性的方法不再适用.下面利

用非二次李雅普诺夫函数法[１３Ｇ１４]以及文献[１５Ｇ１６]中的相关

引理来证明算法的收敛性.定义:

M(t)＝max
i∈V

　xi(t),m(t)＝min
i∈V

　xi(t)

Δrmax(t)＝max
i∈V

　ΔriΔrmin(t)＝min
i∈V

　Δri

D(t)＝M(t)－m(t)

ΔR(t)＝max
i∈V

　Δri(t)－min
i∈V

　Δri(t)

根据算法(７)的定义:Δr(t)i＝－αi(t)di(t).

由假设２得ΔR(t)＝２αi(t)w;并由假设３和假设６得,可
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将扩维后的个体集合V∗ 分割成C０,C１,􀆺,CL(C０＝h),其中

L≤N＋b.由于满足文献[１５]中的所有假设条件,因此可引

用文献[１５]中的引理３．１进行类似定义.

引理１　假设３和假设６成立,有个体集合V∗ 的分割

C１,C２,􀆺,CL,则对于任意l∈{１,２,􀆺,L}(L＜N＋b－１),一

定存在一个ηl≥０,其中满足η０＝μ
(N＋b)T－１,使得对于正整数

p∈[lT,LT－１],当k＝s＋p时下面两式成立:

xi(k)≥m(s)＋∑
p－１

q＝０
　Δrmin(s＋q)＋ηl(xh(s)－m(s)) (１０)

xi(k)≥M(s)＋∑
p－１

q＝０
　Δrmax(t１＋q)－η(M(s)－xh(s)) (１１)

进一 步 地,令 η＝μ
１
２

(N＋b)(N＋b－１)T－１,则 对 于 ∀l∈ {１,

２,􀆺,L}(L＜N＋b－１),使ηl≤η成立.令s＝k,t１＝k＝t＋

LT＋T－１,则有:

M(t１)≤M(t)＋∑
t１

q＝t
　Δrmax(q)－η(M(t)－xh(t)) (１２)

m(t１)≥m(t)＋∑
t１

q＝t
　Δrmin(q)＋η(xh(t)－m(t)) (１３)

由式(１２)、式(１３)以及D(t)的定义得出如下引理.

引 理 ２ 　 设 假 设 ３ 和 假 设 ６ 成 立. 令 η ＝

μ
１
２

(N＋b)(N＋b－１)T－１,对于任意的t＞０,令t１＝t＋LT＋T－１,

则有:

D(t１)≤(１－η)D(t)＋∑
t１

q＝t
　ΔR(q) (１４)

定理１　令步长为常数α,个体初始状态值xi(０)满足

‖xi(０)‖＝max
１≤i≤N

|xi(０)|≤Cx,D(０)＝M(０)－m(０)≤Cδ,其

中Cx 与Cδ 为非负常数,则如下不等式成立.

‖f(M(k))－f(m(k))‖

　≤l(１－ １
μ

１
２

(N＋B)(N＋B＋１)－１
) t－１

(N＋B)T－１Cδ＋２l((N＋B)T－

２) １

μ
１
２

(N＋B)(N＋B＋１)－１
αw

证明:令s为满足下式的最大整数:

s((N＋b)T－１)＝S≤t＜(s＋１)((N＋b)T－１)

由定理１可得:

D(t)≤(１－η)D(S)＋∑
t－１

q＝S
　ΔR(q)

≤(１－η)sD(０)＋(１－η)s－１∑
t－１

q＝S
　ΔR(q)＋􀆺＋

(１－η)∑
t－１

q＝S
　ΔR(q)

≤(１－η) t
(N＋B)T－１

１
１－η

D(０)＋Ω(t)

其中:

Ω(t)＝(１－η)s－１∑
t－１

q＝S
　ΔR(q)＋􀆺＋(１－η)∑

t－１

q＝S
　ΔR(q)

≤２((N＋b)T－２)[(１－η)s－１＋􀆺＋(１－η)]αw

＝２((N＋B)T－２) １
μ

１
２

(N＋B)(N＋B＋１)T－１
αw

因此,引理２中的式(１４)可以写成:

D(t)≤(１－η) t
(N＋B)T－１

１
１－η

D(０)＋２((N＋B)T－２)

１

μ
１
２

(N＋B)(N＋B＋１)T－１
αw (１５)

由式(１５)与假设４,有:

‖f(M(t))－f(m(t))‖
　≤l‖D(k)‖

≤l(１－ １

μ
１
２

(N＋B)(N＋B＋１)－１
) t－１

(N＋B)T－１Cδ＋２l((N＋B)T－

２) １

μ
１
２

(N＋B)(N＋B＋１)－１
αw

上式表明,当t→∞时,由式(１５)可知网络中的所有个体

达到一致,即x１＝x２＝􀆺＝xN ＝x∗ ;并且由定理１可知,所

有目标函数fi 可达到最优值f∗ ,即所有个体的目标函数收

敛到最优值的邻域内;同时,收敛速度与网络个体数、状态初

始值、步长,以及周期T、时延上界B、次梯度上界w 有关.

５　仿真分析

下面将通过仿真实验来验证理论结论的正确性.如图４
所示,假设有 ４个个体的周期切换多个体网络,并设周期

T＝３.

图４　具有４个个体的周期切换网络

Fig．４　Cycleswitchingnetworkwith４individuals

设目标函数为二次函数,即非平衡有向切换网络中个体

对应的局部目标函数fi(x)＝(x－ai)２,ai∈R,i＝１,２,３,４.

由假设可知,增加的虚拟节点即时延个体所对应的局部目标

函数fj(x)＝０,i＝５,６,７,８,其中ai 为随机选取的实数.利

用 MATLAB软件,在多个体网络存在通信时延和无通信时

延这两种情况下,运行本文所提出的多个体分布式次梯度优

化算法,并分别绘制多个体网络中每个个体的状态轨迹图以

及全局目标函数的轨迹图.

如图５所示,横轴表示仿真实验的迭代次数,纵轴表示多

个体网络中个体的状态值.当该算法迭代到７０次左右时,个

体状态值收敛到最优值为３．２的邻域内,网络中的个体达到

一致.图６表明,当多个体网络中个体间通信出现通信时延

时,该算法经过１５０次左右的迭代,仍然可使个体状态值收敛

到最优值为３．２的邻域内;但是相较于没有通信时延的情况,

收敛速度较慢,并且存在一定的误差.图７中横轴表示仿真

实验的迭代次数,纵轴表示多个体网络的全局目标函数值,虚
线表示理论上的最优值.当存在通信时延时,在该算法运算

下仍然可使全局目标函数收敛到全局最优值为１５０的邻域

内,但是相较于不存在通信时延的情况,收敛速度明显较慢.
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图５　无通信时延的４个个体的状态x(t)轨迹图

Fig．５　Statetrajectoriesx(t)offourindividualswithout

communicationdelay

图６　存在通信时延的４个个体的状态x(t)轨迹图

Fig．６　Statetrajectoriesx(t)offourindividualswith

communicationdelay

图７　通信时延对多个体分布式次梯度优化算法的影响

Fig．７　InfluenceofcommunicationdelayonmultiＧagentdistributed

subgradientoptimizationalgorithm

结束语　在文献[１,４,７Ｇ８,１２]研究的基础上,文中考虑

了非平衡有向切换网络中个体间通信存在时延时的分布式次

梯度优化算法,通过网络扩维,把有时延转化为无时延的情

况,考虑了更一般的网络拓扑,把网络扩维对算法的影响降到

最低;利用非二次李雅普诺夫函数法证明了非平衡有向切换

网络中存在时延时多个体分布式次梯度算法是收敛的;最后

通过仿真算例验证了算法的有效性,并与无时延情形进行了

比较,说明了通信时延对算法收敛速度的影响.
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