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摘　要　针对用最少的传感器节点覆盖感兴趣区域并确保传感器节点之间连通的最优化问题,提出了基于线性规划

的传感器节点布局模型.该模型通过传递闭包计算连通性,将命题逻辑式转化为线性方程组,从而求得该模型的精确

解.同时,设计了在不同网格规模下的全覆盖实验验证了该模型的正确性.该模型可以自行设定最大跳数、感兴趣区

域和汇聚节点的位置,求得的精确解可作为传感器节点布局模型近似解的比较基准.
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Abstract　Asensornodedeploymentmodelbasedonlinearprogrammingwasproposedtocovertheinterestingregion
withtheleastsensornodesandensuretheconnectivitybetweensensornodes．Inthismodel,theconnectivityofsensor
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andthelocationofsinknodes,andtheexactsolutioncanbeusedasacomparisoncriterionfortheapproximatesolution
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１　引言

无线传感器网络 (WirelessSensorNetworks,WSNs)是
一个多跳自组织网络系统,它由部署在监测区域内可以相互

通信的大量传感器节点组成[１].目前,WSNs已被成功应用

于水环境监测、空气质量监控等领域.节点部署是 WSNs中

的一个关键环节.一个合适的节点部署方案可以减少节点个

数和节点的能量消耗,并延长网络的生命时长.部署 WSNs
节点通常需要考虑覆盖率、节点之间的连通性、能量消耗、信
息传输时延等因素.学者们通过建立数学模型来最优化这些

目标中的一个或多个.
线性规划模型是最优化理论的重要分支之一,其应用极

其广泛.无线传感器网络中的节点部署问题也可被建立成线

性规划模型,再利用解决线性规划模型的方法进行求解.
文献[２]提出了一个整数线性规划模型(IntegerLinear

Programming,ILP),以在满足覆盖关键点和监测区域的条件

下最小化感知节点和转接节点的开销.文献[３]将失效的代

理节点恢复问题建模为ILP.要恢复的代理节点只能从之前

失效的代理节点中选择,解空间受限,这个问题是 NP难的.
文中的ILP模型的目标是在代理节点失效后寻找最短传输

路径和最小化覆盖率的损失,从而形成新的连通拓扑结构.
为了最小化搜索空间,找到的解受限于失效节点位置.文献

[４]假设转接节点有多个可选的预设位置,用冗余的转接节点

来确保网络的存活能力,进而提出了最小化异构网络中转接

节点可放置位置的ILP模型.文献[５]为找到一条可使得最

多的数据信息被传送到汇聚节点的路径,建立了一个ILP模

型对路径进行规划,其中考虑了真实的数据通信比例、距离等

约束,并用贪婪算法和启发式算法进行了实验.实验结果表

明,该算法可以传输的信息量高于ILP模型理论信息传输量

的８０％.文献[６]提出了一个混合整数线性规划模型,采取

对瓶颈节点再充电的方法增加从无线传感器网络中提取的数

据量,尽量减少再充电节点的比例,并用３种新的方法来求解

该 NP难问题.可见,线性规划中的整数线性规划模型可被

用于无线传感器网络节点部署的很多场景中.文献[７]提出



了无线传感器网络中一种复杂动态参数模型下的新型覆盖优

化算法,通过建立线性方程显示了传感器节点覆盖的期望和

容忍度.该算法提高了服务覆盖面和网络质量,通过有效抑

制网络能量成本来延长网络的生命周期.可见,线性规划模

型可用于无线传感器网络节点部署的很多场景中.目前已有

的无线传感器网络中的ILP模型都是在已知汇聚节点位置

的情况下来确定感知节点和转接节点的位置,或者已知感知

节点和汇聚节点的位置找出转接节点的位置.本文将探讨在

汇聚节点未知的情形下如何来部署感知节点.在已知信息更

少的场景下考虑问题,是一种更复杂的情形.
著名的求解线性规划问题的方法有Dantzig在１９４７年提

出的单纯形法[８],以及随后的椭球法(１９７９,Khachiyan)和内

点法(１９８４,Karmarkar).在平均意义下,单纯形的运算次数

是多项式的,有着很好的性能[９],且有成熟的软件设计作为支

撑,目前仍然很受欢迎.常用的求解整数规划的割平面法、分
支定界法[１０]都以单纯形法为基础,而在具体计算时常使用修

正的单纯形法[１１],即只计算和存储每次迭代中的有效信息,
而不是所有的系数.

２　问题的提出

传感器节点布局问题可被看作是部署一定量的节点以满

足监测需求,即找出部署节点的类型、数量和位置.当把需要

监测的区域离散化为大小相等的正方形网格点(编号为１到

n)时[１２],问题即转化为确定每个网格点放置或不放置传感器

节点的问题.本文约定每个网格点的中心代表这个网格点,
且在划分网格时需确保网格半径同时小于传感器的感知半径

和通信半径,以便确保需要监测的一个网格区域只需放置一

个传感器节点.若划分网格后不满足此要求,则可将网格再

进行细分.只有满足此实验条件,才可将其建模为整数线性

规划模型,从而求出精确解.
设X 是０Ｇ１变量集合,X＝{X１,X２,􀆺,Xn},Xi 为１时

表示网格i放置传感器,Xi 为０时表示网格i不放置传感器,
求解目标是使用最少的传感器覆盖感兴趣区域并确保传感器

节点之间的连通性.目标函数为:

Z＝min∑
n

i＝１
Xi (１)

设网格的中心坐标为(x１,y１),(x２,y２),􀆺,(xn,yn),那
么有:

１)对于任意两个网格i和j,如果其欧氏距离d(i,j)在感

知半径Rs 内,即d(i,j)≤Rs,那么意味着在一个网格放置传

感器可以监测到另一个网格.

２)对于任意两个网格i和j,如果其欧氏距离d(i,j)在通

信半径Rc 内,即d(i,j)≤Rc,那么意味着这两个网格之间是

连通的,可以传递数据.

３)已知节点的通信半径大于或等于感知半径的２倍时,
网络是全覆盖的,同时也必然满足连通性.因此,本文仅考虑

通信半径小于感知半径的情形.

３　传感器节点布局模型的构建

３．１　约束函数

３．１．１　覆盖感兴趣区域

部署无线传感器网络中的传感器节点时,首先要确定传

感器节点需要监测的内容和覆盖的区域,选取感兴趣的区域

进行覆盖.感兴趣的区域可以是全部网格区域,也可以是通

过某种规则选取的部分网格区域.

用０Ｇ１对角阵En×n表示感兴趣区域,即需要覆盖的网格.

网格i需要覆盖时,Eii为１,否则为０.

用０Ｇ１矩阵Dn×n表示网格和传感器之间的覆盖关系.当

d(i,j)≤Rs,网格i可以被网格j处的传感器覆盖时,Dij＝１,

否则Dij＝０.

设网格的覆盖权重向量W＝{W１,W２,􀆺,Wn},其中Wi

为整数,表示网格i需要Wi 个传感器覆盖,Wi 为０时表示网

格i不需要被覆盖.当W 是全１向量时,表示每个网格至少

被１个传感器覆盖,即全覆盖.

因此,网格i至少被Wi 个传感器覆盖的问题可表示为:

∀j,∑
n

k＝１
　∑

n

i＝１
EjkDkiXi≥Wi,j＝１,２,􀆺,n (２)

３．１．２　连通性

传感器节点之间的连通性可以根据具体的应用目标灵活

定义.由于部署传感器节点的区域已离散化为均匀网格,因

此网格上的节点可以抽象为有向图的顶点.设R 是传感器

节点集合X 上的关系.节点之间是连通的,存在一条从传感

器节点Xi 到传感器节点Xj 的有向路径,(Xi,Xj)属于关系

R.如果传感器Xi 与Xj 是连通的,Xj 与Xk 是连通的,那么

传感器Xi 与Xk 也是连通的.传感器节点之间的关系R 是

可传递的.R 的最小传递关系叫做R 的传递闭包.寻找一

个关系的传递闭包等价于在相关的有向图中确定被路径连接

的顶点对.因此,可以使用关系R 的传递闭包来表示传感器

节点之间的连通性.

３．２　建模过程

假设传感器节点位于一个连通子图里.使用有向图表示

关系有助于表示关系的传递闭包.首先定义有向图的路径:

记vi 是有向路径上的第i个顶点,一个有向图中从传感器节

点Xi 到传感器节点 Xj 的一条长度为n 的路径记为v０,

v１,􀆺,vn－１,vn,其中v０＝Xi,vn＝Xj.因而,将连通关系定义

如下[１３].

定义１　设R 是传感器节点集合X 上的n×n阶０Ｇ１关

系矩阵.连通性关系R∗ 由有序对(Xi,Xj)构成,使得在R 中

从传感器i到j之间存在一条长度至少为１的路径.

定理１　关系R的传递闭包等于连通性关系R∗ .

引理１　设X 是n元素集合,R 是X 上的关系.如果R
中存在一条从Xi 到Xj 的长度至少为１的路径,那么存在一

条长度不超过n的这种路径.此外,当 Xi≠Xj 时,如果在R
中存在一条从Xi 到Xj 的路径,那么存在一条长度不超过

n－１的这种路径.

定理２　设 MR 是n 元素集合上的关系R 的０Ｇ１矩阵,

那么传递闭包R∗ 的０Ｇ１矩阵是:

M∗
R ＝MR∨M２

R∨M３
R∨􀆺∨Mn

R

引理２　设G０,G１,􀆺,Gn 是一系列０Ｇ１矩阵,其中G０＝

MR 是这个关系的０Ｇ１矩阵,且Gk＝[Gk
ij].当且仅当存在一

条从Xi 到Xj 的路径,其内点取自集合{X１,X２,􀆺,Xk},Gk
ij

为１,那么Gk
ij＝Gk－１

ij ∨(Gk－１
ik ∧Gk－１

kj ).
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根据以上定理,令t(G)表示G的传递闭包,则有:

t(G)＝G０∨G１∨G２∨􀆺∨Gk∨􀆺∨Gn (３)

其中,G１
ij,G２

ij,􀆺,Gn
ij分别是G１,G２,􀆺,Gn 中的元素,G０

ij是初

始的关系矩阵G０ 中的元素.当网格i处的传感器经过长度

不超过k的路径可到达网格j处的传感器时,Gk
ij为１,否则为

０.从i到j的路径只以１,２,􀆺,k中的顶点作为内点的路

径,要么存在一条从i到j且内点是表中前k－１个顶点的路

径,要么存在从i到k和从k 到j的路径.利用这条特性,沃

舍尔算法给出了利用Gk－１
ij 计算Gk

ij的具体公式:

Gk
ij＝Gk－１

ij ∨(Gk－１
ik ∧Gk－１

kj );i,j,k＝１,２,􀆺,n (４)

为了简化公式和方便求解,令Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj ,其中k＝

１,２,􀆺,n,然后有Gk
ij＝Gk－１

ij ∨Tk
ij.又知,连通性的约束条件

为网格i放置了传感器Xi,网格j放置了传感器Xj 时,传感

器Xi 与传感器Xj 之间存在一条长度至少为１的路径.公

式表述为:

ifXi＝１andXj＝１,then(Xi,Xj)∈t(G) (５)

于是,与式(５)等价的逆否命题为:

if(Xi,Xj)∉t(G),thenXi＋Xj＜２ (６)

即Xi 与Xj 不连通时,两者不能同时为１.

为了求出精确解,利用大 M 法(M 为充分大的正整数)将

式(６)转化为线性方程:

Xi＋Xj＜２＋MGn
ij (７)

定义０Ｇ１连通变量Lij,如果网格i和j连通,即d(i,j)≤

Rc,Lij为１,否则为０.它们之间的关系表示如下:

ifXi＝１,Xj＝１,Lij＝１,thenG０
ij＝１ (８)

将式(８)转化为线性方程比较困难,因此仍然从逆否命题

入手.网格i和j之间不连通,当且仅当网格i和j放置传感

器节点但i和j之间的距离超过通信半径,或网格i和j至少

有一个未放置传感器节点,用逻辑关系式表示如下:

ifXi＝１,Xj＝１,Lij＝０,thenG０
ij＝０

ifXi＝０orXj＝０,thenG０
ij＝０{ (９)

定义０Ｇ１变量Fij＝Xi∧Xj.由式(９)可知,Xi,Xj,Fij与

G０
ij的真值表如表１所列.

表１　Xi,Xj,Fij与G０
ij的真值表

Table１　TruthtableofXi,Xj,FijandG０
ij

Xi Xj Fij Lij G０
ij＝FijLij

０ ０ ０ ０/１ ０
０ １ ０ ０/１ ０
１ ０ ０ ０/１ ０
１ １ １ ０ ０
１ １ １ １ １

利用大 M 法把合取关系式Fij＝Xi∧Xj 转化为线性代

数式[１５Ｇ１６]:

Fij≥０

Fij＜１＋１
２Xj

Fij≤Xi＋M(１－Xj)

Xi≤Fij＋M(１－Xj)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

合取关系式Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj (k＝１,２,􀆺,n)的真值表如

表２所列.

表２　Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj 的真值表

Table２　TruthtableofTk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj

Gk－１
ik Gk－１

kj Tk
ij

０ ０ ０
０ １ ０
１ ０ ０
１ １ １

同理,类似于式(１０),根据真值表将Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj 转

化为线性关系式:

Tk
ij≥０ (a)

Tk
ij＜１＋１

２Gk－１
kj (b)

Tk
ij≤Gk－１

ik ＋M(１－Gk－１
kj ) (c)

Gk－１
ik ≤Tk

ij＋M(１－Gk－１
kj ) (d)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１１)

下面以Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj 为例来证明合取关系式转换为

线性方程的合理性.

１)由表２可知,当 Gk－１
kj ＝０时,Tk

ij ＝０;当 Gk－１
kj ＝１时,

Tk
ij＝Gk－１

ik .

２)对线性关系式(１１)的说明如下:

当Gk－１
kj ＝０时,式(１１)中的(c)和(d)失效,(a)和(b)可转

化为０≤Tk
ij＜１,又因为Tk

ij∈{０,１},所以Tk
ij＝０.

当Gk－１
kj ＝１时,式(１１)中的(a)和(b)转化为０≤Tk

ij ＜

１．５,那么Tk
ij＝０或Tk

ij＝１.

此时,式(１１)中的(c)和(d)转化为Tk
ij≤Gk－１

ik 和Gk－１
ik ≤

Tk
ij,所以Gk－１

ik ＝Tk
ij.

３)综合１)和２)可以证明式(１１)中的(a)(b)(c)(d)与

Tk
ij＝Gk－１

ik ∧Gk－１
kj 等价.

把Gk
ij＝Gk－１

ij ∨Tk
ij写成逻辑关系式:

ifGk－１
ij ＋Tk

ij＝０, thenGk
ij＝０ (a)

ifGk－１
ij ＋Tk

ij≥１, thenGk
ij＝１ (b){ (１２)

将式(１２)中的(b)转化为逆否命题:

ifGk
ij＝０,thenGk－１

ij ＋Tk
ij＝０ (１３)

同理,式(１３)转化为线性代数方程为:

Gk
ij≤M(Gk－１

ij ＋Tk
ij)

０≤Gk
ij＋M(Gk－１

ij ＋Tk
ij)

Gk－１
ij ＋Tk

ij≤MGk
ij

０≤Gk－１
ij ＋Tk

ij＋MGk
ij

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１４)

至此,Xi 与Gk
ij之间的线性关系通过Fij与Tk

ij已经找到.

对于目标函数(式(１)),其约束条件之一即覆盖感兴趣区域

(式(２))和约束条件之二即确保节点之间的连通性(式(７)、

式(１０)、式(１１)、式(１４))都是线性方程式.由此得到基于线

性规划的传感器节点布局模型.由于模型中的决策变量都为

０Ｇ１变量,因此模型是线性的整数规划问题.

４　算法复杂度的分析

整数线性规划模型可通过割平面法和分支定界法不断分

解出子问题来求解,子问题的松弛问题的核心步骤都是单纯

形法.由于单纯形是凸的,局部极小值就是全局极小值,因此

可以得到整数线性规划模型的全局最优解.然而,单纯形法

并不是多项式时间算法[１４],记单纯形表的行数为 H１,列数为

２１１ 计 算 机 科 学 　２０１８年



H２,最坏情况下,单纯形算法的时间复杂度是CH１

H１＋H２
,分支

定界法 的 时 间 复 杂 度 是 ２H２ ,因 此 总 的 时 间 复 杂 度 是

２H２CH１

H１＋H２
.本文建立的整数线性规划模型中,n表示网格

数,约束条件数量为n＋３n２＋７n３,变量数量为n＋n２＋２n３.

在目标方程和两个约束条件方程的每行都加上松弛变量或剩

余变量,转化为标准型后,这些变量构成初始可行基.初始单

纯形表的行数为１＋n＋３n２＋７n３,列数为１＋２n＋４n２＋９n３.

５　实验及结果分析

为了验证模型的正确性,对网格进行全覆盖实验.全覆

盖是指每一个网格都至少被一个传感器覆盖,同时要确保传

感器之间的连通性.此时,式(２)中的矩阵En×n为单位矩阵,

权重向量W 为全１矩阵.实验１和实验２中假设传感器都

为感知节点,但感知半径和通信半径不同.实验３中假设传

感器为感知节点或汇聚节点,这两种节点都可以感知数据,汇

聚节点可以保存、转发和上传数据.实验３中设定最大跳数

和汇聚节点.

５．１　实验１
实验１分别在不同的网格上进行,感知半径Rs 为３００m,

通信半径Rc 为４００m,网格半径为２００m.实验得到的覆盖所

有网格的最优解和最优值如表３所列.

表３　实验１的模型参数和值

Table３　Modelparametersandvaluesofexperiment１

网格大小 最优值 最优解

２∗２ １ X１

３∗３ １ X５

４∗４ ４ X６X８,X９,X１１

５∗５ ４ X７X９,X１７,X１９

６∗６ ７ X８,X１０,X１２,X２０,X２５,X２７,X２９

７∗７ ９ X９,X１１,X１３,X２３,X２５,X２７,X３７,X３９,X４１

８∗８ １３
X１０,X１２,X１４,X１６,X２６,X２８,

X３０,X３２,X４２,X４９,X５１,X５３,X５５

９∗９ １６
X１１,X１３,X１５,X１７,X２９,X３１,X３３,X３５,

X４７,X４９,X５１,X５３,X６５,X６７,X６９,X７１

图１和图２分别表示了３∗３和４∗４网格的实验结果.
图１中圆形区域表示传感器X５ 的覆盖范围.图２中,虚直线

表示两个传感器之间是连通的,而且易知这４个传感器节点

覆盖了全部网格.图１和图２验证了模型的正确性.

图１　３∗３的最优解示意图

Fig．１　Optimalsolutionin

３∗３grid

图２　４∗４的最优解示意图

Fig．２　Optimalsolutionin

４∗４grid

若需覆盖的区域位于网格中的虚线外,则只需在相应位

置增加传感器即可.若这样的区域比较多,则增加传感器会

带来比较多的开销,此时可以修改感知模式和通信模式.令

传感器节点的感知半径为ini_Rs,其中ε为一个较小的正数,
记Rs＝ini_Rs＋ε,将“覆盖”定义为两个网格之间的距离比感

知半径大一个偏移量,即网格i处可以被网格j处的传感器覆

盖,当且仅当两个网格之间的欧氏距离d(i,j)≤Rs.通信模式

同理:定义Rc＝ini_Rc＋ε,当网格i和网格j之间的欧氏距离

d(i,j)≤Rc 时,网格i处和网格j处的传感器是连通的.
图３和图４分别是线性规划方程组的变量数和约束条件

数与网格规模之间的变化趋势图,从中可以看出变量数和约

束条件数目随着网格规模增大均呈指数增长趋势.

图３　不同网格区域大小的线性方程组的变量数

Fig．３　Variablenumbersoflinearequationsingridzonewith

differentsizes

图４　不同网格区域大小的线性方程组的约束条件数

Fig．４　Constraintconditionnumbersoflinearequationsingrid

zonewithdifferentsizes

图５和图６分别是线性规划方程组的运行时间和内存使

用情况与网格规模之间的变化趋势图,从中可以看出运行时

间和内存使用情况也都随着网格规模增大呈现指数增长

趋势.

图５　不同网格区域大小的线性方程组的运行时间

Fig．５　Runtimeoflinearequationsingridzonewithdifferentsizes

图６　不同网格区域大小的线性方程组内存使用空间

Fig．６　Memoryusagelflinearequationsingridzonewith

differentsizes
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５．２　实验２
实验２设置网格半径为２００m.采用另一组感知半径和

通信半 径:感 知 半 径 Rs 为 ２００m,是 实 验 １ 感 知 半 径 的

６６．６％;通信半径Rc 为３００m,是实验１通信半径的７５％.

表４给出了实验２的结果,其中,约束条件数目和变量数目与

实验１中的相同,此处不再列出.由于实验２中的传感器半

径和通信半径都比实验１中的小,因此需要更多的传感器节

点才能全覆盖网格,求解时间也比实验 １长.例如,对于

４∗４的网格,实验１的运行时间为３８７s;实验２的运行时间

为３０４７s,是实验１的１０倍.

表４　实验２的实验结果

Table４　Resultsofexperiment２

网格大小 运行时间/s 最优值 最优解

２∗２ ０ ２ X１,X３

３∗３ ２ ３ X２,X５X８

４∗４ ３０４７ ６
X２,X７,X８,

X９,X１０,X１５

５∗５ ＞５４０００ － －

图７显示了实验２的４∗４网格的传感器节点分布图,圆

形区域为传感器节点的感知区域,两个传感器之间的虚直线

表示传感器节点是连通的.由图７可知,网格区域被全覆盖

时,传感器之间是连通的,这再次验证了模型的正确性.

图７　实验２中４∗４网格的传感器节点分布图

Fig．７　Sensornodesdistributionin４∗４grid

５．３　实验３
模型中Gk

ij的k(k≤n)值限定了多跳网络的最大跳数.

另外,假定汇聚节点和传感器节点有相同的感知半径和通信

半径,可通过初始化Xi 为１将网格i设为汇聚节点.实验３
中采用与实验１相同的感知半径和通信半径,设定最大跳数

k为３,汇聚节点的设置和实验结果如表５所列.

表５　实验３的实验结果

Table５　Resultsofexperiment３

大小 汇聚节点 最优值 最优解

３∗３ X５ １ X５

４∗４ X６ ４ X６,X７,X１０,X１１

５∗５ X１３ ５ X７X９,X１３X１７,X１９

６∗６ X１５ ７ X８,X１０,X１２,X１５,X２５,X２７,X２９

７∗７ X２５ ９
X９,X１１,X１３,X２３,X２５,

X２７,X３７,X３９,X４１

８∗８ X２８ １３
X１０,X１２,X１４,X１６,X２６,X２８,X３０,

X３２,X４２,X４９,X５１,X５３,X５５

９∗９ X４１ １７
X１１,X１３,X１５,X１７,X２９,

X３１,X３３,X３５,X４１,X４７,X４９,

X５１,X５３,X６５,X６７,X６９,X７１

　　可以看出,指定汇聚节点和最大跳数后,运行时间有所减少.

结束语　本文提出了一种基于线性规划的传感器节点布

局模型,该模型通过传递闭包表示传感器节点之间的连通性,

把逻辑关系式转化成线性方程组,得到线性规划模型,并设定

最大跳数和汇聚节点;同时设计了全覆盖网格的多组实验,通

过求出其精确解对模型进行了验证.随着网格规模的增大,

方程组的约束条件和变量数都呈现指数级增长,运行时间和

内存占用也呈现指数级增长,使得求取精确解变得很困难,对

此可采用智能优化算法如遗传算法(GA)、差分进化(EA)、粒
子群(PSO)等求得近似解,也可以考虑采用并行算法来加速

求解速度.本文求得的精确解为分析与比较近似解的优劣提

供了一个参考标准,具有一定的实际意义.
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以及优化的 NMST方法与传统的 NVML方法相比,性能提

升了１０％~２０％,具体提升程度与程序中的持久性内存分配

次数及分配粒度有关.
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