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摘　要　矩阵在工程系统中有广泛的应用,矩阵运算的正确性对工程系统的可靠性有重要影响.Coq是一种基于带

类型λ演算的功能强大的高阶定理证明器.虽然 Coq类型系统能够很好地描述可变大小的动态数据类型,但是对于

固定大小的类似向量和矩阵的数据类型,其缺乏满意的描述机制.Coq库中也没有向量库或矩阵库,因此在使用 Coq
来对涉及矩阵的定理或算法进行形式化验证时十分复杂.针对这些问题,文中提出了一种基于 Record类型的矩阵实

现方法并定义了一组基本的矩阵函数,证明了它们的基本性质.基于文中提供的矩阵类型和相关引理可以比较轻松

地完成飞行控制转换矩阵的验证.同其他矩阵实现方法相比,所提方法不仅在实现上相对简洁,在使用上也更加简

单、方便.
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Abstract　Matrixhasawiderangeofapplicationsinengineeringsystems,andthecorrectnessofmatrixoperationshas

animportantimpactonthereliabilityofengineeringsystems．CoqisapowerfulhigherＧordertheoremproverbasedon

thetypeλcalculus．AlthoughtheCoqtypesystemcandescribevariableＧsizeddynamicdatatypeswell,thereisalackof

satisfactorydescriptionmechanismsfordatatypessuchasfixedＧsizevectorsandmatrices．Atpresent,thereisnovector

libraryormatrixlibraryintheCoqlibrary,soitismoredifficulttouseCoqtoformallyverifythetheoremoralgorithm

involvingthematrix．Inordertosolvetheseproblems,thispaperproposedamatriximplementationmethodbasedon

Recordtype,definedasetofbasicmatrixfunctionsandprovedtheirbasicproperties．TheverificationoftheflightconＧ

troltransformationmatrixcanbedoneeasilybyusingthematrixtypesandrelatedlemmasprovidedinthispaper．ComＧ

paredwithothermatriximplementationmethods,thismethodisnotonlyrelativelysimpletoimplement,butalsosimpＧ

lerandmoreconvenienttouse．
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１　引言

矩阵运算是工程软件中(如飞行控制系统[１Ｇ２])极为常用

的一种运算,也是一种很容易发生错误的运算.形式化方法

为软件可靠性验证提供了一种有效的工具.大部分常用的形

式验证技术(如模型检查)并不保障软件的完全可靠性,甚至

在可验证的软件性质方面也有一定的局限,因此限制了矩阵

验证的效果.基于高阶逻辑的定理证明技术在理论上有能力

提供程序的完全正确性验证,在实践中也能够进行范围更广

的程序性质验证.

然而,高阶定理证明器的基础是带类型的λ演算,因此,

在这些系统中,实现矩阵的基础性数据结构是λ表达式,而不

是命令式语言中的数组.这种数据结构适合于描述具有无限

可扩展特性的归纳数据结构,比如列表.但是,对于具有固定

长度的向量和矩阵这样的数据结构,其缺乏一种自然和直接

的描述方法.目前,针对定长数据结构的形式化技术大体上

有３种:１)用函数表示数组,这是 HOL系统和一些 Coq研究

组采用的方法,采用这一技术可以完成很多向量和矩阵性质



的证明,但是这种描述并不直接对应于程序语言中的数据结

构,也难以通过代码抽取的方法将它们转换成程序语言中的

代码;２)采用依赖类型进行描述,这一技术可以描述指定长度

的向量,并且可以描述输入、输出数据具有特定长度关系的函

数,也能够通过代码抽取获得程序代码,但是这一技术对复杂

函数的描述相当复杂,对函数的性质证明非常困难;３)采用元

组结构描述矩阵,对于小规模的矩阵问题,这一技术描述简单

且便于进行定理证明,但并不适合描述任意规模的矩阵.

为了解决上述问题,本文提出了一种将列表和记录相结

合的矩阵描述方法,其原理是把向量和矩阵的类型用记录定

义;本文还实现了向量以及矩阵的一些运算函数(包括加法、

减法、乘法等函数),并对其基本性质进行了证明.由此也说

明了基于记录的矩阵定义方法是解决矩阵形式化问题的一个

有效方法.

本文第２节介绍了Coq定理证明器,包括它的工作原理

以及Coq记录的概念,还讨论了这一技术相比较于其他矩阵

实现方式的优点;第３节介绍如何使用 Record实现向量和矩

阵;第４节介绍了关于向量和矩阵操作函数的定义和基本性

质的验证;第５节介绍了如何将定义的矩阵向各个数域扩展

以方便用户使用,并以一个实例来介绍矩阵的应用;第６节总

结全文并展望.

２　背景知识

本节介绍本文工作的背景以及相关工作,包括定理证明

器Coq的介绍和目前Coq中与矩阵相关的研究工作,并将这

些工作与本文的工作进行了比较,说明了本文工作的特点和

优势.

２．１　Coq

Coq[３Ｇ４]是一个基于高阶逻辑的定理证明辅助工具,它以

归纳构造演算为理论基础.Coq可以进行命题演算的证明、

时序逻辑的证明、谓词逻辑的证明、高阶逻辑的证明,甚至可

以自定义逻辑,然后在这种新定义的逻辑系统中进行逻辑

推导.

Coq采用反向推理的方法构造证明,在设立一个当前证

明目标之后,通过使用合适的证明命令,产生一组保证该目标

成立的条件,这些条件被称为子目标.如果子目标已知,则证

明完成;如果子目标未知,则继续寻找使子目标成立的条件作

为新的子目标,直到满足子目标为已知条件或公理.当所有

子目标都得到证明,则推理完成.

Coq的一个重要特点是能够基于 CurryＧHoward同构原

理进行程序抽取.也就是说,它可以将 Coq中定义的数据结

构和函数转变成函数程序语言 OCaml或 Haskell的程序.这

一程序抽取能力使得Coq更适合于进行软件的正确性验证,

以及可证正确的软件开发.

２．２　相关工作

HOL[５]定理证明器较早实现了矩阵理论的形式化.首

都师范大学施智平团队开展了函数矩阵方面的研究工作[６Ｇ７].

HOL中用函数实现矩阵,这一思路在Coq的ssreflect项目中

得以继承,后面将详细描述.

Coq标准库中与向量最相似的类型是 List类型.List类

型的定义如下:

InductiveListA:Type∶＝

　|nil:ListA

　|cons:A－＞ListA－＞ListA．
从定义可以看出,List是元素类型相同、长度可变的序

列,由于列表的元素也可以是列表,因此用嵌套列表的方式可

以实现二维甚至多维嵌套列表.但是,List的长度是不确定

的,无法通过它的类型判断其长度,即无法直接定义一个固定

长度的List.

在Coq系统中可以通过依赖类型[８]定义带长度的列表

类型,因此可以定义指定长度的向量类型和指定大小的矩阵

类型.NicolasMagaud[９]使用了这个方法来定义矩阵.首先

基于依赖类型的向量类型可用Inductive命令归纳[１０],其定

义为:

Inductivevect(A:Set):nat－＞Set∶＝

|vnil:vectA０

|vcons:foralln:nat,A－＞vectAn－＞vectA (Sn)．
该定义是List定义的推广,与 List不同的是,该定义中

包含了一个表示表长的参数,在递归定义中这个参数严格“递

减”,用来表示每一个子表的长度.使用这种方式的确可以定

义一种向量类型,但其存在以下缺点:首先,由于向量的各子

向量都包含长度参数,使向量操作函数的定义及其性质的验

证十分复杂、困难;其次,NicolasMagaud只给出了关于向量

的一些简单的性质证明,很多基础性质并没有完成证明.

Denes和Bertot指出,这一定义方法在处理二元函数的问题

时面临较大的困难[１１].

在ssreflect库中包含了一个矩阵库,它把二维矩阵定义

为:

InductivematrixRmn∶＝

Matrixof{ffun‘I_m ∗ ‘I_n－＞R}

这里,‘I_m 和‘I_n 可以看成是自然数的子集０􀆺m 和

０􀆺n.这个实现方案本质上是把矩阵定义为从自然数矩阵

[０􀆺m]∗[０􀆺n]到实数的函数.在这个定义之下,ssreflect
库中证明了大量的矩阵性质.但是这样种矩阵的实现方式同

函数式语言中基于列表的矩阵实现方式是有差距的.此外,

ssreflect的矩阵实现方案过于复杂,不易理解和使用.

针对ssreflect矩阵的问题,Denes和 Bertot提出了一个

称为effectivematrices的方案.他们把矩阵简单地定义成:

Definitionseqmatrix∶＝seq(seqR)

其中,R是环类型,seq是ssreflect中的列表.然后定义了一

个从ssreflect矩阵类型到seqmatrix类型的同态映射,以建立

起两者之间的关系.对于每一个矩阵函数,都需要验证从ssＧ

reflect矩阵到seqmatrix的同态关系成立.这一方案避开了

直接使用指定长度的向量和矩阵类型,转而通过同态关系来
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保障矩阵运算的可靠性.该方案的好处是能够利用ssreflect
中矩阵性质的证明结果,缺点是矩阵函数并没有直接定义在

向量和矩阵类型之上.

本文期望找到一种矩阵定义方案,它能够以接近函数式

语言的方式实现向量和矩阵,容易理解,便于进行矩阵函数的

构造和矩阵性质的证明,以自然的方式支持程序抽取[１２],从

而能够有效地支持矩阵软件的开发和形式验证.为此,本文

提出一种基于 Record类型的定义矩阵的方法,它比前述方案

更加简洁、直接,并且基本达到了上述目标.这一方案不依赖

复杂的ssreflect库,因此用户更容易掌握.

２．３　Record类型

Record类型是一个允许定义记录的宏,它的语法如下:

Recordidentparams:sort∶＝ident０{ident１binders１:

term１;􀆺;identnbindersn:termn}.

使用 Record可以定义出这样一种类型,在这个类型中有

一些数据,并且这些数据必须满足某些性质.本节以一个

Coq标准库的实数库中的例子来介绍 Record的使用方法:

　　RecordMetric_Space:Type∶＝

　　{Base:Type;

　　dist:Base－＞ Base－＞ R;

　　dist_pos:forallxy:Base,distxy ＞＝０;

　　dist_sym:forallxy:Base,distxy＝distyx;

　　dist_refl:forallxy:Base,distxy＝０＜－＞x＝y;

　　dist_tri:forallxyz:Base,distxy＜＝distxz＋distzy}．

这个 Record定义了度量空间,其中 Base表示度量空间

的集合的类型,dist是这种类型上两点间的距离函数;dist_

pos表示任何两点之间的距离大于或等于０;dist_sym 表示任

意两点之间,从一点到对方的距离是相等的;dist_refl表示如

果两点的距离为０,那么这两点为同一个点;dist_tri表示任意

两点的距离小于或等于它们到第三个点的距离的和.

３　基于Record的矩阵

本节介绍如何使用 Record结构来定义任意大小的向量

和二维矩阵.向量类型和矩阵类型所接受的数据类型和满足

的性质都是不同的,所以它们的定义是不完全相同的;并且矩

阵的定义并没有依赖于向量类型,这一点与 NicolasMagaud
的方法不同,具体将在下文详细介绍.

３．１　向量的定义

使用 Record结构定义向量:

RecordVec(A:Set)(len:nat):Set∶＝mkVec

　{lis:listA;

len_cond:List．lengthlis＝len}．
其中,A是向量元素的类型;len是向量的长度;lis是一

个list类型,用来保存数据;len_cond 表示lis 的长度等于

len.这样就定义了一个向量类型,从它的参数中就可以确定

这个向量的元素类型和长度.初始化时只需要将向量的数据

用一个 List表示,再证明它满足len_cond性质,最后使用构

造函数将lis和引理代入即可.对于lis的len_cond 性质的

验证,只需要固定的几个策略即可轻松完成.例如:定义一个

长度为３、元素类型是自然数、数据依次为１,２,３的向量,首

先需要定义相关的List:

Definitionl３∶＝ [１;０;０]．
接着证明这个List的长度为３:

Lemmal３_length:lengthl３＝３．

Proof．autopro．Qed．
最后使用构造函数来定义这个向量:

Definitionv∶＝ mkVecnat３l３l３_length．
检查Coq的类型,可以看到v的类型为:

v:Vecnat３

３．２　矩阵的定义

矩阵的定义的实现相较于向量的定义更为复杂,因为矩

阵不仅有长度(行数),还有宽度(列数).对于数据部分,使用

嵌套的列表来保存数据,也就是用list(listA)型的列表存储

数据;另外,不仅要指定列表的长度,还要指定列表中嵌套的

每个列表的长度.因此,在使用 Record来定义矩阵时,除了

需要数据外,还需要两个性质.具体的定义如下:

RecordMatrix(mn:nat):Set∶＝ mkMat

　{mat:list(listA);

　　mat_length:lengthmat＝ m;

　　mat_all_len:all_len_nmatn }．
其中,mat是一个嵌套列表,用于存储 Matrix类型的数

据部分;mat_length 是 Matrix类型的一个属性,表示列表

mat的长度为m,mat_all_len是 Matrix类型的另一个属性,

表示列表mat中所有嵌套的列表的长度都为n.这样就定义

出了可用于表示矩阵的 Matrix类型,其中 m 代表矩阵的行

数,n代表矩阵的列数.可以通过如下方法定义一个元素类

型为自然数的３行３列的单位矩阵.

首先对于数据部分:

Definitionm３∶＝[[１;０;０];[０;１;０];[０;０;１]]．
接着是需要满足的两个性质:

Lemmam３_length:lengthm３＝３．

Proof．autopro．Qed．

Lemmam３_all_len:all_len_nnatm３３．

Proof．autopro．Qed．
最后,使用构造函数来初始化这个矩阵:

DefinitionMI３∶＝ mkMatnat３３m３m３_lengthm３_all_

len．
通过检查可以看到,这个矩阵的类型为:

MI３:Matrixnat３３
矩阵的初始化只需要将数据使用嵌套列表保存起来,而

它的两个性质的证明只要使用提供的自定义策略“autopro”

即可.

４　向量和矩阵的操作及基本性质

本节介绍向量和矩阵的操作函数,并且验证关于它们的
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一些基本性质.由于向量和矩阵的数据部分都是使用列表来

保存,因此向量和矩阵的操作实际上是对其中的列表或嵌套

列表的操作,再将操作的结果转换成对应的向量或矩阵类型.

因为Coq使用的是归纳证明的方法,所以这些操作函数的设

计十分重要,因为函数设计得不合理将导致无法使用归纳法

来证明它的性质,函数设计得过于复杂也将给证明带来困难.

４．１　向量的操作及基本性质

首先介绍向量的操作函数.实现某一个操作的方式有很

多,但是一个恰当的函数定义至少需要满足两个条件:１)它应

该是正确的,也就是它的输入、输出同所期望的结果一致;

２)正如在第２节所说,Coq的证明方法是数学归纳法,所以函

数的定义要便于使用数学归纳法来进行性质证明,这也是函

数设计中十分重要的一点.本节用向量加法来介绍函数的

实现.

首先要明确的是向量加法函数类型应为:

vec_add:foralln:nat,VecAn－＞ VecAn－＞VecAn
函数的两个参数是长度为n的向量,最终结果仍是长度

为n的向量.

对于 Vec类型的操作实际上是对它所包含的 List的操

作,所以定义向量的类型操作函数之前要先定义对 List的操

作函数.例如,若要定义向量的加法函数,首先要定义 List
的加法函数:

Fixpointlist_add(add:A－＞A－＞A)(l１:listA)(l２:

listA):listA∶＝

matchl１,l２with

|hd１∷tl１,hd２∷tl２＝＞addhd１hd２∷(list_addaddtl１

tl２)

|_,_＝＞ nil

end．
有了这个函数就可以将两个 List对应的值相加,从这个

函数的定义中可以推出函数操作的结果仍是 List类型,并且

结果List的长度等于两个参数List中长度较小的值.将vec
类型中的List取出作为这个函数的两个参数,由于这两个

vec的类型相同,取出的List的长度也必然相等,函数操作的

结果也必然是长度不变的List.

正如２．１节所述,初始化一个向量不仅需要数据,还需证

明数据满足“len_cond性质.下面这个引理证明了两个向量

类型数据相加得到的结果仍然满足“len_cond性质,也就是两

个长度为n的向量相加得到的向量长度也为n.

Lemmavec_add_cond:forall(n:nat)(v１:VecAn)(v２:

VecAn),

　letl１∶＝lisAnv１in

　letl２∶＝lisAnv２in

　letl∶＝list_addAfl１l２in

List．lengthl＝n．
这个引理证明了两个长度相等的List经过list_add函数

运算后得到的List的长度等于原来List的长度n.有了这个

引理就可以定义出完整的向量加法操作函数:

Definitionvec_add(n:nat)(v１:VecAn)(v２:VecAn)

　:VecAn∶＝

　letl１∶＝lisAnv１in

　letl２∶＝lisAnv２in

　letl∶＝list_addAfl１l２in

　letl_cond∶＝vec_add_condnv１v２in

mkVecAnll_cond．
通过检查可以发现函数vec_add的类型为:

vec_add:forallA:Set,(A－＞ A－＞ A)－＞foralln:

nat,VecAn－＞ VecAn－＞ VecAn
本文还证明了一些关于向量加法的性质.

向量的加法交换律(v１＋v２＝v２＋v１):

Lemmaeach_eq:forall(n:nat)(v１:VecAn)(v２:VecAn),

(forallab,fab＝fba)－＞ vec_eqn(vec_addnv１v２)

(vec_addnv２v１)．
向量的加法分配律(v１＋v２＋v３＝v１＋(v２＋v３)):

Lemmavec_add_assoc:forallnv１v２v３,(forallabc,f(f

ab)c＝fa(fbc))－＞ vec_eqn (vec_addn (vec_addnv１

v２)v３)(vec_addnv１(vec_addnv２v３))．
关于这些性质的证明本文不详细介绍.除此之外,本文

还定义了向量的叉积函数、常数乘以向量的函数以及一些相

关引理.

４．２　矩阵操作及基本性质

矩阵的操作函数比较于向量的操作函数更加困难.首先

本文定义了矩阵操作的一个基本操作函数转置函数,这个函

数十分重要,它是矩阵乘法的基础.与向量函数一样,矩阵函

数的操作实际上也是对它所包含的数据类型(list(listA))的

操作.

首先,既然是转置函数,那么先要定义一个获取某一列的

函数getcloumn,对于list(listA)的操作就是将每一个子列表

中的第n个元素取出(使用getitem 函数)组成一个新的list.

起初本文将getitem函数定义为listA－＞ nat－＞ optionA
类型,即:

Fixpointgetitem (l:listA)(n:nat)∶＝

　matchnwith

　|O ＝＞ None

　|SO ＝＞ matchlwith

　　　　|nil＝＞ None

　　　　|a∷t＝＞ Somea

　　　end

　|Sa＝＞ matchlwith

　　　　nil＝＞ None

　　　　h∷t＝＞ getitemta

　　　end

　end．
这个函数的功能是从一个列表中取出第n个元素,如果
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存在则返回SomeA,如果不存在则返回 None.这样定义看

起来是更加合理的,因为只有当这个位置存在元素时才能够

取到元素,但是在后续的函数中使用这个函数时,都有一个前

提,也就是n小于列表的长度,可以证明在这个前提条件下是

不可能取到 None值的,所以这样定义这个函数是没有必要

的且增加了后续函数定义和相关引理证明的难度.本文对于

getitem函数的定义为:

Fixpointgetitem (l:listA)(n:nat)∶＝

　matchnwith

　|O ＝＞ Zero

　|SO ＝＞ matchlwith

　　　　|nil＝＞ Zero

　　　　|a∷l′ ＝＞a

　　　end

　|Sn′ ＝＞matchlwith

　　　　|nil＝＞ Zero

　　　　|a∷l′ ＝＞ getiteml′n′

　　　　end

　end．

本文对getitem做了特殊的处理:如果n超出了列表的长

度则默认返回０元素Zero.这样做看似不合理,但是在后续

的函数定义中,n不会超过列表的长度,所以不存在取出０元

素的情况,并且这样做可以很大程度地简化相关引理的证明.

在getitem函数的基础上,将getcloumn函数定义为:

Fixpointgetcolumnln∶＝

　matchlwith

　|nil＝＞ nil

　|a∷l′ ＝＞ (getiteman)∷getcolumnl′n

　end．

接着,对list(listA)的“转置”函数的定义为:

Fixpointgetmatrix′ln∶＝

matchnwith

|O ＝＞ nil

|St＝＞ getcolumnl(St)∷getmatrix′lt

end．

Definitiongetmatrixln∶＝rev(getmatrix′ln)．

至此就实现了对list(listA)的转置操作.

有了对嵌套列表的转置函数,就可以将它扩展为矩阵的

操作函数:

Definitiontransmnold∶＝

　letll∶＝ matAmnoldin

　letll_length∶＝ mat_lengthAmnoldin

　letll_all_len∶＝ mat_all_lenAmnoldin

　 mkMatAnm(getmatrixAZerolln)(length_getmaＧ

trixlln)(alllen_getmatrix_t２nmnllll_lengthll_all_len)．

其中,length_getmatrix是一个引理,用来证明转置后的

嵌套列表的行数等于原嵌套列表的列数,也就是满足 mat_

length性质;alllen_getmatrix_t２是用来证明转置后的嵌套列

表的列数(每一个子列表长度)等于原嵌套列表的行数(嵌套

列表的长度),也就是满足 mat_all_len性质,这样就可以使用

转置后的嵌套列表和它的两个性质来将它初始成一个新的矩

阵,也就是最终的转置矩阵.这个函数的类型为:

trans:forallmn:nat,MatrixAmn－＞ MatrixAnm

本文还定义了其他常用的矩阵操作函数.

矩阵乘法函数:

Definitionmatrix_mulmnpleftright∶＝

　letll∶＝ get_mul_m′mnpleftrightin

　mkMatAmpll(get_mul_m_lengthmnpleftright)

(alllen_get_mul_mmnpleftright)．

该函数的类型为:

matrix_mul:forallmnp:nat,MatrixAmn－＞ Matrix

Anp－＞ MatrixAmp
常数乘以矩阵函数:

DefinitionC_mul_Matrixcmnold∶＝

　letnew :＝const_mul_matrixcmnoldin

　　mkMatAmnnew (const_mul_matrix_lengthcmn

old)(const_mul_matrix_allencmnold)．

该函数的类型为:

C_mul_Matrix:A－＞forallmn:nat,MatrixAmn－＞

MatrixAmn
这些函数的定义中都使用了辅助函数来实现,本文不一

一介绍.

表１展示了部分已完成证明的引理,基于这些引理就可

以实现基本的矩阵算法的验证.

最后,使用 Coq提供的程序抽取机制,可以将 Coq定义

转换成 OCaml代码,将 Coq模块转换成 OCaml模块.使用

抽取机制的主要动机是生成满足已证性质的程序,以保障程

序的可靠性.借助这一机制可以把 Coq中定义的矩阵以及

矩阵函数转换成 OCaml的数据类型和函数.

表１　部分引理

Table１　Partoflemma

function lemma_name lemma
Vector

vec_add
vec_add_assoc v１＋v２＋v３＝v１＋(v２＋v３)

vec_add_comm v１＋v２＝v２＋v１
dot_product dot_product_comm v１􀅰v２＝v２􀅰v１

const_mul_
vec

cmv_assoc k∗(l∗v)＝(k∗l)∗v
cmv_comm k∗(l∗v)＝l∗(k∗v)

cmv_distribution c∗(v１＋v２)＝(c∗v１)＋(c∗v２)

Matrix
matrix_mul matrix_mul_assoc m１∗m２∗m３＝m１∗(m２∗m３)

matrix_add
matrix_add_comm m１＋m２＝m２＋m１

matrix_add_assoc
m１＋m２＋m３＝
(m１＋m２)＋m３

const_mul_
matrix

cmv_comm c１∗c２∗m＝c２∗c１∗m
cmv_assoc (c１∗c２)∗ m＝c１∗ (c２∗m)

cmv_distribution c∗(m１＋m２)＝(c∗m１)＋(c∗m２)
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５　向量与矩阵的使用

本文定义的向量和矩阵是多态类型[１３Ｇ１４]的,即矩阵元素

可以是任意给定类型,所有元素类型相同.多态类型的优点

是减少重复性工作并且能更加方便地将向量和矩阵向各个数

域扩展,在Coq中许多类型都是这样定义的.但是这种做法

在使用时是不友好的,因为每使用一个函数都需要补充它的

元素类型,如何使得这些函数和引理的使用更加简单是这一

节的主要内容.

本节将介绍如何将矩阵往实数域扩展以方便将来使用.

５．１　实数矩阵

由于矩阵的定义和一些基本性质已经完成,所以实数矩

阵(不仅是Coq库中的实数[１５],也可以是第三方库如CoqueliＧ

cot[１６]中的实数)的定义很简单,只要将 A 换成 R(实数类

型),再用一个新的名称来代替扩展后的新的类型:

DefinitionmkMatR∶＝ mkMatR．

DefinitiontransR∶＝transR０．

Definitionall_len_n_R∶＝all_len_nR．

DefinitionmatrixR_mul∶＝ mul２R０RmultRplus．

DefinitionMatrix_eq３m１m２∶＝matrix_eqR３３m１m２．

DefinitionMatrix_mul３m１m２∶＝matrixR_mul３３３m１

m２．

Notation“m１ ∗mm２”∶＝ (Matrix_mul３m１m２)(at

level５０,leftassociativity)．

Notation“m１＝mm２”∶＝＝ (Matrix_eq３m１m２)(at

level５０,leftassociativity)．
使用这些函数来初始化实数矩阵会更加简便,可以将这

些定义放在单独的文件里并编译好,这样以后在使用实数矩

阵时只需要导入这个库即可.

使用这些函数时只需要指定矩阵的大小即可,如果已经

确定了将要使用矩阵的大小并且不想每次使用函数时都指定

大小,那么可以更精确地对矩阵进行扩展.比如想要使用３
行３列的实数矩阵,则可以这样定义:

DefinitionmkMatR３∶＝ mkMatR３３．

DefinitiontransR３∶＝transR３３．

Definitionall_len_n_R３l∶＝all_len_nRl３．
这样在使用时就会更加简便.

５．２　矩阵在转换矩阵验证中的使用

在飞行控制系统中,对飞行器做受力分析,根据空气动力

学建立运动学和动力学方程进行飞行控制过程的设计时,使

用不同的坐标系所带来的复杂程度是不一样的,因此需要在

飞行控制系统中建立多个坐标系来进行受力分析.另外,为

了方便分析飞行器在各个坐标系中的受力情况,需要使用转

换矩阵将一个坐标系中所受的力转换到另一个坐标系中,这

就是转换矩阵的作用.本节以一个飞行控制系统中转换矩阵

的验证为例子来展示矩阵的使用.

已知的条件是气流坐标系Sa、稳定坐标系Ss、机体坐标

系Sb之间的转换关系和气流坐标系Sa 到机体坐标系的转

换矩阵:

１)气流坐标系Sa在水平面旋转侧滑角β得到稳定坐标

系Ss.

２)稳定坐标系Ss在对称面旋转迎角α 得到机体坐标

系Sb.

３)气流坐标系Sa到机体坐标系Sb的转换矩阵.

根据条件,可以推出Sa到Ss的转换矩阵为Sa２Ss:

cosβ －sinβ ０

sinβ cosβ ０

０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

Ss到Sb的转换矩阵为Ss２Sb:

cosα ０ －sinα

０ １ ０

sinα ０ cosα

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

已知Sa到Sb的转换矩阵为Sa２Sb:

cosα∗cosβ －cosα∗sinβ －sinα

sinβ cosβ ０

sinα∗cosβ －sinα∗sinβ cosα

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

要证明Sa２Sb＝Ss２Sb∗Sa２Ss.

使用本文定义的矩阵,在Coq中证明过程如下:

Parameteralpha:R．

Parameterbeta:R．
定义Sa到Ss的转换矩阵为:

DefinitionSaSs′∶＝

　[[cosbeta ;－(sinbeta);０];

　 [sinbeta ;cosbeta ;０];

　 [０ ;０ ;１]]．
定义Ss到Sb的转化矩阵为:

DefinitionSsSb′∶＝

　[[cosalpha ;０ ;－(sinalpha)];

　 [０ １ ;０];

　 [sinalpha ;０ ;cosalpha]]．
定义Sa到Sb的转换矩阵为:

DefinitionSaSb′∶＝
[[(cosalpha)∗(cosbeta);－(cosalpha)∗(sinbeta);

－(sinalpha)];

[sinbeta;cosbeta;０];

[(sinalpha)∗(cosbeta);－(sinalpha)∗(sinbeta);

cosalpha]]．
证明:初始化所需的性质:

LemmaSaSs′_length:lengthSaSs′ ＝３％nat．

Proof．auto．Qed．

LemmaSaSs′_alllen:all_len_n_R_３SaSs′．

Proof．unfoldall_len_n_R_３．simpl．auto．Qed．

LemmaSsSb′_length:lengthSsSb′ ＝３％nat．

Proof．auto．Qed．
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LemmaSsSb′_alllen:all_len_n_R_３SsSb′．

Proof．unfoldall_len_n_R_３．simpl．auto．Qed．

LemmaSaSb′_length:lengthSaSb′ ＝３％nat．

Proof．auto．Qed．

LemmaSaSb′_alllen:all_len_n_R_３SaSb′．

Proof．unfoldall_len_n_R_３．simpl．auto．Qed．
进行初始化:

DefinitionSaSs∶＝ mkMatR_３_３SaSs′ SaSs′_length

SaSs′_alllen．

DefinitionSsSb∶＝ mkMatR_３_３SsSb′ SsSb′_length

SsSb′_alllen．

DefinitionSaSb∶＝ mkMatR_３_３SaSb′SaSb′_length

SaSb′_alllen．
使用Ltac设置自动证明策咯,这个自动证明策略能够完

成飞行控制中大部分的坐标转换矩阵的验证,若需要使用特

殊公 式 化 简,那 么 需 要 增 加 相 应 的 引 理,如 使 用 sin２x＋

cos２x＝１来化简三角函数.

Ltaceqprof∶＝

unfoldMatrix_eq３;

unfoldMatrix_mul３;

unfoldmatrixR_mul;

unfoldmul２;

unfoldget_mul_m′;

unfoldget_mul_m;

simpl;

repeatsplit;ring．
证明:SsSb∗SaSs的结果与已知的矩阵相同:

Lemmatrans_prof:(SsSb∗mSaSs)＝mSaSb．

Proof．eqprof．

Qed．
结束语　Coq定理证明器的归纳定义机制可以方便地描

述能够无穷延展的数据结构,如自然数、表和树等,然而,在

Coq中描述具有固定大小的矩阵类型是一个困难问题.本文

比较了Coq中现有的矩阵实现方法并研究了一种新的基于

Record类型的矩阵实现方案,定义了一组向量和矩阵的操作

函数,并验证了这些函数满足的部分性质,主要包括矩阵加法

和乘法的定义以及它们的基本代数性质.同 Coq中已有的

矩阵实现方案比,本文提出的方法更为简洁、直观、易用.未

来将继续完善相关引理库并进行逆矩阵及线性方程求解等方

面的形式化验证工作.
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