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摘 要 SPFA(Shortest Path Faster Algorithm)算法是一种对任意有向图求单源最短路径的算法。该算法实现简 

单，实际运行效果较好，在国内有着比较大的影响力。但遗憾的是，该算法一直缺少正确的理论分析。对该算法进行 

了分析，指出该算法在不存在源点可达负圈的有向图中，最坏情况运行时间为@(J lJEI)；在存在源点可达负圈的有 

向图中，算法将无限运行下去。对此，给出了改进的SPFA算法，对于任意的有向图，该算法能够在0(I I I EI)内运 

行完毕。最后，从实际运行角度将 SPFA算法与其它思想上同源的最短路径算法进行 了一 系列比较。 
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Abstract SPFA (Shortest Path Faster Algorithm)algorithm is a kind of single-source shortest path algorithm  for di— 

graphs．Be cause its easy implementation and good performance。SPFA has a large influence in the Domestic．But unfor— 

tunately，it lacks of correct theoretieal anal~is．This paper analysed this algorithm  both in theoretical and experimenta1． 

The paper pointed out that the worst-case running time of sPFA algorithm is@(I l I EI)in the case of digraphs with 

no negative-weight cycle reachable from the source．In the case of digraphs wi th negative-weight cycle reachable from 

the source，the algorithm  will run indefinitely．This paper then revisesd the algorithm  SO that it is 0(1 I lEI)for any 

digraphs．Finally，this paper compared SPFA in experiment with other shortest path algorithm s which are based on the 

S&ITte idea． 
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1 概述 

最短路径问题是一个经典的组合算法问题，有着重要的 

实用价值和理论意义，现有的各种导航系统背后的核心算法 

就是最短路径算法。到目前为止，针对各种各样具体场景下 

的最短路径算法有几十种。文献[2]中介绍了一些经典的最 

短路径算法，例如 Dijkstra算法、Bellman-Ford算法、Pape- 

Levit算法、Pallottino算法、Threshold算法等，并从实验的角 

度进行了分析比较。 

1994年 ，西南交通 大学的段 凡丁提 出 了 SPFA 算法 

(Shortest Path Faster Algorithm )_1]。该算法本质上是 Bell— 

man-Ford算法的一个“队列”实现，其主要思想是用 FIFO队 

列保存被松弛的结点，并且不断迭代以求得最短路径。 

SPFA的伪代码如下： 

算法 1 SPFA 

输入：有向图 G，源点 S 

输出：数组d口 

1． FOR EACH vE Vertex 

2． dEv]一+。。； 

3． nag[v]；fa1se； 

4． d[s]一O； 

5． Q一{s}； 

6． flag[s]=true； 

7． WHILE(Q：~ ) 

8． u=Q DEQUEUE()； 

9． flag[u]~false； 

10． FOR EACH vEAdj[u] 

u． IF d[v]>d[u]+(1，(u，v) 

12． d[v]=d[u]+∞(u，v)； 

l3． IF flag[v]~=false 

l4． Q ENQUEUE(v)； 

15． ~lag[v]=true； 

16．return d： 

它的具体执行过程如下：第 1—3行进行初始化，其中 

flag是一个长度为J I的数组，用来标记节点是否在队列中； 

如果 flagEv]=false，表示结点 不在队列中。初始化时将 

每个节点的flag值都设置为false。d是一个长度为lVI的 

数组，表示节点的最短路径估计，等到算法执行结束时，此数 
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组中存储了每个节点的最短路径值。第 4—6行是将源点 S 

加入队列，fZagD]=true，并初始化 dD1=O。第 7—15行的 

循环中，每次循环都从队列中取出一个节点，并松弛与它相邻 

的每个节点 ”，如果 能够被松弛且原本不在队列中，则将 ” 

放人队尾。当队列为空时，算法跳出循环并终止。 

SPFA自从 1994年被提出以来，引起了广泛的讨论。在 

网络上，类似于“SPFA和Dijkstra哪个快?”等问题被人们纷 

纷提出，而回答也各不相同。谷歌搜索“sPFA algorithm”关 

键字可以得到 15900条结果，百度搜索“SPFlA算法”则可以 

得到49500条结果。维基百科”和百度百科。 也对 SPFA做 

了详细介绍，甚至在《国家集训队2009年论文集》_3]中也有关 

于 SPFA的详细介绍。 

此外，现在还提出了一些基于 SPFA的改进算法。在文 

献[1]中就介绍了两个这样的算法：SLF(Sfm1l Label First)和 

LLL(Large Label Last)。这两个改进算法的思想都是基于先 

松弛离源点“较近”的节点(所谓“较近”指的是 d值较小)： 

(1)SLF：将 FIFO队列改为双端队列。设要加入的节点 

是 ，当前的队首元素为 ，若 < [ ]，则将 插入队首， 

否则插入队尾。 

(2)LLL：仍然是 FIF0队列。设队首元素为 ，队列中所 

有d值的平均值为z，若dEu]>x，则将 U出队后不松弛U的 

相邻节点，并将 U插入到队尾；若 [“]≤ ，则 “出队后对“ 

相邻节点进行松弛操作。 

可见 SPFA无论是在民间，还是在学术界，都有着较大的 

影响力。 

本文对SPFA算法从理论上做了仔细分析，并指出了文 

献Ell中关于sPF‘A的一些错误观点： 

(1)原文中指出 SPFA的运行时间始终为 0(I Ef)，而实 

际上 SPFA的最坏情况运行时间为 @(I f IEI)。 

(2)原文中指出 SPFA适用于任意有向图，而实际上 SP- 

FA并不适用于任意有向图。本文进而对 SPFA进行了修 

正，使之能适用于任意有向图。 

本文还对 SPFA算法在有源点可达负圈和无源点可达负 

圈的任意图、稀疏图、稠密图等各种情况下的实际运行性能进 

行了详细的实验分析，并将它与 Bellman-Ford算法进行了比 

较。结果表明，在不存在源点可达负圈的有向图中，SPFA比 

Bellman-Ford的性能更好，而在存在源点可达负圈的有向图 

中，SPFA不如 Bellman-Ford算法。而经过 SLF优化或 LLL 

优化的sPFA算法并不能在任意的图中都对 SPFA算法进行 

优化，SLF与LLL优化的SPFA算法的最坏情况运行时间为 

指数级，即最坏情况复杂度远远高于普通的 S 、A算法的最 

坏情况复杂度，因此这些优化方法是很不稳定的。 

本文第 2节讨论了在不存在源点可达负圈的有向图中， 

SPFA算法的正确性及效率，得出 SPFA的最坏情况运行时 

间为@(1VllE1)，最佳情况运行时间为@(IE1)；第 3节改进 

了sPFA算法，使之能够在任意的有向图中正确运行，并且能 

够判断图中是否存在源点可达的负圈；接着讨论了该算法的 

正确性及效率；第 4节分别对改进的SPFA算法、经过 SLF 

优化的SPFA算法、经过LLL优化的SPFA算法与Bellman- 

Ford算法在各种情形下的实际运行性能进行了实验比较。 

下面将简单介绍本文会用到的一些符号及术语，这些符 

号和术语都来自文献E4]： 

(1)叫(“， 表示 “到 这条边的权重。 

(2)松弛：每个节点 7A都有一个 [ 值，用来描述从源点 

s到 的最短路径上权值的上界。一次松弛操作可以减小 

[ ，并更新 的前趋域 [词。松弛操作的伪代码如下： 

算法 2 RELAX 

输入：节点 U，节点 v 

输出：无 

1．IF(d[v]>d[u]+(1，(u，v)) 

2．d[v]一d[u]+∞(u，v)； 

3． [v]一u} 

(3)a(s， )表示从源点 到节点 的最短路径值。 

2 图中不含源点可达负圈的情况 

这里我们假设图中不存在源点可达的负圈。下面将证明 

在这个前提下SPFlA的算法正确性，并分析最佳情况运行时 

间和最坏情况运行时间。 

2．1 SPFA的正确性 

定理 1 如果图中不存在源点可达的负圈，则 sPFA能 

够正确地计算出最短路径。 

证明：(反证法)假设 SPFA执行之后，存在某个点z的最 

短路径计算错误，则从源点s到 的最短路径(设为P)中找 

到第一个计算最短路径错误的点，不妨设它为 ，即dEv]>a 

(s， 。设 P中 的前驱是“。因为 dEu]一a(s， )，因此a(s， 
= d[“]+ (“， < [ 。又因为“、 都是源点可达的，因 

此 [“]<。。。d[“]被松弛为 a(s，“)时一定会进入队列，当U 

离开队列时，由于 >d[“]+cc，(“， ，因此 “一定会松弛 

，使得 一 (s， )，这与假设 >a(s， 矛盾，因此 SP— 

FA执行后必能得出最短路径 。 

2．2 SPFA的效率 

定理2 SPFA的最佳运行时间为@(IEI)。 

证明：因为求单源最短路径至少要遍历全部的边一次，所 

以一个单源最短路径算法至少是 Q(1 E I)。接着我们要证明 

给定结点个数n，边个数m，假设图是弱连通的，需要构造出 
一 个图，使得对这张图运行 SPFA算法的运行时间为 @(1 E 

I)。构造图的形式化描述如下： 

(1)对于V砧， +1，其 中 1≤i≤ 一1，( ，让+1)∈E，且 

叫( ， + )一1，即构成了线性链，此时添加了 一1条边。 

(2)对于剩下的m—n+1条边，添加任意非自环边，且边 

的权值足够大即可，这里的权重为+。。。 

因此构造的图如图1所示。 

图 1 一个运行时间为 @(D 的例子 

1) Shortest Path Faster Algorithm，http：／／en．wikipedia．org／wiki／Shortest_Path_Fasterl_A1gorithm 2013，2，3 

2) SPFA，http：／／baike．baidu．eom／view／682464．htm 2013，2，1 



 

对于图 1，每个节点都只会进入队列一次，并且根据聚合 

分析，共访问了IEl条边 ，因此 SPFA的运行时间为 @(JE J)。 

引理 1 对于不存在源点可达负圈的图，若 S到 的最 

短路径上的边的个数为k，则 至多进入队列k次。 

证明：设s到 的最短路径为s一 一 一 一⋯一 ～1 

一 ，根据算法的执行过程可知，s首先会进入队列，当s出队 

列时一定会松弛 ，且 [ ]一 ( ， )；而且在 S出队到 

人队的过程中， 最多进入队列 1次。 出队列时一定会松 

弛 ，且cf[ ]= (s， )；而且在 出队到 入队的过程 

中， 最多进入队列 1次。以此类推， 一 出队时，一定会松 

弛 ，且 [ ]= ( ， )。因此在 一l出队后， 最多再进入 

队列 1次，所以 最多进入队列k次。 

引理 2 对于不存在源点可达负圈的图，任意节点 至 

多进入队列 l I一1次。 

证明：因为 S到任何一个节点的最短路径的边的个数至 

多为 I f一1，又根据引理 1，得出任何一个节点至多进入队列 

i l一1次。 

定理3 SPFA的最坏运行时间为0(IVl1EI)。 

证明：因为所有节点出队 1次所访问的边的总和为IEI， 

而每个节点至多出队I l一1次(引理 2)，因此对于不存在源 

点可达负圈的有向图，sPFA的运行时间为 0(fVI lE1)。 

定理 4 SPFA的最坏运行时间为 Q(I 』jE『)。 

证明：给定一个结点个数 n，边个数 m，假设图是弱连通 

的，我们需要构造出一个图，使得对这张图运行 SPFA的运行 

时间为 Q(J 』『EI)。 

(1)如果 n一1≤” 2 一3 

构造图的形式化描述如下： 

1)对于 V ，让+1，其 中 1≤ ≤ ～1，(让，让+1)∈E，且 

∞( ， + )：1，即构成了线性链 ，此时添加了 ～1条边。 

2)对于剩下的m一 +1条边，以 为起点，分别向功， 

， ⋯ ， 
一 科 3添边，其中 ( ， )：2i+1。 

因此构造的图如图 2所示。 

2(m—n+3 l 

图2 7l--1≤， ≤272—3的构造 

因为 一1≤ ≤2 一3，因此 一@(，z)。我们要计算所 

有点的入队次数和出度： 

出度为 m— +2，人队 1次。 

出度为 1，入队为 1次。 

让出度为1，人队为2次(分别为 先松弛 ， 再松弛 

让)。 

~O4出度为 1，入队为 3次。 

● ●● ●● ● 

一  

+ 。出度为 1，人队为 — +2次。 

一  4， 一 5，⋯， 一1(共 27t一仇一4个节点)的出度为 

1，入队为 m一 +2次。 

出度为 o，人队为 m— +2次。 

所以总共的访问的边数为 ： 
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(m— +2)+1*(1+2+3+⋯+(优一 +2))+(2n—所 

一 4)*(m— +2)+( — +2)*0 

一 n( )一fl(mn)一0(1 IIE1) 

(2)如果 >2 一3 

1)对于 V"ol， +1，其 中 1≤ ≤ 一1，("Vl，让+1)∈E，且 

w(vi，"Oi+ )=1，即构成了线性链 ，此时添加了n一1条边。 

2)以 为起点，分另0向 ， ，⋯， 添边，∞( ， )： 

2 +1，此处用去了 ，z一2条边。 

3)分别以 ， 一 “， 为起点添加权重为+。o的任意 

非自环边，并且不断循环添加。 

因此构造的图如图3所示。 

图 3 >2 一3的构造 

我们要计算所有点的入队次数和出度： 

出度为 一1，入队 1次。 

到 出度至少为( 一2，2+3)／(，z一1)。 

到 的人队次数分别为1，2，3，⋯，n一1。 

所以总共访问边数至少为： 

( 一1)*1+ ((仇一2 + 3)／( ～ 1))(1+2+ ⋯ + ( 一 

1)) 

一 ( 一1)+((m一2，z+3)／( 一1))*( 一1)n／2 

一 (，l—1)+(m一2 十3)n／2=fl(mn)一fl(1 I lE1) 

根据定理3和定理 4，可以得出SPFA的最坏情况运行 

时间为 @(1 J JEI)。 

3 图中含源点可达负圈的情况 

文献Eli中并没有提及有向图中是否含有源点可达负圈 

的情况，而事实上原来的SPFA并不适用于存在源点可达负 

圈的图。 

定理 5 如果图中存在源点可达 的负圈，则 SPFA算法 

会一直运行下去。 

证明：如果图中存在源点可达的负圈，设负圈为"ol一 一 

一 ⋯ 一  一  
。 由于负圈是源点可达的，因此 一定会松弛 

，然后 "Ul松弛 ， 松弛 忱，⋯， 松弛 ，并且会无限循 

环下去，因此 sPFA不会结束。 

比如图4，如果对这张图运行 SPFA，则会无限循环下去。 

图 4 一个 SPFA会一直运行下去的例子 

3．1 修正的 SPFA 

下面给出适用于任何有向图的SPFA算法的一个简单修 

正，它面对任何有向图，都不会无限运行下去。该算法利用了 



引理 2，即如果存在某个节点进入队列的次数大于l I一1，则 

说明该图中存在负圈。算法伪代码如下： 

算法 3 SPFA revised(G，s) 

输入：有向图 G和源点 s 

输出：true或 fa1se 

1． FOR EACH vEVertex 

2． dEv3=+。。； 

3． flag[-v]=false； 

4． counter]=0； 

5． 6 3=0i 

6． Q一{s}； 

7． count[s]++； 

8． flag[-s]=true~ 

9． WHILE(Q~O) 

10． u—Q DEQUEUE()； 

11． flag[-u]=false 

12． FOR EACH vEAdj[u] 

13． IF d[v]>d[u]+∞(u，v) 

l4． d[v]一d[u]+m(u，v) 

15． IF flag[v]：=false 

16． Q ENQUEUE(v)； 

17． count[-v]++； 

l8． IF c0unt[v]≥{Vf 

19． return false~ 

20． flag[v] true； 

21． return true 

3．2 修正的SPFA算法的正确性和时间复杂性 

定理6 当某个顶点t，进人队列次数超过l f一1次时， 

则说明有源点可达负圈。 

证明：根据引理 2，可得如果某个节点进入队列超过lVl 
一 1次，则说明有源点可达的负圈。 

容易看到，在修正的SPFA算法中，每个节点入队的次数 

不会超过I 1次，因此修正的SPFA算法的最坏情况运行时 

间仍为@(1 lIEf)，最佳情况运行时间也还是 @(fEf)。 

4 实验 

本次实验分为3个大场景：任意图、稀疏图、稠密图，并且 

每个大场景下分两个小场景：存在源点可达负圈的图、不存在 

源点可达负圈的图。 

由于SPF-A算法本质上是 Bellman-Ford算法的一个“队 

列”的实现，因此在实验中，我们不仅实现了修正的SPFA算 

法，而且还实现了Bellman-Ford算法。我们将这两个算法放 

在同一场景下进行比较，以示SPFA算法对Bellman-Ford算 

法的改进程度 由于原始的 Bellman-Ford算法对所有的边 

总要松弛lVI一1次，这将使得比较没有任何悬念；而且在实 

际中一般也不会使用不加任何优化的 Bellman-Ford算法。 

因此，在这里我们将修正的SPFA算法、经过SLF优化的SP— 

FA算法、经过 LLL优化的 SPFA算法和经过“简单的优化” 

的Bellman-Ford算法进行比较。这里所谓的“简单的优化”， 

即指当经过一次对所有边的松弛操作之后，若没有任何节点 

的 口发生改变，就终止运行 。由于 SLF和 LLL优化的 

SPFA算法在源点可达负圈的有向图中也会无限运行下去， 

而即使有向图中不存在源点可达负圈，这两个算法在某种特 

定的松弛顺序下会使得某个节点进入队列次数为指数次 ， 

大大超过了I l一1次，因此并不能像修正 SPFA那样通过判 

断是否存在某个节点进入队列超过 I I～1次的方法判断有 

向图是否存在源点可达负圈。因此在存在源点可达负圈的有 

向图中只是将修正的sPF‘A算法与经过简单优化的Bellman- 

F0rd算法进行比较，而没有包括 SLF和 LLL优化的SPFA 

算法 。 

整个实验的环境是 Pentium(R)Dual-Core CPU E5800@ 

3．2GHz，内存 4GB，操作系统为 Windows 7。 

4．1 随机生成图的实现 

4．1．1 随机生成不存在源点可达负圈的图 

由于判断一个图中是否存在负圈的时间复杂度较高，因 

此为了保证所生成的随机图一定不含负圈，我们在这里令边 

的权重取值为[O，2m]，其中m为边的个数(注意我们在这里 

将边的权重设为正仅仅是为了保证不会出现负圈，修正的 

SPFA算法和 Bellman-Ford算法本身都可以在任意图上运 

行)。此外我们还要求生成的随机图中没有自环和重边。伪 

代码如下： 

算法 4 generate random_no_negative_cycle 

输入：点的个数 n，边的个数 m 

输出：有向图 g 

1．Graph g=new Graph(n)； 

2．F0R(i一1 tOm) 

3． edge= generate random
_ edgeO ； 

4． g．addEdge(edge)； 

5．return g； 

4．1．2 随机生成存在源点可达负图的图 

这里生成源点可达负圈的图的方法是先随机生成图，然 

后检测是否存在负圈，如果不存在，则重新生成。这里生成的 

随机图没有自环、重边，边的权重范围为[一2 2m]，其中m 

为边的个数。伪代码如下： 

算法5 generate_random_negative_cycle 

输入：点的个数 n，边的个数m 

输出：有向图g 

l_WHILE(true) 

2． Graph g~Flew Graph(n)； 

3． FOR(i=1 tOm) 

4． edge= generate
_
random_edgeO ； 

5． g．addEdge(edge)； 

6． IF g has negative cycle 

7． return g； 

4．2 任意图 

我们固定节点个数 fVf=800，而将 fEf按照 2IVl，3f {， 

4I I，⋯，150IVl增长，对于每个(f l，IEI)对，用 4．1节中 

的方法随机生成一张对应的图，共生成了149张图。为了让 

实验结果更准确，对于无源点可达负圈的图运行 SPFA算法、 

经过SLF优化的SPFA算法、经过LLL优化的SPFA算法和 

Bellman-Ford算法各 100次，再求算术平均值作为最后的结 

果。折线图以IEI为横坐标 ，时间(秒)为纵坐标。 

实验结果如图 5、图 6所示 。 
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图 6 确凉点 司达负圈 

4．3 稀疏图 man-Ford算法各 100次，再求算术平均值作为最后的结果。 

这里假定lEI 4l I，I l按照30X1，30X2，30X3，⋯， 对于有源点可达负圈的图运行sPFA算法和Bellman-Ford算 

3 0X

．．1 00 ， ， ，用 三节 竺 法各lOO ，再求算术平均值作为最后的结果。折线图是以 机生成
一 张对应的图，因此共生成了100张图。为了让实验 一一 。～’。。 。⋯ 。。。 。。。 。 

结果更准确，对于无源点可达负圈的图运行 SPFA算法、经过 节点个数{ I为横坐标，时间(秒)为纵坐标。 

SLF优化的SPFA算法、经过LLL优化的SPFA算法和Bell一 实验结果如图7、图8所示。 
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图 8 有源点可达负圈 

4．4 稠密图 

这里假定lEl：I、，l ／4，lVl按照 1O×1，10×2，1O×3， 

⋯

，IOX100增长，对于每个(1Vl，lE1)对，用 4．1节中的方法 

随机生成一张对应的图，因此共生成 了 100张图。为了让实 

验结果更准确 ，对于无源点可达负圈的图运行 SPFA算法、经 
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过SLF优化的SPFA算法、经过 LLL优化的SPFA算法和 

Bellman-Ford算法各 100次，再求算术平均值作为最后的结 

果。对于有源点可达负圈的图运行 SPFA算法和 Bellman- 

F0rd算法各 100次，再求算术平均值作为最后的结果。折线 
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图 1O 有源点可达负圈 

结束语 从实验结果中我们可以明显看出：无论是稀疏 

图，还是稠密图，当图中不包含负圈的时候 ，SPFA算法的实 

际运行时间都要好于经过简单优化的Bellman-Ford算法；当 

图中存在负圈的时候，则 SPFA算法的实际运行时间要差于 

经过简单优化的 Bellman-Ford算法。经过 SLF或 LLL优化 

的SPFA算法并不能始终对 SPFA算法进行优化，甚至最坏 

情况复杂度为指数级，远远高于普通的SPFA算法，因此在一 

般情况下并不会使用这些优化。在实际情况中，我们一般只 

能事先知道我们所处理的问题是否会有负边出现的情况，而 

无法知道若出现负边，是否会有可能出现负圈。如果我们事 

先知道了所处理的情况不会出现负边，虽然 SPFA算法这时 

会优于Bellman-Ford算法，但可以采用性能更优的Dijkstra 

算法；若我们事先只知道有可能会出现负边 ，但不能保证是否 

一 定不会出现负圈，那么这时 SFPA算法并不会 比 Bellman- 

Ford算法更有优势。 
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