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摘　要　一阶逻辑定理证明是人工智能的核心基础,研究一阶逻辑自动定理证明器的相关理论和高效的算法实现具有重要的

学术意义.当前一阶逻辑自动定理证明器首先通过子句集预处理约简子句集规模,然后通过演绎方法对定理进行判定.现有

的应用于证明器中的子句集预处理方法普遍只从与目标子句项符号相关性角度出发,不能很好地从文字的互补对关系中体现

子句间的演绎.为了在子句集预处理时从演绎的角度刻画子句间的关系,定义了目标演绎距离的概念并给出了计算方法,提出

了一种基于目标演绎距离的一阶逻辑子句集预处理方法.首先对原始子句集进行包含冗余子句约简并应用纯文字删除规则,

然后根据目标子句计算剩余子句集中的文字目标演绎距离、子句目标演绎距离,并最终通过设定子句演绎距离阈值来实现对子

句集的进一步预处理.将该预处理方法应用于顶尖证明器 Vampire,以２０１７年国际一阶逻辑自动定理证明器标准一阶逻辑问

题组竞赛例为测试对象,在标准的３００s内,加入提出的子句集预处理方法的 Vampire４．１相比原始的 Vampire４．１多证明４个

定理,能证明１０个 Vampire４．１未证明的定理,占其未证明定理总数的１３．５％;在证明的定理中,提出的子句集预处理方法能

对７７．２％的子句集进行约简,最大子句集约简规模达到５１．７％.实验结果表明,提出的一阶逻辑子句集预处理方法是一种有

效的方法,能有效地约简一阶逻辑子句集的规模,提高一阶逻辑自动定理证明器的证明能力.
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Abstract　ThefirstＧorderlogictheoremprovingisthecorefoundationofartificialintelligence,ithasgreatacademicsignificance

tostudythetheoryandefficientalgorithmimplementationforfirstＧorderlogicautomatedtheoremprovers．ThecurrentproversaＧ

doptclausesetpreprocessingapproachestoreduceclausesetscale,thenapplyinferencerulestoprovetheorems．Theexisting

clausesetpreprocessingmethodusedinproversisgenerallyonlyfromtheperspectiveofthesemanticrelevancetoaxiomsand

conjecture,anditcan＇treflectthedeductionbetweenclauseswellfromthecomplementarypairsofliteralspointofview．Inorder

todescribetherelationshipbetweenclausesfromtheperspectiveofdeduction,thedefinitionofgoaldeductiondistanceandthe

calculationmethodareproposed,andafirstＧorderlogicclausesetpreprocessingmethodispresentedbasedontheproposedgoal

deductiondistance．Firstly,theoriginalclausesetisappliedwithredundantclausesimplificationandpureliteraldeletionrule．

Then,takingthegoalclausesintoconsideration,theliteralgoaldeductiondistanceandtheclausegoaldeductiondistancearecalＧ

culated,andfinallyfurtherclausesetpreprocessingisrealizedbythesettingthresholdofclausedeductiondistance．Weimplement

theproposedclausesetpreprocessingmethodinVampirethatisthewinnerofthe２０１７CADEATPSystemCompetition(CASCＧ

２６)FOFdivision,andapplyittosolvetheCASCＧ２６problem．Withinthestandard３００seconds,thetopproverVampire４．１with

theproposedclausesetpreprocessingmethodoutperformsVampire４．１bysolving４theoremsmorethanVampire４．１,and１０out

ofthe７４problemsunsolvedbyVampire４．１,accountingfor１３．５％ ofthetotal．Theproposedclausesetpreprocessingmethod



hasaffected７７．２％ofthesolvedtheorems,andthelargestreductionproportionis５１．７％．Experimentalresultsshowthatthe

proposedfirstＧorderlogicclausesetpreprocessingmethodisaneffectivemethod,whichcaneffectivelyreducetheclausesetscale

andimprovetheabilityoffirstＧorderlogicautomatedtheoremprover．

Keywords　FirstＧorderlogic,Artificialintelligence,Clausesetpreprocessing,Deductiondistance,Redundantclause

　

１　引言

自动推理是人工智能的重要领域,一阶逻辑其中证明器

是其中的重要研究方向.经过十多年的发展,一阶逻辑自动

定理证明器(如 Vampire[１Ｇ２],Eprover[３Ｇ４],iProver[５]等)已具

有较强的能力和较高的效率.相比命题逻辑,一阶逻辑具有

丰富的表达能力,现实中的许多问题更容易用一阶逻辑表示,

因此一阶逻辑自动定理证明器已被广泛应用于数学定理证

明、程序验证、电路设计与科学管理[６Ｇ７]等领域.对于一阶逻

辑表述的大理论问题和大规模的实际问题,预处理技术已成

为一阶逻辑自动定理证明的研究热点.

２　相关工作

当前的一阶逻辑自动定理证明器中,子句集预处理技术

主要包括冗余子句处理和基于目标子句的子句约简方法.冗

余子句处理是一种不改变子句集属性的方法.例如,文献[８]

定义了纯文字的概念,即该文字在当前子句集中没有可以归

结的文字,删除含有纯文字的子句不影响判定的完备性;文献

[９Ｇ１０]给出了一种简化子句集的方法,即利用当前子句集对

当前选定的子句进行包含冗余处理,利用当前子句对整个子

句集进行包含冗余子句约简;文献[１１]提出了一种谓词消去

方法,通过定义自参考谓词和非自参考谓词实现子句消去的

目的.基于目标子句的子句集约简是一种可能会改变子句集

属性,但能有效提高自动演绎效率的方法.文献[１２]通过标

记与目标子句符号相关的子句,并只使用已标记的子句进行

推理;文献[１３]表明证明器在判定实际问题时,其效率与目标

子句紧密相关,并介绍了一种基于软件规范的子句集约简方

法;文献[１４]介绍了一种根据子句与目标子句之间的语义进

行相关性度量的子句集约简方法;文献[１５]介绍了一种描述

子句与目标子句中项符号的相关性度量方法,并通过设置阈

值对子句集进行约简.

上文介绍的基于目标子句的子句约简方法有效地提高了

一阶逻辑自动定理证明器的能力,但这些方法都是基于项符

号来度量子句与目标子句的关系,项符号相同或相似的子句

之间并不表示存在文字间的合一互补,不能较好地体现子句

之间的演绎关系.本文从子句演绎的角度出发,为了较大程

度地对子句集进行约简,首先对子句集进行冗余处理,通过度

量子句演绎距离并设置阈值,来对剩余子句集做进一步的预

处理;将该预处理方法应用于顶级证明器 Vampire４．１中,有

效地提高了 Vampire４．１证明器的能力.

３　一阶逻辑与目标演绎距离

３．１　一阶逻辑

一阶逻辑原子公式被称为文字,包括谓词项、函数项、变

元项、常元项.子句由文字的析取构成,只含有１个文字的子

句称为单元子句;不含文字的子句称为空子句,记作 Ø.多个

子句的合取构成了一阶逻辑公式的子句集,子句集中包含了

前提和结论的否定,结论的否定称为目标子句.证明一阶逻

辑公式不可满足,即应用推理规则寻找演绎到空子句的证明

路径.

３．２　目标演绎距离

定义１　目标子句中的文字称为目标文字,子句集中的

其他文字称为前提文字.除目标子句外,子句集中的其他子

句称为前提子句.

定义２　文字与目标文字演绎的距离称为文字目标演绎

距离.

文字目标演绎距离度量文字与目标文字之间的演绎关

系,用于刻画文字与目标文字演绎的难易程度,文字目标演绎

距离越小则越容易与目标文字进行演绎.一阶逻辑子句集在

判定过程中是通过文字进行演绎的,且演绎目标生成空子句

(不含文字).为了有效体现一阶逻辑子句演绎的特点,按以

下两种方式计算文字目标演绎距离.

(１)文字P２ 和文字P１(P１ 已计算出目标演绎距离)可形

成合一互补对.若文字P１ 的目标演绎距离为k,则演绎文字

P２ 的目标演绎距离为k＋１.

(２)同一子句中若有文字已计算出目标演绎距离值,则该

子句中的其他未计算出目标演绎距离的文字也赋予相同的目

标演绎距离值.

计算文字演绎距离产生如下冲突:文字计算目标演绎距

离满足上述两种方法,即存在文字可以与已计算出目标演绎

距离的文字直接演绎,同时同一子句的其他文字也已计算出

目标演绎距离.

为了使目标演绎距离小的文字具有优先选取权,取两种

计算方法的最小值作为该文字的目标演绎距离值.

定义３　子句与目标子句演绎的距离称为子句目标演绎

距离.

子句目标演绎距离用于度量与目标子句的演绎关系,演

绎距离值越小则越容易与目标子句进行演绎.

４　基于目标演绎距离的一阶逻辑子句集预处理

方法与应用

４．１　冗余子句处理

当前一阶逻辑自动定理证明器普遍采用 GivenＧclause浸

透演绎框架.判断子句是否为冗余子句时需要遍历子句集,
算法上执行冗余检测需要消耗一定的时间;但从提升证明器

能力方面考虑,能以较小的时间代价在标准时间内证明出更

多的定理,冗余检测的时间消耗是可取的.本文以提高定理

证明能力为目标,为了较大程度地实现原始子句集的约简,并
减小演绎的搜索空间,首先使用完备性方法对原始子句集进

行包含冗余子句处理和纯文字处理.
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包含冗余子句表示该子句在语法上被子句集中的其他子

句包含[３],删除该子句不影响子句集判定的完备性.包含冗

余子句处理算法的描述如下:
(１)设子句CA 的文字数为M,记录文字列表下标值i(i

从０开始),取第i个文字Pi.
(２)在子句集中查找与文字Pi 有相同谓词的文字,并将

查找到的文字加入文字列表L１ 中.
(３)遍历文字列表L１,记录文字列表下标值j(j从０开

始),取第j个文字Qj,标记文字Qj 所在的子句CB.
(４)判定文字Pi 是否被子句CB 中的文字包含.若存在

包含关系,则记录子句CB 中的文字列表L２,并转到步骤(５);

否则文字列表下标值i加１,重复步骤(４),直到子句CA 中所

有的文字被遍历完.
(５)判定文字列表L２ 是否包含子句CB 的所有文字.若

包含所有文字,则算法退出,子句CA 为冗余子句,删除该子

句;否则文字列表下标值j加１,转到步骤(３).
纯文字表示的是该文字在子句集中不含合一互补的文

字[８],即该文字不在演绎路径上,删除该文字所在的子句不影

响子句集判定的完备性.纯文字处理算法的描述如下:
(１)遍历子句集,记录子句列表下标值i(i从０开始),取

第i个子句Ci,转到步骤(２);若子句集已遍历完,则算法

退出.
(２)记录文字列表下标值j(j从０开始),依次取Ci 中的

第j个文字Qj.若Ci 中文字已遍历完,则转到步骤(４),否则

转到步骤(３).
(３)在子句集中判断Qj 是否存在互补对文字.若存在,

则下标值j加１,转到步骤(２);否则该文字为纯文字,子句Ci

按纯文字规则进行删除操作,下标值i加１,转到步骤(１).
(４)该子句不含纯文字,下标值i加１,转到步骤(１).

４．２　演绎距离算法设计

４．２．１　文字目标演绎距离算法

一阶逻辑子句集的演绎通过子句中的文字寻找合一互补

文字,最终得到演绎归结式的过程.文字是演绎的基本单位,
因此有必要从演绎的角度刻画文字的演绎属性.文字目标演

绎距离算法首先提取目标文字加入到文字列表L１ 中,通过遍

历L１ 中的文字,在子句集中寻找该文字可合一互补的文字,
计算合一互补文字及所在子句中其他文字的目标演绎距离,

并将已计算目标演绎距离的所有文字加入L１ 中,直到文字列

表L１ 遍历完成.文字目标演绎距离计算算法如算法１所示.
算法１　文字目标演绎距离计算算法

输入:存放目标文字的文字列表unifyLit
输出:unifyLit中goalDeepth字段

１．intresLen＝０;//相同演绎距离的文字总数

２．intresLength＝０;//文字演绎距离变量

３．for(inti＝０;i＜unifyLit．size();＋＋i){

　　//计算文字的目标演绎距离

４．　unifyLit[i]－＞goalDeepth＝resLength;

５．　if(i＝＝resLen){//距离加１

６．　　＋＋resLength;

７．　　resLen＝unifyLit．size();

８．　 }

　　 􀆺

９．　 vCandLit＝unifyLit[i]－＞getPairLst();

１０．　for(UINT３２j＝０;j＜vCandLit－＞size();＋＋j){

１１．　　candLitP＝vCandLit－＞at(pasLitInd);

１２．　　candClaP＝candLitP－＞claPtr;

//保存互补对文字对应子句中的所有文字

１３．　　for(intm＝０;m＜candClaP－＞uLitNum;＋＋m){

１４．　　　if(notInVec(candClaP－＞LitPtr[m])){

１５．　　　　　saveVec(candClaP－＞LitPtr[m]);

１６．　　　　}

１７．　　　}

　　　􀆺

１９．　}

２０．}

４．２．２　子句目标演绎距离算法

根据文字目标演绎距离,使得含文字目标演绎距离小的

子句能优先进行演绎.子句目标演绎距离算法的描述如下:
(１)遍历原始子句集,记录子句列表下标值i(i从０开

始),取第i个子句Ci.
(２)依次取Ci 中文字的目标演绎距离值,得到最小文字

目标演绎距离值d１ 和最小正整数文字目标演绎距离值d２.

若d２ 不存在,即Ci 中所有文字的目标演绎距离值为负值,则
转到步骤(３).

１)若d１ 为正数,将d１ 的值作为该子句的目标演绎距离

值,表明该含有最小目标演绎距离的文字存在于基于目标子

句演绎的搜索路径上;

２)若d１ 为负数,表明该含有最小目标演绎距离的文字不

再在基于目标子句演绎的搜索路径上,将d２ 的值作为该子句

的目标演绎距离值.
(３)子句Ci 中所有文字都不在基于目标子句演绎的搜索

路径上,此时d１ 为负值,将d１ 的值作为该子句的目标演绎距

离值.

４．２．３　基于目标演绎距离的一阶逻辑子句集预处理算法

　　区别于当前一阶逻辑子句集预处理采用项符号进行相关

性度量,基于目标演绎距离的子句集预处理从子句演绎的角

度进行刻画.为了更大程度实现对子句集的约简,本文提出

的预处理方法包含了完备的方法(包含冗余子句删除与纯文字

处理)和不完备的方法(基于子句目标演绎距离).其子句集预

处理算法的描述如下:
(１)将一阶逻辑公式句子化,对其解析并进行有效存;
(２)对子句集应用包含冗余子句处理;
(３)对剩余子句集应用纯文字规则进行处理;
(４)根据文字目标演绎算法计算剩余子句集中所有的文

字演绎距离;
(５)根据子句目标演绎算法计算剩余子句集中所有的子

句演绎距离;
(６)设置子句演绎距离阈值;
(７)遍历剩余子句集,基于子句目标演绎距离阈值对子句

集做进一步的预处理.

４．２．４　基于目标演绎距离的一阶逻辑子句集预处理的应用

　　为了验证本文提出的子句集预处理方法的有效性,将该

预处理方法应用于 Vampire———一款先进的基于归结方法的

一阶逻辑自动定理证明器,即在标准的判定时间内,首先利用

９１２曹　锋,等:基于目标演绎距离的一阶逻辑子句集预处理方法



本文提出的子句集预处理算法对原始子句集进行约简,并利

用 Vampire对约简后的剩余子句集进行判定.将加入了本文

提出的子句集预处理算法的 Vampire４．１证明器记作 VamＧ

pire４．１_P(Vampire４．１Preprocessing).

５　实验与分析

５．１　实验准备

对２０１７年CADE竞赛例(FOF组,使用标准格式转换工

具 TPTP２X成功转换４４３个 TPTP格式)进行测试,测试硬

件环境为３．６GHzInter(R)Core(TM)i７Ｇ４７９０处理器,１６GB
内存,操作系统为 Ubuntu１５．０４６４位,每个定理的判定时间

限定为３００s(竞赛标准时间).设置的子句目标演绎距离阈

值为７,并将本文提出的预处理方法应用于 Vampire４．１.为

了与 Vampire４．１进行比较,在同一软硬件环境下对 VamＧ

pire４．１进行测试并得到了实验数据(Vampire４．１证明定理

总数为３６９个).

５．２　Vampire４．１_P判定定理情况

５．２．１　Vampire４．１_P能力分析

不同于 Vampire４．１,Vampire４．１_P加入了本文提出的

子句集预处理方法,能从演绎的角度对原始子句集进行较大

程度的约简.图１为Vampire４．１_P与Vampire４．１的判定情

况对比图.从图１可得,在１００s时,Vampire４．１_P和 VamＧ

pire４．１证明定理总数相同,为３５１个;在１００s后,P_ VamＧ

pire４．１证明定理总数超过了 Vampire４．１;在２００s时,VamＧ

pire４．１_P证明定理为３６６个,超过 Vampire４．１证明定理总

数５个;在３００s时,Vampire４．１_P 证明定理３７３个,超出

Vampire４．１证明定理总数４个.实验表明,Vampire４．１_P
证明定理的能力优于 Vampire４．１,本文提出的一阶逻辑子句

集预处理方法是一种有效的方法,能有效提高顶尖证明器

Vampire４．１的能力.

图１　Vampire４．１_P与 Vampire４．１的判定情况对比

Fig．１　ComparisononsolvedtheoremsbyVampire４．１_Pand

Vampire４．１

在方法的有效性上,相比 Vampire４．１,Vampire４．１_P提

高了１１６个定理的证明效率,占 Vampire４．１证明定理总数的

３１．４％.对于 Vampire４．１已证明的３６９个定理,在子句目标

演绎距离阈值设定为７时,只有６个定理 Vampire４．１_P无法

判定,占 Vampire４．１证明定理总数的１．６％,因此本文提出

的子句集预处理方法错误约简子句的比例非常低,具有较满

意的约简效果.
在证明定理的时间效率上,Vampire４．１_P证明定理的平

均时间为２３．４s,Vampire４．１证明定理的平均时间为１７．３s.
从图２可以得出,在１００s内,Vampire４．１_P证明定理的总数

少于 Vampire４．１,这是因为在预处理阶段的 Vampire４．１_P

消耗了一定的时间,由于子句目标距离的计算时间复杂度为

多项式时间,因此预处理阶段的时间主要消耗在冗余子句的

处理上.后续的研究需要提高冗余子句的处理效率,例如有

针对性地对较小规模的子句集进行冗余处理.

５．２．２　Vampire４．１_P证明 Vampire４．１无法判定的定理情况

　　Vampire４．１_P证明 Vampire４．１无法判定的定理１０个,

占 Vampire４．１无法判定定理总数的１３．５％.表１列出了

Vampire４．１_P证明 Vampire４．１无法判定的定理情况.由

表１可得,Vampire４．１_P证明的这１０个定理的难度系数较

高(难度系数为１表示所有证明器未证明的定理),平均难度

系数为０．８６,最高难度系数为０．９７,平均使用时间为１２１s,判
定效率较为满意;其中证明难度系数为０．９的定理SCT１７０＋
２,使用时间为３．８８s.实验表明,基于演绎角度的子句集预

处理方法能很好地反映子句的演绎情况,Vampire４．１_P能高

效地证明一些较难的定理,进一步表明了本文预处理方法的

有效性.

表１　Vampire４．１_P证明 Vampire４．１无法判定的定理

Table１　SolvedtheoremsbyVampire４．１_P,butunsolvedby

Vampire４．１

定理

名称

难度

系数

证明

时间/s

SET７４５＋４ ０．６６ ２４．８
GEO３３０＋１ ０．８６ ８９
LCL５５７＋１ ０．９ ２９８．４
SCT１２４＋１ ０．９３ １１５．７
GEO３３８＋１ ０．９７ １１１．２

定理

名称

难度

系数

证明

时间/s

GEO３４１＋１ ０．７９ １０５．４
HAL００１＋１ ０．９ １９０
SCT１７０＋２ ０．９ ３．８８
LAT２５８＋１ ０．８６ ７０．７
SWW３４０＋１ ０．８３ ２００．５

５．３　子句集预处理分析

在证明的３７３个定理中,有２５４个定理通过包含冗余子

句处理对子句集进行了约简,有１１５个定理通过纯文字规则

对子句集进行了约简,有９８个定理通过子句目标距离对子句

集进行了约简,其中定理进行子句集约简子句的最大个数为

１５４４,占子句集总数的５１．７％,相比 Vampire４．１证明,该定

理所需时间少了０．２６s;对于定理SCT１２４＋１,Vampire４．１无

法判定,Vampire４．１_P的判定时间为１１５．７s,约简子句为

１４１条,子句约简的比例达到１０．６％;对于定理SCT１７０＋２,

Vampire４．１无法判定,Vampire４．１_P的判定时间为３．８８s,
约简子句为１３１条,子句约简的比例达到３．８％.

图２给出了每个已证明定理约简子句的总个数,图３列

出了每个已证明定理约简子句的比例.

图２　已证明定理约简子句的总个数

Fig．２　Totalnumberofreducedclausesinsolvedtheorems

从图２可得,共有２８８个定理进行了子句集的约简,占证

明定理总数的７７．２％;有３３个定理子句集约简子句达到

１０００个以上,占证明定理总数的８．８％;有７０个定理子句集

０２２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．３,Mar．２０２０



约简子句达到５００个以上,占证明定理总数的１８．８％;有１４８
个定理子句集约简子句达到１００个以上,占证明定理总数的

３９．７％.

图３　已证明定理约简子句的比例

Fig．３　Proportionofreducedclausesinsolvedtheorems

从图４可得,定理子句约简的比例最高达到５１．７％;有

１２个定理子句集约简子句的比例达到４０％以上,占证明定理

总数的３．２％;有１０３个定理子句集约简子句的比例达到

１０％以上,占证明定理总数的２７．６％;有２７９个定理子句集

约简子句的比例达到５％以上,占证明定理总数的７４．８％.

实验表明,本文提出的子句集预处理方法能对子句集进行较

大程度的约简,有效减少了原始子句集的规模,提高了证明定

理的能力.

结束语　针对当前一阶逻辑子句集预处理采用目标子句

项符号相关性进行子句集的约简,不能有效表达子句间的演

绎情况,本文从子句间的演绎角度出发,首先对原始子句集进

行冗余子句处理,并通过刻画子句与目标子句的演绎关系提

出了一种基于目标演绎距离的子句集预处理方法.实验表

明,该方法对７７．２％的已证明定理进行了子句集的约简,使

定理约简子句的最大比例高达５１．７％,能较大程度地对子句

集进行约简,应用该预处理方法的 Vampire４．１证明器的能力

有所提升,表明基于目标演绎距离的子句集预处理是有效的.

由于一阶逻辑子句演绎具有复杂性,子句集预处理中子

句目标演绎距离的阈值合理性设定非常重要.本文阈值设定

为固定值７,但并不表示这种设定适合所有的一阶逻辑问题,

因此目标演绎距离阈值的动态设定是后续重要研究内容.此

外,目前已实现的基于目标演绎距离的子句集预处理算法虽

具有一定的效率,但子句的冗余处理需要遍历整个子句集并

对子句中的文字包含关系进行判断,导致了 Vampire４．１_P
的判定效率略低于 Vampire４．１,其子句冗余处理实现的效率

还需进一步提高,算法的高效率实现也是接下来的重要研究

内容.
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