
http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２００２００１１９

到稿日期:２０２０Ｇ０２Ｇ２６　返修日期:２０２０Ｇ０４Ｇ０５　　本文已加入开放科学计划(OSID),请扫描上方二维码获取补充信息.

基金项目:国家自然科学基金青年科学基金(NSFC６１９０２２４１)

ThisworkwassupportedbytheYoungScientistsFundoftheNationalNaturalScienceFoundationofChina(NSFC６１９０２２４１)．
通信作者:张驰豪(chihao＠sjtu．edu．cn)

铁磁性双态自旋系统配分函数的可近似性

邱国良１ 张驰豪２

１电子科技大学计算机科学与工程学院　成都６１００００
２上海交通大学约翰􀅰霍普克罗夫特计算机科学中心　上海２００２４０
　(guoliang．qiu９６＠gmail．com)

　
摘　要　双态自旋系统是统计物理学在处理互作用粒子系统时所建立的简化模型,计算该系统的配分函数(partitionfunction)
在统计物理及计算机科学中均有重要意义.对于一般的系统,配分函数的精确计算已被证明是＃P难的,但其是否能被高效地

近似计算一直是理论计算机科学关注的问题.近年来,这一领域取得了较大的突破.研究者建立了配分函数的可近似性与该

物理系统相变的联系,并且在很大的参数范围内理解了可近似性.文中对铁磁性双态自旋系统配分函数的可近似性研究进行

了综述,介绍了目前针对该问题设计近似算法的三类技巧的主要思想,并把这些算法的结果与该问题在不可近似方面的结果进

行了比较.
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１　引言

双态自旋系统是统计物理学中的一种互作用粒子系统模

型.多粒子及其之间的相邻关系可以抽象为一个无向图G＝
(V,E),每个顶点可处于{＋,－}两种自旋状态之一,所有顶

点的自旋状态构成系统自旋状态格局σ∈{＋,－}V .为刻画

系统的物理特征,为每个具体的系统自旋状态格局赋予特定

的能量数值,这些数值来自于相邻顶点互作用和顶点自身状

态两 个 方 面. 相 邻 顶 点 之 间 的 互 作 用 由 矩 阵 A ＝
A－,－ A－,＋

A＋,－ A＋,＋
[ ] 刻画,其中Ai,j≥０是当两个相邻的顶点状态

分别是i,j∈{＋,－}时对应的局部权值.在做了一定的归一

化后,可以假设A－,＋ ＝A＋,－ ＝１.顶点自身状态能量使用外

磁场向量π∈RRV
≥０刻画.当顶点所处状态为－时,该顶点分配

的能量值为π(v);当顶点所处状态为＋时,该顶点分配的能

量值为１.
给定图G、互作用矩阵A和向量π,其配分函数定义为:

Z(G)∶＝ ∑
σ∈{－,＋}V

　 ∏
{u,v}∈E

　Aσ(u),σ(v) ∏
v∈V∶σ(v)＝－

　π(v)

对于特殊的A和π,Z(G)对应一些自然的组合量.比如,

当A＝
０１
１１[ ] 并且π＝１时,Z(G)对应图G的独立集的数目.



可以证明,对于一般的矩阵A 和非零的π,只有A－,－ 􀅰

A＋,＋ ＝１或A－,－ ＝A＋,＋ ＝０时,存在多项式时间算法计算

Z(G),其他场合下其计算是＃P 困难的[１].因此,对于什么

样的A和π,Z(G)存在高效的近似算法,是值得关注的问题.
本文把A－,－ 􀅰A＋,＋ ＞１的情形称为“铁磁性”双态自旋

系统,A－,－ 􀅰A＋,＋ ＜１的情形称为“反铁磁性”双态自旋系

统.对于反铁磁性双态自旋系统,其配分函数的可近似性已

经得到了较好的刻画:当且仅当该系统在无穷树上所定义的

吉布斯分布是唯一的[２Ｇ５],Z(G)可以被近似.而对于铁磁性

双态自旋系统,研究者还未得到一个完整的可近似性刻画.
本文旨在对铁磁性双态自旋系统配分函数计算问题的可

近似性的已有研究工作进行综述,以期为进入该领域的学者

提供有价值的参考材料.

２　预备知识

２．１　双态自旋系统及其吉布斯分布

引言中已经提到,双态自旋系统可以由一个矩阵 A＝
A－,－ A－,＋

A＋,－ A＋,＋
[ ] 和向量π∈RRV

≥０刻画.为简化表达,可以把

矩阵A正则化为A＝ β １
１ γ[ ] ,其中β＝A－,－ ≥０,γ＝A＋,＋ ≥０

为参数.根据模型参数的对称性,我们不失一般性地假设

β≤γ.由于我们进一步假设了每个顶点v满足０≤π(v)≤λ,
非负实参数β,γ,λ刻画了一个具体的双态自旋系统.下面将

严格定义一个系统自旋状态格局的能量及其导出的吉布斯

分布.
定义１　给定无向图G＝(V,E)、参数β和γ,外磁场π∈

RRV
≥０满足∀v∈V,π(v)≤λ,双态自旋系统的吉布斯分布是定

义在所有系统自旋状态格局上的概率分布.给定系统自旋状

态格局σ∈{＋,－}V ,其概率为:

PP[σ]∶＝ w(σ)
Zβ,γ,λ(G) (１)

w(σ)∶＝ ∏
{u,v}∈E

Aσ(u),σ(v) ∏
v∈V∶σ(v)＝－

π(v)

＝βm_(σ)γm＋ (σ) ∏
v∈V∶σ(v)＝－

π(v) (２)

Zβ,γ,λ(G)∶＝ ∑
σ∈{＋,－}V

w(σ) (３)

其中,m_(σ)是在系统自旋状态格局σ中,两端顶点均处于－
状态的边的数量.类似地,m＋ (σ)是两端顶点均处于＋状态

的边的数量.Zβ,γ,λ(G)是归一化因子,又称为配分函数.
在上述定义中,如果π是常值函数,则称上述模型为统一

外场双态自旋系统,其配分函数记为Z∗
β,γ,λ(G).(β,γ,λ)参数

的取值完全决定了系统的性质.当β＝γ时,该系统被称为伊

辛模型(IsingModel).双态自旋系统可以分为两类:当βγ＜１
时,为反铁磁性双态自旋系统;而当βγ＞１时,为铁磁性双态

自旋系统,即本文主要的阐述对象.
下面定义两个具有密切联系的计算问题,即配分函数的

计算和吉布斯分布的采样.
问题１　双态自旋系统配分函数的计算问题

(１)固定参数β,γ,λ,输入无向图G＝(V,E),外磁场π∈
RRV

≥０满足∀v∈V,π(v)≤λ.
(２)输出

Zβ,γ,λ(G)∶＝βm_(σ)γm＋ (σ) ∏
v∈V∶σ(v)＝－

π(v) (４)

问题２　双态自旋系统吉布斯分布的采样问题

(１)固定参数β,γ,λ,输入无向图G＝(V,E),外磁场π∈
RRV

≥０满足∀v∈V,π(v)≤λ.
(２)输 出 随 机 系 统 自 旋 状 态 格 局 σ,满 足PP [σ]∶＝

w(σ)
Zβ,γ,λ(G).

２．２　近似算法与近似取样器

定义２(随机化完全多项式近似算法)　给定一个可计算

函数f:Σ∗ →RR,如果存在一个随机算法满足:对于所有x∈

Σ∗ 和一个误差控制参数ε＞０,输出f
~
(x)∈RR 满足PP[e－ε≤

f
~
(x)

f(x)≤eε]≥ ３
４

,且其最坏运行时间为关于|x|和 １
ε

的多项

式,则称可计算函数 f 存在随机化完全多 项 式 近 似 算 法

(FullyPolynomialＧtimeRandomizedApproximationScheme),

记为FPRAS.类似地,如果该算法是确定性算法,我们可以

定义确定性完全多项式近似算法(FullyPolynomialＧtimeApＧ

proximationScheme),记为 FPTAS.对于近似计数,我们希

望找到满足上述性质的算法.值得注意的是,FPRAS以及

FPTAS的定义对算法近似比的要求是非常苛刻的.这是因

为文献[６]指出,对于具有自归约性质的问题,一旦有了一个

多项式近似比的近似算法,就可以将其转化为一个 FPRAS
或FPTAS.我们关心的大部分配分函数的计算问题均具有

自归约性质.同样地,文献[６]指出,对于具有自归约性质的

问题,设计一个高效的近似算法与设计一个高效的“近似准

确”采样器等价.
定义３　给定两个定义在可数集合Ω上的概率分布μ 和

μ′,定义它们的总差异距离(TotalVariationDistance)如下:

‖μ－μ′‖TV∶＝max
A⊆Ω

|μ(A)－μ′(A)|

定义４(几乎均匀的多项式近似采样器)　给定一个关系

R⊆Σ∗ ×Σ∗ ,满足:对于任意x∈Σ∗ ,集合{y:R(x,y)}有限非

空,且μ为定义在该集合上的概率分布.如果存在一个随机算

法,给定输入x∈Σ∗ 以及误差控制参数δ＞０,算法随机输出

y∈Σ∗ ,满足(x,y)∈R 且服从分布μ′,同时‖μ－μ′‖TV ≤

δ,且随机算法的最坏运行时间为关于|x|和log１
δ

的多项式,

则称关系R具有几乎均匀的多项式近似采样器(FullyPolyＧ
nomialＧtimeAlmostUniformSampler),记为FPAUS.

３　铁磁性双态自旋系统配分函数近似算法技术的

发展现状

３．１　马尔可夫链蒙特卡洛方法

对于双态自旋系统,自归约性质确保了其近似采样器与

配分函数近似算法的等价性.因此,为问题２设计高效的近

似采样器能够从另一个角度得到问题１的高效近似算法.马

尔可夫链蒙特卡洛方法记为 MCMC(MarkovChain Monte
Carlo),是经典的采样技术.利用 MCMC设计采样器的关键

在于对其收敛速度的分析.证明马尔可夫链快速收敛的常用

技巧包括Coupling方法以及建立转移矩阵的SpectralGap上

界等[７].

对于问题２,我们可以设计一种简单的 MCMC采样器,
其详细描述见 OSID码.

３２邱国良,等:铁磁性双态自旋系统配分函数的可近似性



Mossel等[８]使用Coupling方法证明了上述采样器在铁

磁性伊辛模型(即γ＝β＞１)中具有快速收敛的性质.

定理１　 如果给定图 G 的最大度数Δ 满足条件Δ＜
２β

β－１
,那么铁磁性伊辛模型配分函数存在FPRAS.

上述结果中,对于固定的β,只要图的最大度数满足上述

条件,则对参数λ没有限制.然而,对于更一般的度数没有限

制的铁磁性双态自旋系统,上述采样器并不是最合适的选择.

Liu等[９]将特定参数范围下的铁磁双态自旋系统归约到文献

[１０Ｇ１１]的问题中,并且改进其中的分析得出定理２.定理２
的证明依赖于对与伊辛模型等价的马尔可夫链的典型路径

(CanonicalPaths)的分析,从而得到SpectralGap的上界,进
而蕴含采样器的快速收敛性质.

定理２　给定参数β＜γ,βγ＞１,如果λ＜γ/β,则铁磁性双

态自旋系统配分函数存在FPRAS.
相比于定理１,在定理２的参数范围内,我们对最大度Δ

没有限制,但是对λ有上界的要求.

３．２　相关性衰减方法

基于图递推式的相关性衰减方法是设计确定性近似计数

算法的一种重要技术.Weitz[２]首次利用此方法为图独立集

计数问题设计了确定性近似算法.在此之后,人们应用该技

术成功地为一系列问题设计了FPTAS[３,１２].

双态自旋系统的吉布斯分布(式(１))定义了每个顶点自

旋状态的边缘分布,记pv 为顶点v的自旋状态为－的边缘分

布.由于双态自旋系统的自归约性质,计算式(４)等价于计算

任意顶点v的自旋状态的边缘分布[６].Weitz证明了双态自

旋系统导出的pv 能够在特定的树上使用递推式进行计算,

该性质对于设计高效的算法起着关键作用.
假定输入实例是顶点为v的树,并且给定顶点子集Λ⊂

V,固定顶点集合Λ的自旋状态σΛ∈{－,＋}Λ,记pσΛ
v 为顶点

在Λ上、自旋状态为σΛ 时顶点v 确定为－的边缘概率分布.

令RσΛ
T ＝ pσΛ

v

１－pσΛ
v

,则:

RσΛ
T ＝π(v)∏

d

i＝１

βR
σΛ
Ti

＋１
RσΛ

Ti
＋γ

(５)

其中,Ti 是以v的第i个子节点vi 为根的子树.对于一般的

图G＝(V,E),我们可以类似地定义RσΛ
G,v＝ pσΛ

v

１－pσΛ
v

,但是一般

图并没有式(５)一样简洁的递归表达式.Weitz[２]提出了一种

适用于一般双态自旋系统的巧妙构造,即对图G 构造一个具

有特殊赋值的 SelfＧAvoiding Walk(SAW)树,记为 TSAW (G,

v).之所以称其为 SelfＧAvoiding Walk树,是因为构造的方

法是从顶点v出发,列举G 中所有点不相交的路径,那些使

路径闭合的点作为其叶节点.Weitz证明了通过在SAW 树

上固定某些点的自旋状态,可使得RσΛ
G,v＝RσΛ

TSAW
,因此我们只

需关注双态自旋系统在树情形下边缘分布的递归表达式的性

质.需要注意的是,这并没有蕴含有效的算法,因为TSAW 的

规模相对于原输入样例的规模是指数级别的.

对于给定的树上的递推式,我们只进行多项式规模的计

算,即对于常数度的图,只在TSAW 上对递推式进行数层的展

开.一旦对递归式的计算层数超过了预先设定的边界,则随

意地返回数值.该算法的正确性来自于证明这样随意地返回

边界数值不会产生太大的损失.为了确保算法的精度,我们

希望系统导出的边缘分布具有相关性衰减的性质.
定义５(相关性衰减)　称自旋系统在一类图 中呈现相

关性衰减性质,如果其对于所有的图 G＝(V,E)∈ ,任意

v∈V,Λ⊂V 以及两个局部自旋状态格局σΛ,τΛ ∈{－,＋}Λ

均有:

|pσΛ
v －pσΛ

v |≤exp(－Ω(dist(v,S))) (６)
其中,S⊂Λ是局部系统自旋状态格局σΛ,τΛ 中自旋状态不同

的点构成的集合,dist(v,S)是顶点v到S 中任意顶点的最短

距离.
递推式(５)对于证明系统具有相关性衰减性质具有十分

重要的作用.文献[３]等提供了一种相对系统的技巧———势

函数方法来分析递归表达式;其后,Guo等使用这种技术在铁

磁性双态自旋系统得到了定理３[１３].
定理 ３　 给 定 参 数 β＜γ,βγ＞１,β≤１ 以 及 λ＜

γ

β
æ

è
ç

ö

ø
÷

βγ
βγ－１

,铁磁性双态自旋系统配分函数存在FPTAS.

上述结果相比于 MCMC方法进一步拓展了可近似的参

数范围,但要求限制β≤１.目前,该方法不能拓展到βγ＞１范

围,其主要原因是参数的变动导致无法证明定义５所给出的

相关性衰减性质,其根源在于由图转化为SAW 树时产生了

损失.

３．３　基于复平面零点的多项式插值方法

基于复平面零点分布的多项式插值法由 Barvinok[１４]提

出,能够处理一大类多项式在特定点的求值问题.给定一个

度数为n的多项式P(z)＝∑
n

i＝０
cizi,Barvinok的方法是对多项

式取对数后截断其泰勒展开式,从而近似计算多项式的值.
不难证明,对常数δ＞０,如果多项式P(z)在复平面中包含[０,

t]的δ条带内是非零的,要得到P(z)的１±ε近似,只需要对

k＝O logn
ε( ) 计算出系数c０,􀆺,ck.其中,包含[０,t]的δ条

带是指:
{z∈CC||I(z)|＜δ,－δ≤R(z)≤t＋δ}
对于统一外场双态自旋系统,当参数β,γ固定并且将λ

视为复平面上的变量时,Z∗
β,γ,λ(G)可被看作关于λ的单变量

多项式,从而将配分函数的计算与基于复平面零点的插值法

关联起来.
该技术有两个关键问题:１)要保证多项式在一定范围内

是非零的;２)在保证截断计算近似精度的同时,要求泰勒展开

式中的系数能被高效计算.在 Barvinok原有的方法中,计算

这些系数需要伪多项式时间.其后,Patel等为一大类图多项

式设计 了 计 算 前 O(logn)项 系 数 的 多 项 式 时 间 算 法[１５].

Barvinok的算法框架以及Patel等巧妙的系数计算方法,是整

套技术成功的核心.
基于已有的工作,应用多项式插值法计算配分函数的关

键即被转化为证明多项式在指定区域内非零.一种重要的证

明技术是使用归纳的方法,不断地减小图中点的规模,从而归

纳证明对应图多项式在复平面的特定区域内非零[１６].最近

一些工作以复动力系统作为桥梁,揭示了相关性衰减与图多

项式非零之间的联系,并在一些问题中取得了重要的进展.
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物理学家Sokal提出过一个猜想[１８],该猜想陈述了由独立集

问题定义的图多项式在复数域上零点的分布性质.文献[１７]
利用上述技术证明了Sokal的猜想是成立的.这个结论的意

义是,使用多项式插值算法可以得到加权独立集配分函数的

一个最优的近似算法,与 Weitz使用相关性衰减方法得到的

算法[２]相匹配.另一方面,文献[１９]为图染色问题设计了第

一个与随机化算法效果匹配的确定性近似算法.
文献[２０Ｇ２１]在为著名的LeeＧYang定理给出新证明的过

程中,使用了一种对图多项式进行收缩的方法,即通过合并变

量的方式把很多小多项式逐渐收缩成大的多项式.如果我们

知道小多项式零点的分布,就能推算出收缩后大多项式零点

的分布.因此该类方法应用的关键在于,要证明我们所求的

多项式能够由某类多项式通过不断收缩而得到,同时还能够

分析收缩前后零点分布的变化情况.此方法在文献[２２]中被

用于为一类称为 Holant的计数问题设计近似算法.最近,

Liu等应用此方法分析铁磁性双态自旋系统多项式的零点分

布[２３],得到以下定理.
定理 ４　 给 定 参 数 β ≤γ 以 及βγ ＞１,如 果 λ＜

γ
β( )

π
２tan

－１
βγ－１ ,则铁磁性双态自旋系统存在FPTAS.

定理４只适用于最大度数为常数的图,这是因为在多项

式插值法的算法框架中,最坏运行时间的指数部分与图的最

大度数有关.实际上,定理４的证明中得到的铁磁双态自旋

系统零点分布[２３]性质并不受度数的限制.

４　铁磁性双态自旋系统可近似性相变点的讨论

　　在双态自旋系统可近似性的探讨中,人们发现在某些特

定系统中存在关于参数变化而使得可近似性质变化的临界

点,我们称其为可近似性相变点.有趣的是,对于某些系统,
可近似性质的临界点与物理系统相变点契合.例如,在反铁

磁双态自旋系统中,固定参数β,γ,当λ 满 足 唯 一 性 条 件

(uniquenesscondition)时,系统存在FPTAS[２Ｇ３];反之,系统不

存在高效近似算法,除非 NP＝RP[４Ｇ５].这里,唯一性条件是

指系统定义在无穷正则树上的吉布斯分布唯一时参数应该满

足的条件.无穷图上的吉布斯分布的相关知识可以参考文献

[２４].尽管在反铁磁双态自旋系统中,我们对其可近似性已

经有了比较清晰的理解,但是在铁磁双态自旋系统中,可近似

性与不可近似的边界仍然是一个重要的开放性问题.
对于本节介绍的各种近似算法设计技术,表１列出了各

自成立时要求的λ的上界.需要注意的是,表中λdecay即基于

相关性衰减方法得出的结果,只适用于β≤１＜γ的情况.

表１　λ的上界

Table１　Upperboundsofparameterλ

λMCMC λdecay λzero

Upperbound
forλ

γ
β

γ
β( )

βγ

βγ－１ γ
β( )

π
２tan－１ βγ－１

下面为接下来的讨论固定一些记号:

ΔC∶＝ βγ＋１
βγ－１

(７)

λC∶＝λdecay＝ γ
β( )

ΔC＋１
２

＝ γ
β( )

βγ
βγ－１ (８)

λint
C∶＝ γ

β( )
ΔC ＋１

２ (９)

λint′
C ∶＝ γ

β( )
ΔC ＋２

２ (１０)

这里定义的λC＝λdecay,λint
C 和λint′

C 只在γ
β

的指数上稍有差

别,并且满足λC≤λint
C ≤λint′

C .

类比反铁磁性双态系统中取得的成功,研究者起初认为

铁磁性双态系统中的唯一性条件也可能是可近似性的相变

点.上文提到,在β≤１且λ＜λc 时,计算配分函数存在 FPＧ

TAS.Guo等[１３]指出:

定理５　如果β≤１＜γ且βγ＞１,则唯一性条件对于任何

度至少为２的正则树成立,当且仅当λ＜λint
C .

Liu等[９]则证明了对于λ≥λint′
C ,近似计算配分函数可能

是困难的.

定理６　对于铁磁双态自旋系统,如果λ＞λint′
C ,那么计算

其配分函数是＃BIS难的.

上述BIS问题是二分图独立集个数的计数问题.目前的

研究表明[２５],BIS问题很可能不具有高效的近似算法.因此,

从定理３、定理５和定理６的表述中可以看出,当参数满足

β≤１＜γ时,系统的唯一性条件和可近似性有一定联系,但也

并非是完全一致的.

对于β≥１的铁磁性系统,唯一性条件甚至是不能成立

的.Guo等[１３]证明了:

定理７　如果参数β,γ＞１,那么不存在参数λ＞０,使得铁

磁双态自旋系统在所有度至少为２的正则树上的唯一性条件

成立.

为了更加直观地比较上述不同参数范围上界之间的大小

关系,图１绘制了以上所有结果中参数λ的界.可以看出,图

中的λC 曲线始终是最好的.实际上,我们也只在β≤１的场

合能达到λC 的近似算法.Guo等[１３]猜想这一范围实际上对

所有的β均成立.

猜想１　给定参数β,γ,λ满足β≤γ且βγ＞１,如果λ＜

λC,那么铁磁双态自旋系统配分函数存在FPTAS.

图１　参数λ的阈值(γ＝３)

Fig．１　Thresholdofparameterλ(γ＝３)

结束语　本文综述了铁磁性双态自旋系统配分函数可近

似性的研究现状,并对已有算法结果的可行范围和已知的不

可近似性结果做了详尽的对比.可以看出,目前人们对该问

题的理解还不够完整,其核心在于如何解决文中所提出的猜

想１.

未来的另一个研究方向是能否继续改进已有的算法结
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果.我们看到,使用 MCMC方法、相关性衰减方法以及多项

式插值法得到的λ的范围是不相同的,而这些技术均有各自

的优点和局限性.MCMC算法实现简单,运行速度快,并且

其快速收敛性质与图的度数无关.相关性衰减法能得到β≤

１场合几乎最优的界,但不能处理β＞１的情况;多项式插值

法在β＞１时能得到现在最好的界,但是要求图的最大度是常

数.因此,这些算法都有改进的空间.我们以一个关于 MCＧ

MC 的猜想结束这篇综述.

猜想２　本文３．１节给出的 MCMC采样器在βγ＞１,β≤１
且λ＜λC 时快速收敛.
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