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摘　要　传统的本体算法采用启发式的方法来计算语义相似度,而随着本体处理数据量的日益增大,越来越多的机器学习方法

被用于本体函数的获取.稳定性是本体学习算法的必要条件,它要求在本体样本集做轻微改动的情况下不会对得到的最优本

体函数产生本质的改变.文中研究了在本体样本集的依赖关系由图结构决定的框架下,本体学习算法的稳定性和对应的统计

学特征.首先对传统的PO和 LTO一致稳定性条件进行分析;其次在大样本情况下扩展一致稳定性条件,提出 Pk和 LkO 一

致稳定性并得到相关的理论结果;最后把替换本体样本和删除本体样本两种样本进行变换组合,提出在大本体样本前提下的组

合一致稳定性概念,并利用统计学习理论的方法得到一般结果.此外,在各类稳定性条件下,对满足mＧ独立条件的本体学习算

法的广义界进行了讨论.
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Abstract　Traditionalontologyalgorithmsuseheuristictrickstocalculatesemanticsimilarity．Withtheincreasingamountofdata

processedbyontology,moreandmoremachinelearningtechnologiesareappliedtogetontologyfunctions．Stabilityisanecessary
conditionforontologylearningalgorithmswhichrequiresthatthereisnosubstantialinfluenceontheobtainedoptimalontology
functioniftheontologysamplesetisslightlychanged．Thispaperstudiesthestabilityandcorrespondingstatisticalcharacteristics

ofontologylearningalgorithmsinthesettingthatthedependencyrelationofontologysamplesarecharacterizedbyagraph．FirstＧ

ly,thetraditionalPOandLTOuniformstabilityconditionsareanalyzed．Then,theextendeduniformstabilityconditionsPkand

LkOforlargesamplesareproposed,andrelatedtheoreticalresultsareobtained．Finally,twosampletransformations(replacement

ontologysamplesanddeleteontologysamples)arecombinedtobringforwardtheconceptofcombineduniformstabilityinsetting
oflargeontologysamples,andgeneralresultsareyieldedbyusingstatisticallearningtheory．Inaddition,undervariousstability
conditions,thegeneralizedboundsofontologylearningalgorithmsthatsatisfythemＧindependentconditionarediscussed．
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１　引言

本体作 为 一 种 结 构 化 存 储 工 具,已 被 广 泛 应 用 于 医

学[１Ｇ３]、生物学[４Ｇ８]、地理学[９Ｇ１０]等多个学科.近年来,相关学

者尝试将各种机器学习方法和本体相融合,通过本体样本的

学习来获取本体函数,进而对本体概念之间的相似度进行计

算.这方面的相关研究可参考文献[１１Ｇ１４].

在本体学习算法中,最终得到的本体函数是通过本体样

本学习得到的,换句话说,在一定程度上样本的好坏可以影响

最后的结果.从直觉上来讲,设计的本体学习算法不能因为

本体结构的稍加改变而受到很大的影响,如随着时间的推移,

有更多的相关概念加入这个领域本体,从而使得本体的概念

增多,结构也相应地发生变化.如果将新增加的本体图顶点

加入本体样本中参与学习,那么得到的本体函数与之前的相

比应该不会发生本质性的变化.因此,衍生出本体算法稳定

性的概念,即增加、减少或更换少量的本体样本,最后得到的



最优本体函数不会发生太大的变化.对于一个有效的本体学

习算法,稳定性是必要条件,是算法可以被成功执行的前提.

这与学习算法泛化性的要求一致,只有满足稳定性的本体学

习算法,才能对除样本点之外的同类本体数据发挥作用,否则

学习是无效的.

早期有少量论文对本体算法的稳定性进行了初步的讨

论[１５Ｇ１６],但它们的共同缺陷是要求本体数据服从独立同分布

原则.其基本思路是:定义稳定性规则、研究算法的稳定条

件、利用稳定性给出广义界.其中,广义界的证明一般是利用

McDiarmid不等式.

近年来,随着研究的推进,在非独立同分布条件下(nonＧ

IID)的情况有所进展,特别是假定样本数据分布可以用一个

图来表示的特殊情况,这种表示数据依赖关系的图称为决定

图.下面将首先介绍符号、变量和一些已知的定义和定理;然
后根据LTO和 RO稳定性定义给出对应的结论及证明;同时

将这个结果推广到大样本容量下,给出替换k个本体样本或

者删除k个本体样本点的情景;最后给出组合稳定性定义,并
在此基础上讨论本体学习算法的广义界.

２　稳定性和 McDiarmid不等式

设n是正整数,且令[n]＝{１,２,􀆺,n}.对于每个i∈
[n],设Ωi 为波利希空间(Polishspace),Ω＝ ∏

i∈[m]
Ωi 为它们的乘

积空间.NN＋ 和RR＋ 分别表示非负整数和非负实数.给定向量

c＝(c１,􀆺,cn)∈RRn
＋ ,函数f:Ω→RR称为满足cＧ利普西茨条件,

如果 对 于 任 意 的 x＝ (x１,􀆺,xn),x′＝ (x１′,􀆺,xn′)∈

Ω,有|f(x)－f(x′)|≤∑
n

i＝１
ciI(xi≠x′i),其中,I(􀅰)是真值函

数,ci 称为函数f 的第i个利普西茨系数.

文献[１７Ｇ１９]考虑的随机向量的决定图是无圈图的情况,

即树或森林.无向图G 称为随机向量X＝(X１,􀆺,Xn)的决

定图,如果下列两个条件成立:

１)V(G)＝[n];

２)若I,J⊂[n]在G中不相邻;

则{Xi}i∈I和{Yj}j∈J是独立的.

给定一个图G和一个森林F,映射ϕ:V(G)→V(F).若

对每个(u,v)∈E(G)有ϕ(u)＝ϕ(v)或者(ϕ(u),ϕ(v))∈

E(F),则称(ϕ,F)为图G的森林逼近,并记Φ(G)为图G 的森

林逼近的集合.

给定图G和任意一个森林逼近(ϕ,F)∈Φ(G),其中F＝
{Ti}i∈[k].设:

λ(ϕ,F)＝ ∑
(u,v)∈E(F)

(|ϕ－１(u)|＋|ϕ－１(v)|)２＋

∑
k

i＝１
min

u∈V(Ti)
|ϕ－１(u)|２

称Λ(G)＝ min
(ϕ,F)∈Φ(G)

λ(ϕ,F)为图G的森林复杂度.

有了上述定义后,在一般决定图的框架下,McDiarmid不

等式有如下形式.

引理１[１９]　设函数f:Ω→RR满足cＧ利普西茨条件,随机

向量X 的取值属于Ω,G 是X 的决定图.则对于任意t＞０,

有下面不等式成立:

P(f(X)－E[f(X)]≥t)≤exp(－ ２t２

Λ(G)‖c‖２
∞

)

下面回到本体框架中,设S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)}是容

量为n的本体样本,其中V 是实例空间(输入空间),Y 是输出

空间,设D 是V×Y 上的分布.假设所有的本体训练数据点

(vi,yi)有相同的边际分布,且设G 是本体样本集S 的决定

图.设l:Y×f(V)→RR＋ ∪{０}是本体亏损函数,则关于本体

函数f和本体亏损函数l的经验误差可以表示为:

R
∧

S(f)＝１
n ∑

n

i＝１
l(yi,f(vi))

对应的期望误差为:

R(f)＝E(v,y)~D[l(y,f(v))]

本体学习算法的稳定性要求对样本集S 做少量变动之

后,不会大范围影响算法的性能.以下是两种常见的小规模

样本调整:
(１)将样本集S中的第i(i∈{１,􀆺,n})个样本(vi,yi)替

换为(vi′,yi′).对应的样本集变为Si＝{(v１,y１),􀆺,(vi－１,

yi－１),(vi′,yi′),(vi＋１,yi＋１),􀆺,(vn,yn)}.此类变换简称为

PO (ReplaceOne).
(２)将样本集S中的第i(i∈{１,􀆺,n})个样本(vi,yi)和

第j(j∈{１,􀆺,n},i≠j)个样本(vj,yj)删除.对应的样本集

变为:S\i,j ＝ {(v１,y１),􀆺,(vi－１,yi－１),(vi＋１,yi＋１),􀆺,
(vj－１,yj－１),(vj＋１,yj＋１),􀆺,(vn,yn)}.此 类 变 换 简 称 为

LTO (leaveＧTwoＧOut).

对于本体学习算法A,设fA
S :V→Y 为假设函数,即本体

算法A 从样本S 中学习得到.上述两种样本变换对应下面

两种一致稳定性假设.

定义１　给定正整数n,本体学习算法A 称为关于本体

亏损函数l的β１(n)Ｇ一致稳定.若对于任意i∈{１,􀆺,n},

S∈(V×Y)n,(vi′,yi′)∈V×Y,则有:

|l(y,fA
S(v))－l(y,fA

Si (v))|≤β１(n)

定义２　给定正整数n,本体学习算法A 称为关于本体

亏损函数l的β２(n)Ｇ一致稳定.若对于任意i,j∈{１,􀆺,n}

(i≠j),S∈(V×Y)n,则有:|l(y,fA
S (v))－l(y,fA

S
\i,j (v))|≤

β２(n).

设ΦA(S)＝R(fA
S )－R︵S(fA

S ),该映射ΦA:(V×Y)n→RR
在下面的计算中发挥了关键性作用.

３　PO稳定条件下的广义界分析

下面的结论说明,在PO稳定条件下,ΦA(S)的期望值偏

差可以大概率地被限定在一定的范围内.

引理２　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,
(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β１(n)稳
定的,且本体亏损函数的上界为 M,则对于任意t＞０,有:

P(ΦA(S)－E[ΦA(S)]≥t)

　≤exp(－ ２nt２

Λ(G)(２nβ１(n)＋M)２)

证明:首先需要证明,若本体学习算法A 满足β１(n)稳定

性,则对任意(V×Y)n 中的样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)}和

Si＝{(v１,y１),􀆺,(vi－１,yi－１),(vi′,yi′),(vi＋１,yi＋１),􀆺,
(vn,yn)}(其中(vi′,yi′)的边际分布也是 D),有|ΦA (S)－

ΦA(Si)|≤２β１(n)＋M
n

成立.
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首先注意到:

|R(fA
S)－R(ASi )|

　＝|ED[l(y,fA
S(x))]－ED[l(y,fA

Si (x))]|

　＝|ED[l(y,fA
S(x))－l(y,fA

Si (x))]|
　≤β１(n)

其次,有:

|R
∧

S(fA
S)－R

∧

Si(fA
Si )|

　＝|１
n ∑

(vj,yj)∈S
l(yj,fA

S(vj))－１
n ∑

(vj,yj)∈Si
l(yj,fA

Si (vj))|

　＝１
n| ∑

(vj,yj)∈S
l(yj,fA

S(vj))－ ∑
(vj,yj)∈Si

l(yj,fA
Si (vj))|

　≤ １
n

(∑
j≠i

|l(yj,fA
S (vj))－l(yj,fA

Si (vj))|＋|l(yi,

fA
S(vi))－l(yi′,fA

Si (vi′))|)

　≤β１(n)＋M
n

进而,有:

|ΦA(S)－ΦA(Si)|

　＝|(R(fA
S)－R︵S(fA

S))－(R(fA
Si )－R︵S

i (fA
Si ))|≤

|R(fA
S)－R(fA

Si )|＋|R︵S(fA
S)－R︵S

i (fA
Si )|

　≤２β１(n)＋M
n

将其与前文的引理１相结合,即得引理２.

引理３刻画了ΦA(S)的期望值的上界.

引理３　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,
(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β１(i)稳
定的(i≤n是任意的),且图G 的最大度为Δ.设β１(n,Δ)＝
max

i∈[０,Δ]
　β１(n－i),有:

E[ΦA(S)]≤２(Δ＋１)β１(n,Δ)

证明:需要证明在引理３条件成立的情况下,有:

max
(vj,yj)∈S

ES,(v,y)[l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))]≤

２(Δ＋１)β１(n,Δ)

对于任意i∈{１,􀆺,n},设 N＋
G (i)＝{j１,􀆺,jni

}满足

jk－１＞jk.对于任意k∈{１,􀆺,ni},定义S(i,０)＝S,且S(i,k)为

在S(i,k－１)中替换第jk 个本体样本后得到.根据本体算法A
的稳定性假设,有:

|l(y,fA
S(i,k－１)(v))－l(y,fA

S(i,k)(v))|≤β１(n,Δ)

同时注意到:

l(y,fA
S(v))＝∑

ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－１)(v))－l(y,fA
S(i,k)(v)))＋

l(y,fA
S(i,ni) (v))

l(yi,fA
S(vi))＝∑

ni

k＝１
(l(yi,fA

S(i,k－１)(vi))－l(yi,fA
S(i,k)(vi)))＋

l(yi,fA
S(i,ni) (vi))

因此,得到:

l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))

　＝∑
ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－１) (v))－l(y,fA
S(i,k) (v)))－ ∑

ni

k＝１
(l(yi,

fA
S(i,k－１)(vi))－l(yi,fA

S(i,k) (vi)))＋l(y,fA
S(i,ni) (v))－

l(yi,fA
S(i,ni) (vi))

　≤∑
ni

k＝１
|l(y,fA

S(i,k－１) (v))－l(y,fA
S(i,k) (v))|＋ ∑

ni

k＝１
|l(yi,

fA
S(i,k－１)(vi))－l(yi,fA

S(i,k)(vi))|＋l(y,fA
S(i,ni) (v))－

l(yi,fA
S(i,ni) (vi))

　≤２niβ１(n,Δ)＋l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))

由于(vi,yi)和(v,y)关于S(i,ni)是独立的,可得:

ES,(v,y)[l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))]

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))]＋

２niβ１(n,Δ)

　≤ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))]＋２(Δ＋

１)β１(n,Δ)

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－ES [l(yi,fA

S(i,ni) (vi))]－

ES(i,ni),(vi,yi)[l(yi,fA
S(i,ni) (vi))]

　＝２(Δ＋１)β１(n,Δ)＋ES(i,ni),(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－

ES(i,ni),(vi,yi)[l(yi,fA
S(i,ni) (vi))]

　＝２(Δ＋１)β１(n,Δ)

最后,有:

E[ΦA (S)]＝ES [E(v,y)[l(y,fA
S (v))]－ １

n ∑
n

i＝１
l(yi,

fA
S(vi))]

＝１
n ∑

n

i＝１
ES,(v,y)[l(y,fA

S(v))－l(yi,fA
S(vi))]

≤２(Δ＋１)β１(n,Δ)

引理３证毕.

结合引理２和引理３,可得到定理１.

定理１　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,

(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β１(i)稳

定的(i≤n是任意的),本体亏损函数的上界为 M,且图G 的

最大度为Δ.设β１(n,Δ)＝ max
i∈[０,Δ]β１(n－i),则对任意δ∈(０,

１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(Δ＋１)β１(n,Δ)＋

２nβ１(n)＋M
n

Λ(G)ln(１
δ

)

２
设m,n∈NN ＋ ,随机变量序列{Xi}ni＝１称为 mＧ独立,如果

对任意i∈[n－m－１],{Xj}ij＝１独立于{Xj}nj＝i＋m＋１.若本体

样本集满足mＧ独立的特殊条件,则有定理２.

定理２　 给定n 个本体顶点的 mＧ独立本体样本 S＝
{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S 的决定图.假设本体学习算

法A 是β１(i)稳定的(i≤n是任意的),本体亏损函数的上界

为 M.则对任意δ∈(０,１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(m＋１)β１(n,２m)＋

(２nβ１(n)＋M)
２mln(１

δ
)

n

４　LTO稳定条件下的广义界分析

利用类似的方法,可以得到在本体学习算法满足LTO稳

定的条件下算法的统计学特征.引理４说明在 LTO稳定的

条件下,ΦA(S)的期望值偏差可以大概率地被限定在一定的

范围内.

引理４　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,

５４朱林立,等:决定图框架下本体学习算法的稳定性分析



(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β２(n)稳

定的,且本体亏损函数的上界为 M.则对于任意t＞０,有:

P(ΦA(S)－E[ΦA(S)]≥t)

≤exp(－ ２nt２

Λ(G)(４nβ２(n)＋２M)２)

证明:首先需要证明,若本体学习算法A 满足β２(n)稳定

性,则对任意(V×Y)n 中的样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)}和

Si,j＝{(v１,y１),􀆺,(vi－１,yi－１),(vi′,yi′),(vi＋１,yi＋１),􀆺,

(vj－１,yj－１),(v′j,y′j),(vj＋１,yj＋１),􀆺,(vn,yn)}(其 中,

(vi′,yi′)和(v′j,y′j)的边际分布也是D,该样本变换是替换S

中的两个样本),有|ΦA(S)－ΦA(Si,j)|≤４β２(n)＋２M
n

成立.

首先,注意到:

|R(fA
S)－R(fA

S
i,j )|

　≤|R(fA
S)－R(fA

S\i,j )|＋|R(AS\i,j )－R(fA
Si,j )|

　＝|ED [l(y,fA
S (x))]－ED [l(y,AS\i,j (x))]|＋

|ED[l(y,AS\i,j (x))]－ED[l(y,fA
S
i,j (x))]|

　＝|ED [l(y,fA
S (x))－l(y,AS\i,j (x))]|＋|ED [l(y,

fA
S\i,j (x))－l(y,fA

Si,j (x))]|

　≤２β２(n)

其次,有:

|R
∧

S(fA
S)－R

∧

S
i,j (fA

S
i,j )|

　＝|１
n ∑

(vk,yk)∈S
l(yk,fA

S (vk ))－ １
n ∑

(vk,yk)∈Si,j
l(yk,

fA
S
i,j (vk))|

　＝１
n| ∑

(vk,yk)∈S
l(yk,fA

S(vk))－ ∑
(vk,yk)∈Si,j

l(yk,fA
S
i,j (vk))|

　≤１
n

( ∑
k≠i,k≠j

|l(yk,fA
S(vk))－l(yk,fA

S
i,j (vk))|＋|l(yi,

fA
S (vi))－l(yi′,fA

S
i,j (vi′))|＋|l(yj,fA

S (vj))－

l(yj′,fA
S
i,j (v′j))|)

　≤１
n

( ∑
k≠i,k≠j

|l(yk,fA
S(vk))－l(yk,fA

S\i,j (vk))|＋ ∑
k≠i,k≠j

|l(yk,AS\i,j (vk))－l(yk,fA
Si,j (vk))|＋|l(yi,fA

S (vi))－

l(yi′,fA
Si,j (vi′))|＋|l(yj,fA

S (vj))－l(y′j,

fA
Si,j (v′j))|)

　≤２β２(n)＋２M
n

进而,有:

|ΦA(S)－ΦA(Si,j)|

　＝|(R(fA
S)－R︵S(fA

S))－(R(fA
Si,j )－R︵Si,j(fA

Si,j ))|

　≤|R(fA
S)－R(fA

Si,j )|＋|R︵S(fA
S)－R︵Si,j(fA

Si,j )|

　≤４β２(n)＋２M
n

将其与前文的引理１相结合,即得引理４.　
引理５刻画了在LTO框架下ΦA(S)的期望值的上界.

引理５　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,

(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β２(i)稳

定的(i≤n是任意的),且图G 的最大度为Δ.设β２(n,Δ)＝

max
i∈[０,Δ]

　β２(n－i),有:

E[ΦA(S)]≤２(Δ＋１)β２(n,Δ)

证明:需要证明,在引理５条件成立的情况下,有:

max
(vj,yj)∈S

ES,(v,y)[l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))]

≤２(Δ＋１)β２(n,Δ)

对于任意i∈{１,􀆺,n},设N＋
G (i)＝{j１,􀆺,jni }满足jk－１＞

jk.对任意k∈{１,􀆺,ni}定义S(i,－１)＝S(i,０)＝S,且S(i,k)通

过在S(i,k－２)中删除第jk 和jk－１两个本体样本后得到.根据

本体算法A 的稳定性假设,有:

|l(y,fA
S(i,k－２)(v))－l(y,fA

S(i,k)(v))|≤β２(n,Δ)

同时,注意到:

l(y,fA
S(v))＝ ∑

ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－２) (v))－l(y,fA
S(i,k) (v)))＋

l(y,fA
S(i,ni－１) (v))＋l(y,fA

S(i,ni) (v))

l(yi,fA
S(vi))＝∑

ni

k＝１
(l(yi,fA

S(i,k－２)(vi))－l(yi,fA
S(i,k)(vi)))＋

l(yi,fA
S(i,ni－１) (vi))＋l(yi,fA

S(i,ni) (vi))

因此,得到:

l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))

　＝∑
ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－２) (v))－l(y,fA
S(i,k) (v)))－∑

ni

k＝１
(l(yi,

fA
S(i,k－２)(vi))－l(yi,fA

S(i,k)(vi)))＋(l(y,fA
S(i,ni) (v))－

l(yi,fA
S(i,ni) (vi)))＋(l(y,fA

S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA
S(i,ni－１)

(vi)))

　≤∑
ni

k＝１
|l(y,fA

S(i,k－１) (v))－l(y,fA
S(i,k) (v))|＋ ∑

ni

k＝１
|l(yi,

fA
S(i,k－１)(vi))－l(yi,fA

S(i,k) (vi))| ＋(l(y,fA
S(i,ni) (v))

－l(yi,fA
S(i,ni) (vi)))＋ (l(y,fA

S(i,ni－１) (v))－l(yi,

fA
S(i,ni－１) (vi)))

　≤(l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi)))＋(l(y,fA
S(i,ni－１)

(v))－l(yi,fA
S(i,ni－１) (vi)))＋２niβ２(n,Δ)

由于(vi,yi)和(v,y)关于S(i,ni)和S(i,ni－１)都是独立的,

可得:

ES,(v,y)[l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))]

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))＋l(y,

fA
S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))]＋２niβ２(n,Δ)

　≤ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))＋l(y,

fA
S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))]＋２(Δ＋１)β２(n,Δ)

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－ES [l(yi,fA

S(i,ni) (vi))]＋

ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni－１) (v))]－ES[l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))]＋

２(Δ＋１)β２(n,Δ)

　＝ES(i,ni),(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－ES(i,ni),(vi,yi)[l(yi,

fA
S(i,ni) (vi))]＋ ES(i,ni－１),(v,y) [l(y,fA

S(i,ni－１) (v))]－

ES(i,ni－１),(vi,yi)[l(yi,fA
S(i,ni－１) (vi))]＋２(Δ＋１)β２(n,Δ)

　＝２(Δ＋１)β２(n,Δ)

最后,有:

E[ΦA (S)]＝ES [E(v,y)[l(y,fA
S (v))]－ １

n ∑
n

i＝１
l(yi,

fA
S(vi))]

＝１
n ∑

n

i＝１
ES,(v,y)[l(y,fA

S(v))－l(yi,fA
S(vi))]

≤２(Δ＋１)β２(n,Δ)
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引理５证毕.

结合引理４和引理５,可得到如下定理３.

定理３　给定n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,

(vn,yn)},G是S 的决定图.假设本体学习算法A 是β２(i)稳

定的(i≤n是任意的),本体亏损函数的上界为 M,且图G 的

最大度为Δ.设β２(n,Δ)＝ max
i∈[０,Δ]β２(n－i).则对任意δ∈(０,

１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(Δ＋１)β２(n,Δ)＋

４nβ２(n)＋２M
n

Λ(G)ln(１
δ

)

２
在 TWO框架下,若本体样本集满足 mＧ独立的特殊条

件,则有定理４.

定理４　 给定n 个本体顶点的 mＧ独立本体样本 S＝
{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S 的决定图.假设本体学习算

法A 是β２(i)稳定的(i≤n是任意的),本体亏损函数的上界

为 M,则对任意δ∈(０,１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(m＋１)β２(n,２m)＋

(４nβ２(n)＋２M)
２mln(１

δ
)

n

５　替换或删除k 个本体样本条件下的稳定性和

广义界

　　假设样本容量很大,这时增加替换的样本顶点或删除的

本体样本数量,相对于大样本容量而言依然算是样本集的轻

微变动.在此假设下,引入下面的一致稳定性定义.

定义３　设正整数k,n满足k≪n.本体学习算法A 称为

关于本体亏损函数l的γk(n)Ｇ一致稳定.若对于任意i１,

i２,􀆺,ik∈{１,􀆺,n},(v′i１
,y′i１

),(v′i２
,y′i２

),􀆺,(v′ik ,y′ik )∈V×

Y,S∈(V×Y)n,则有:

|l(y,fA
S(v))－l(y,fA

Si１,i２,􀆺,ik (v))|≤γk(n)

其中,Si１,i２,􀆺,ik 表示在原来本体样本集S中,将(vi１
,yi１

),

(vi２
,yi２

),􀆺,(vik ,yik )分别替换为(v′i１
,y′i１

),(v′i２
,y′i２

),􀆺,

(v′ik ,y′ik )后得到的本体样本集.

定义４　设正整数k,n满足k＝n.本体学习算法A 称为

关于本体亏损函数l的ηk(n)Ｇ一致稳定.若对于任意i１,

i２,􀆺,ik∈{１,􀆺,n},S∈(V×Y)n,则有:

|l(y,fA
S(v))－l(y,ASi１,i２,􀆺,ik (v))|≤ηk(n)

其中,S\i１,i２,􀆺,ik 表示在原来本体样本集S中将(vi１
,yi１

),(vi２
,

yi２
),􀆺,(vik ,yik )删除后得到的本体样本集.

定义３和定义４分别称为Pk一致稳定性和LkO一致稳

定性,它们分别刻画了在大本体样本容量条件下,删除部分本

体样本,学习算法的稳定性能.当k＝１时,γ１(n)即为β１(n);

当k＝２时,η２(n)即为β２(n).

根据之前的证明思路,得到如下扩展的结果.由于证明

方法相似,这里不再给出具体的证明.

引理６　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是γk(n)稳定的,且本体亏损函数的上界为

M,则对于任意t＞０,有:

P(ΦA(S)－E[ΦA(S)]≥t)

≤exp(－ ２nt２

Λ(G)(２nγk(n)＋kM)２)

引理７　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是γk(i)稳定的(i≤n是任意的),且图G 的

最大度为Δ.设γk(n,Δ)＝ max
i∈[０,Δ]

γk(n－i),有:

E[ΦA(S)]≤２(Δ＋１)γk(n,Δ)

定理５　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是γk(i)稳定的(i≤n是任意的),本体亏损

函数的 上 界 为 M,且 图 G 的 最 大 度 为Δ.设γk (n,Δ)＝

max
i∈[０,Δ]

γk(n－i).则对任意δ∈(０,１),下 式 以 置 信 度 １－δ

成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(Δ＋１)γk(n,Δ)＋

２nγk(n)＋kM
n

Λ(G)ln(１
δ

)

２
定理６　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

mＧ独立本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S 的决定

图.假设本体学习算法A 是γk(i)稳定的(i≤n是任意的),

本体亏损函数的上界为 M,则对任意δ∈(０,１),下式以置信

度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(m＋１)γk(n,２m)＋(２nγk(n)＋

kM)
２mln(１

δ
)

n
引理８　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是ηk(n)稳定的,且本体亏损函数的上界为

M,则对于任意t＞０,有:

P(ΦA(S)－E[ΦA(S)]≥t)

≤exp(－ ２nt２

Λ(G)(４nηk(n)＋kM)２)

引理９　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是ηk(i)稳定的(i≤n是任意的),且图G 的

最大度为Δ.设ηk(n,Δ)＝ max
i∈[０,Δ]ηk(n－i),有:

E[ΦA(S)]≤２(Δ＋１)ηk(n,Δ)

定理７　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的

本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G是S 的决定图.假设

本体学习算法A 是ηk(i)稳定的(i≤n是任意的),本体亏损

函数的上 界 为 M,且 图 G 的 最 大 度 为Δ.设ηk(n,Δ)＝

max
i∈[０,Δ]ηk(n－i),则对任意δ∈(０,１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(Δ＋１)ηk(n,Δ)＋

４nηk(n)＋kM
n

Λ(G)ln(１
δ

)

２

定理８　设正整数k,n满足k≪n.给定n个本体顶点的
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mＧ独立本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S 的决定

图.假设本体学习算法A 是ηk(i)稳定的(i≤n是任意的),

本体亏损函数的上界为 M,则对任意δ∈(０,１),下式以置信

度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(m＋１)ηk(n,２m)＋(４nηk(n)＋

kM)
２mln(１

δ
)

n

６　组合样本变换下的稳定性和广义界

本节将前面样本变换方式进行组合,即在原有本体样本

S的条件下,删除k１ 个样本,再替换剩余k２ 个样本,其中

k１＋k２≪n.

定义５　设非负整数k１,k２,n满足０＜k１＋k２≪n.本体

学习算法A 称为关于本体亏损函数l的Ξk１,k２
(n)Ｇ一致稳定.

若对于任意S∈(V×Y)n,i１,i２,􀆺,ik１ ∈{１,􀆺,n},j１,j２,􀆺,

jk２∈{１,􀆺,n}－{i１,i２,􀆺,ik１
},(v′j１

,y′j１
),(v′j２

,y′j２
),􀆺,

(v′jk２ ,y′jk２ )∈V×Y,则有:

|l(y,fA
S(v))－l(y,fA

S\{i１,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

},(v))|

≤Ξk１,k２
(n)

其中,S\{i１,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

}表示在原来本体样本集S 中删除

(vi１
,yi１

),(vi２
,yi２

),􀆺,(vik１
,yik１

),并且在剩下的样本集中将

(vj１
,yj１

),(vj２
,yj２

),􀆺,(vjk２
,yjk２

)分别替换为(v′j１
,y′j１

),

(v′j２
,y′j２

),􀆺,(v′jk２ ,y′jk２ )后得到的本体样本集.

作为定义３和定义４的组合,定义５考虑了同时删除和

替换一小部分本体样本后的稳定性,称Ξk１,k２
(n)为本体亏损

组合一致稳定.当k１＝０时,Ξk１,k２
(n)退化为定义３中的 Pk

一致稳定性;当k２＝０时,Ξk１,k２
(n)退化为定义４中的 LkO一

致稳定性.定义５的前提是大样本容量,使得k１＋k２≪n成

立.在此假设下,Ξk１,k２
(n)组合稳定性刻画了在本体样本集

微小变动下(减少和替换少量本体样本点),算法得到的最优

本体函数不会发生本质上的改变.

引理１０说明在Ξk１,k２
(n)组合稳定条件下,ΦA(S)的期望

值偏差可以大概率地被限定在一定的范围内.

引理１０　设非负整数k１,k２,n满足０＜k１＋k２≪n.给定

n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S
的决定图.假设本体学习算法A 是Ξk１,k２

(n)稳定的,且本体

亏损函数的上界为 M,则对于任意t＞０,有:

P(ΦA(S)－E[ΦA(S)]≥t)

≤exp － ２nt２

Λ(G)(４nΞk１,k２
(n)＋(k１＋k２)M)２( )

证明:首先需要证明,若本体学习算法 A 满足Ξk１,k２
(n)

稳定性,则对任意(V×Y)n 中的样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,

yn)}和Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (该样本变换是将S中的k１＋k２ 个

样本(vi１
,yi１

),(vi２
,yi２

),􀆺,(vik１
,yik１

),(vj１
,yj１

),(vj２
,

yj２
),􀆺,(vjk２

,yjk２
)分别替换为(v′i１

,y′i１
),(v′i２

,y′i２
),􀆺,(v′ik１ ,

y′ik１ ),(v′j１
,y′j１

),(v′j２
,y′j２

),􀆺,(v′jk２ ,y′jk２ )后 得 到 的,其 中

(v′i１
,y′i１

),(v′i２
,y′i２

),􀆺,(v′ik１ ,y′ik１ ),(v′j１
,y′j１

),(v′j２
,y′j２

),􀆺,

(v′jk２ ,y′jk２ )中每个样本的边际分布也是D),有:

|ΦA(S)－ΦA(Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )|

≤４Ξk１,k２
(n)＋

(k１＋k２)M
n

成立.

首先注意到:

|R(fA
S)－R(fA

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ )|

　≤|R(fA
S)－R(fA

S\{i１
,i２,􀆺,ik１

},{j１,j２,􀆺,jk２
})|＋

|R(fA
S\{i１

,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

})－R(fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )|

　＝|ED [l(y,fA
S (x))]－ED [l(y,fA

S\{i１
,i２,􀆺,ik１

},{j１,j２,􀆺,jk２
}

(x))]|＋|ED[l(y,fA
S\{i１

,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

}(x))]－

ED[l(y,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (x))]|

　＝|ED[l(y,fA
S (x))－l(y,fA

S\{i１
,i２,􀆺,ik１

},{j１,j２,􀆺,jk２
}(x))]|＋

|ED [l (y,fA
S\{i１

,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

} (x))－ l (y,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (x))]|

　≤２Ξk１,k２
(n)

在上式推导过程中,特别要强调的是Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２

和SA
S\{i１,i２,􀆺,ik１

},{j１,j２,􀆺,jk２
}这两个样本集合在j１,j２,􀆺,jk２

位置上

替换了不同的本体样本.前者将(vj１
,yj１

),(vj２
,yj２

),􀆺,

(vjk２
,yjk２

)替换为(v′j１
,y′j１

),(v′j２
,y′j２

),􀆺,(v′jk２ ,y′jk２ );后者

将(vj１
,yj１

),(vj２
,yj２

),􀆺,(vjk２
,yjk２

)替换为(v″j１
,y″j１

),(v″j２
,

y″j２
),􀆺,(v″jk２ ,y″jk２ ).同时(v′j１

,y′j１
),(v′j２

,y′j２
),􀆺,(v′jk２ ,

y′jk２ )和(v″j１
,y″j１

),(v″j２
,y″j２

),􀆺,(v″jk２ ,y″jk２ )中的每个本体样

本的边际分布也是 D,且满足(v′j１
,y′j１

)≠(v″j１
,y″j１

),(v′j２
,

y′j２
)≠(v″j２

,y″j２
),􀆺,(v′jk２ ,y′jk２ )≠(v″jk２ ,y″jk２ ).这样保证了

S\{i１,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

}可以通过在Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ 样本基础

之上删除i１,i２,􀆺,ik１
位置上的本体样本,再替换j１,j２,􀆺,

jk２
位置上的本体样本而得到,进而确保了最后一个不等式

成立.

其次,有:

|R
∧

S(fA
S)－R

∧

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ (fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )|

　＝|１
n ∑

(vk,yk)∈S
l(yk,fA

S (vk))－ １
n ∑

(vk,yk)∈Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２

l(yk,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (vk))|

　＝１
n| ∑

(vk,yk)∈S
l(yk,fA

S (vk))－ ∑
(vk,yk)∈Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２

l(yk,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (vk))|

　≤ １
n

( ∑
k∉{i１,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ }
|l(yk,fA

S (vk ))－l(yk,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (vk))|＋l(yi１

,fA
S (vi１

))－l(y′i１
,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′i１

))|＋|l(yi２
,fA

S (vi２
))－l(y′i２

,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′i２

))|􀆺 ＋|l(yik１
,fA

S (vik１
))－

l(y′ik１ ,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′ik１ ))|＋|l(yj１

,fA
S (vj１

))－

l(y′j１
,fA

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ (v′j１
))|＋|l(yj２

,fA
S (vj２

))－

l(y′j２
,fA

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ (v′j２
))|􀆺＋|l(yjk２

,fA
S(vjk２

))－

l(y′jk２ ,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′jk２ ))|)

　≤ １
n

( ∑
k∉{i１,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ }
|l(yk,fA

S (vk ))－l(yk,

fA
S\{i１

,i２,􀆺,ik１
},{j１,j２,􀆺,jk２

} (vk ))|＋ ∑
k∉{i１,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ }
|

l(yk,fA
S\i１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (vk))－l(yk,fA

S\i１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２

(vk))|＋|l(yi１
,fA

S (vi１
))－l(y′i１

,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２
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(v′i１
))|＋|l(yi２

,fA
S (vi２

))－l(y′i２
,fA

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２

(v′i２
))| 􀆺 ＋ |l(yik１

,fA
S (vik１

))－l(y′ik１ ,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′ik１ ))|＋|l(yj１

,fA
S (vj１

))－l(y′j１
,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′j１

))|＋|l(yj２
,fA

S (vj２
))－l(y′j２

,

fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′j２

))|􀆺 ＋|l(yjk２
,fA

S (vjk２
))－

l(y′jk２ ,fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ (v′jk２ ))|)

≤２Ξk１,k２
(n)＋

(k１＋k２)M
n

同上叙述,Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ 和S\{i１,i２,􀆺,ik１

},{j１,j２,􀆺,jk２
}这两

个样本集合在j１,j２,􀆺,jk２
位置上替换了不同的本体样本,

从而确保了最后一个不等式成立.

进而有:

|ΦA(S)－ΦA(Si１,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )|

　＝|(R(fA
S )－R︵S (fA

S ))－ (R(fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )－

R︵Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ (fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ ))|

　≤|R(fA
S )－R(fA

Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ )|＋|R︵S (fA
S )－

R︵Si１
,i２,􀆺,ik１

,j１,j２,􀆺,jk２ (fA
Si１

,i２,􀆺,ik１
,j１,j２,􀆺,jk２ )|

　≤４Ξk１,k２
(n)＋

(k１＋k２)M
n

将其与前文的引理１相结合,即得引理１０.

引理１１刻画了在Ξk１,k２
(n)组合稳定条件下ΦA(S)的期

望值的上界.

引理１１　设非负整数k１,k２,n满足０＜k１＋k２≪n.给定

n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S
的决定图.假设本体学习算法A 是Ξk１,k２

(i)稳定的(i≤n是

任意的),且图G 的最大度为Δ.设Ξk１,k２
(n,Δ)＝ max

i∈[０,Δ]
Ξk１,k２

(n－i),有:

E[ΦA(S)]≤２(Δ＋１)Ξk１,k２
(n,Δ)

证明:首先需要证明,在引理１１组合稳定条件成立的情

况下,有:

max
(vj,yj)∈S

ES,(v,y)[l(y,fA
S (v))－l(yi,fA

S (vi))]≤２(Δ＋１)

Ξk１,k２
(n,Δ)

对于任意i∈{１,􀆺,n},设N＋
G (i)＝{j１,􀆺,jni }满足jk－１＞

jk.对任意k∈{１,􀆺,ni}定义S(i,－k１－k２＋１)＝S(i,－１)＝S(i,０)＝

S,且S(i,k)通过在S(i,k－k１－k２)中删除第jk,jk－１,􀆺,jk－k１＋１个

(共k１ 个)本体样本后,再替换第jk－k１
,jk－k１－１,􀆺,jk－k１－k２＋１

个(共k２ 个)本体样本得到.根据本体算法A 的稳定性,假设

有:

|l(y,fA
S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA

S(i,k)(v))≤Ξk１,k２
(n,Δ)

同时注意到:

l(y,fA
S(v))＝∑

ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA
S(i,k)(v)))＋

l(y,fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(v))＋􀆺＋l(y,fA

S(vi))

l(yi,fA
S (vi))＝ ∑

ni

k＝１
(l(yi,fA

S(i,k－k１－k２) (v))－l(y,

fA
S(i,k)(v)))＋l(yi,fA

S(i,ni－k１－k２＋１)(vi))＋􀆺

＋l(yi,fA
S(i,ni) (vi))

因此,得到:

l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))

　＝∑
ni

k＝１
(l(y,fA

S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA
S(i,k) (v)))－ ∑

ni

k＝１
(l

(yi,fA
S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA

S(i,k)(v)))＋(l(y,fA
S(i,ni)

(v))－l(yi,fA
S(i,ni) (vi)))＋(l(y,fA

S(i,ni－１) (v))－l(yi,

fA
S(i,ni－１) (vi)))＋􀆺＋(l(y,fA

S(i,ni－k１－k２＋１)(v))－l(yi,

fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(vi)))

　≤∑
ni

k＝１
|l(y,fA

S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA
S(i,k) (v))|＋ ∑

ni

k＝１
|l

(yi,fA
S(i,k－k１－k２)(v))－l(y,fA

S(i,k)(v))|＋(l(y,fA
S(i,ni)

(v))－l(yi,fA
S(i,ni) (vi)))＋(l(y,fA

S(i,ni－１) (v))－l(yi,

fA
S(i,ni－１) (vi)))＋􀆺＋(l(y,fA

S(i,ni－k１－k２＋１)(v))－l(yi,

fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(vi)))

　≤２niΞk１,k２
(n,Δ)＋ (l(y,fA

S(i,ni) (v))－l(yi,fA
S(i,ni)

(vi)))＋(l(y,fA
S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi)))＋􀆺＋
(l(y,fA

S(i,ni－k１－k２＋１)(v))－l(yi,fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(vi)))

由 于 (vi,yi )和 (v,y)关 于 S(i,ni),S(i,ni－１),􀆺,

S(i,ni－k１－k２＋１)都是独立的,可得:

ES,(v,y)[l(y,fA
S(v))－l(yi,fA

S(vi))]

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))＋l(y,

fA
S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))＋ 􀆺 ＋l(y,

fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(v))－l(yi,fA

S(i,ni－k１－k２＋１) (vi))]＋
２niΞk１,k２

(n,Δ)

　≤ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))－l(yi,fA

S(i,ni) (vi))＋l(y,

fA
S(i,ni－１) (v))－l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))＋ 􀆺 ＋l(y,

fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(v))－l(yi,fA

S(i,ni－k１－k２＋１) (vi))]＋

２(Δ＋１)Ξk１,k２
(n,Δ)

　＝ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－ES [l(yi,fA

S(i,ni) (vi))]＋

ES,(v,y)[l(y,fA
S(i,ni－１) (v))]－ES[l(yi,fA

S(i,ni－１) (vi))]＋􀆺＋

ES,(v,y) [l(y,fA
S(i,ni－k１－k２＋１) (v))]－ ES [l(yi,

fA
S(i,ni－k１－k２＋１)(vi))]＋２(Δ＋１)Ξk１,k２

(n,Δ)

　＝ES(i,ni),(v,y)[l(y,fA
S(i,ni) (v))]－ES(i,ni),(vi,yi)[l(yi,

fA
S(i,ni) (vi))]＋ ES(i,ni－１),(v,y) [l(y,fA

S(i,ni－１) (v))]－

ES(i,ni－１) ,(vi,yi ) [l (yi,fA
S(i,ni－１) (vi ))]＋ 􀆺 ＋

ES(i,ni－k１－k２＋１),(v,y) [l(y,fA
S(i,ni－k１－k２＋１) (v))]－

ES
(i,ni－k１－k２＋１),(vi,yi)[l(yi,fA

S(i,ni－k１－k２＋１)(vi))]＋２(Δ＋
１)Ξk１,k２

(n,Δ)

　＝２(Δ＋１)Ξk１,k２
(n,Δ)

最后,有:

E[ΦA (S)]＝ES [E(v,y)[l(y,fA
S (v))]－ １

n ∑
n

i＝１
l(yi,

fA
S(vi))]

＝１
n ∑

n

i＝１
ES,(v,y)[l(y,fA

S(v))－l(yi,fA
S(vi))]

≤２(Δ＋１)Ξk１,k２
(n,Δ)

结合引理１０和引理１１,可得到Ξk１,k２
(n)组合稳定条件下

本体学习算法的广义界如下.

定理９　设非负整数k１,k２,n满足０＜k１＋k２≪n.给定

n个本体顶点的本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},G 是S
的决定图.假设本体学习算法A 是Ξk１,k２

(i)稳定的(i≤n是

任意的),本体亏损函数的上界为 M,且图G 的最大度为Δ.
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设Ξk１,k２
(n,Δ)＝ max

i∈[０,Δ]
Ξk１,k２

(n－i).则对任意δ∈(０,１),下式

以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(Δ＋１)Ξk１,k２
(n,Δ)＋

４nΞk１,k２
(n)＋(k１＋k２)M

n

Λ(G)ln(１
δ

)

２
更进一步,若本体样本集满足 mＧ独立的特殊条件,本节

的最后结果刻画了在Ξk１,k２
(n)组合稳定条件下,广义界可以

做如下修改.

定理１０　设非负整数k１,k２,n满足０＜k１＋k２≪n.给定

n个本体顶点的mＧ独立本体样本S＝{(v１,y１),􀆺,(vn,yn)},

G是S 的决定图.假设本体学习算法 A 是Ξk１,k２
(i)稳定的

(i≤n是任意的),本体亏损函数的上界为 M,则对任意δ∈
(０,１),下式以置信度１－δ成立.

R(fA
S)≤R︵(fA

S)＋２(m＋１)Ξk１,k２
(n,２m)＋(４nΞk１,k２

(n)＋

(k１＋k２)M)
２mln(１

δ
)

n
结束语　从本体算法稳定性入手,首先对 PO 一致稳定

条件和LTO一致稳定条件下的本体算法的广义界进行了分

析;再针对大样本本体算法给出了 Pk一致稳定性和 LkO 一

致稳定性的定义,并由此给出了对应的广义界;最后给出组合

条件一致稳定性定义,并推导出最终的大样本条件下以及广

义样本变化稳定条件下,本体学习算法的广义界.

特别需要说明第２节与第５节和第６节定义的本质区

别.虽然之后的定义是前面替换单个本体样本以及删除两个

样本的稳定性的扩展,但是PO一致稳定性和 LTO一致稳定

性适合所有样本容量的本体算法,是一般意义下的稳定性定

义.一旦推广到后者,必须是大样本本体算法的情景,Pk一

致稳定性、LkO一致稳定性以及组合条件一致稳定性的定义

才有意义,即要求样本替换和删除的本体样本数量相对于总

样本容量而言是微不足道的.即,第３节、第４节中叙述的理

论结果适用于所有本体算法,但第５节、第６节中的定义和理

论结果只适用于大样本本体算法.
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