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摘　要　填充函数法是求解无约束全局优化问题的重要方法,其核心工作在于构建具有良好性质、形式简单而且容易求解极小

值的填充函数.基于填充函数的定义,针对无约束的全局优化问题的目标函数满足条件的基础上,构建了一个无参数的填充函

数.此函数形式简单,便于计算.针对此填充函数,首先,在满足合适的假设条件下,研究并证明了填充函数的某些性质;其次,
在遵照这些相关性质的基础上,设计了适合此填充函数的算法,该填充函数算法主要包含极小化过程与填充过程,这两个过程

循环交替进行,直至满足终止条件;最后,利用经典算例,进行了算例实验并与其他文献结果比较.结果显示,不仅此填充函数

可行,算法有效;而且计算结果准确,计算迭代次数较少.
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Abstract　Filledfunctionmethodisakindofimportantmethodforsolvingunconstrainedoptimizationproblem．Thekeyofthe
methodistoconstructafilledfunctionwithgoodproperties,simpleformandeasytosolvetheminimumvalue．BasedonthedefiＧ
nitionoffilledfunctionandcertainconditionsoftheobjectivefunctionforunconstrainedglobaloptimizationproblem,anonＧpaＧ
rameterfilledfunctionisproposedforsolvingthisproblem,whichissimpleandeasytobecalculated．Forthefilledfunction,firstＧ
ly,undersuitableassumptions,somepropertiesoffilledfunctionarestudiedandproved．Secondly,accordingtotherelatedproＧ

perties,analgorithmsuitableforthisfilledfunctionalgorithmisestablished．Thefilledfunctionalgorithmconsistsoftwophases:

theminimizationphaseandthefillingphase．Thetwophasesalternateuntiltheterminationcriterionismet．Finally,throughclasＧ
sicalexamples,numericalexperimentsarecarriedoutandcomparedwiththeresultsofotherliteratures．Experimentsresults
showthatnotonlythefilledfunctionisfeasibleandthealgorithmiseffective,butalsotheresultsareaccurateandthenumberof
iterationsisless．
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１　引言

西安交通大学的葛仁傅教授于１９９０年提出了填充函数

法[１],它是求解无约束最优化问题的确定性算法之一.日常

生活中遇到的众多问题均可以用最优化问题解决,因而填充

函数法成为了科研工作者研究的热点[２Ｇ７].填充函数法的核

心是填充函数,它的形式与性质决定了算法的效率.研读文

献知,填充函数的构建大都含有一个参数[４,８Ｇ１０]或两个 参

数[１,３,５],而且是目标函数的复合函数.有些由于目标函数本

身很复杂,有些由于填充函数为分段函数[３,５],因此填充函数

算法的效率较低.最终,学者们竭尽全力地构造无参数、形式

简单且具有优良性质的填充函数,并研究了函数的性质.近

几年,研究者们提出了众多具有优良性质的填充函数,其中文

献[１１Ｇ１３]提出了无参数的填充函数.

经过研读文献,本文构建了一个连续且无参数、形式简

单、便于计算的填充函数,并进行了算例验证.算例证明,构
造的填充函数是可行的,算法是有效的.

２　最优化模型与填充函数的定义

本文研究的是无约束的最优化问题:
(P０)min

x∈R
n
　f(x) (１)

f(x)为Rn→R１ 的函数,x为n维向量.
定义１(盆谷)[１５]　B∗ 是f(x)在点x∗ 处的盆谷,则它是

满足下列性质的连通区域:
(１)从B∗ 内的任意点开始的下降轨线都终止于x∗ ;
(２)从B∗ 外的任意点开始的下降轨线都不终止于x∗ .

B∗ 又称为f(x)在局部极大值点x∗ 处的山丘.
若局部极小值点x∗

１ 高于x∗ ,充分必要条件是f(x∗
１ )＞

f(x∗ ),则称x∗
１ 所在的盆谷B∗

１ 高于x∗ 所在的盆谷B∗ .

若目标函数f(x)满足如下３个假设条件[１]:



(１)在Rn 上,目标函数f(x)连续且可微;
(２)目标函数f(x)是强制的,即当‖x‖→∞时,f(x)→

∞也即在此假设条件下,存在有界闭区域 X⊂Rn,使得f(x)

的所有全局极小解包含在X 内部;
(３)目标函数f(x)在 X 上可以有无数个相异的局部极

小解,但是仅有有限个相异的局部极小值,因此每个极小解都

是孤立的,并且对于f(x)的每一个极小解x∗ 处的盆谷B∗ 内

的任一点x(x≠x∗ ),都有f(x)＞f(x∗ ).

定义２[１]　设x∗ 是f(x)的一个已知局部极小解,如果

P(x,x∗ )是f(x)在x∗ 处的填充函数,则满足以下条件:
(１)x∗ 是P(x,x∗ )的局部极大值点,而f(x)在x∗ 的盆

谷B∗ 为P(x,x∗ )山丘的一部分;
(２)所有比x∗ 的盆谷B∗ 高的盆谷处,不会有P(x,x∗ )

的局部极小值点或鞍点;
(３)若存在盆谷B∗ 高于盆谷B∗

１ ,则必定存在x′∈B∗
１ ,

使得P(x,x∗ )的局部极小解在x∗ 与x′的连线上.

３　无参数填充函数

构造的填充函数如式(２)所示:

P(x,x∗
１ )＝－ln(１＋‖x－x∗

１ ‖２)(f(x)－f(x∗
１ ))３ (２)

其中,x∗
１ 为f(x)的一个已知局部极小解.

定理１　P(x,x∗
１ )为一个连续函数.

证明:从假设条件(１)可得P(x,x∗
１ )为一个连续函数.

定理２　若x∗
１ 是f(x)的一个已知局部极小解,则点x∗

１

为P(x,x∗
１ )的严格局部极大解.

证明:由于x∗
１ 为f(x)的一个已知局部极小解,因此在

x∗
１ 的盆谷 B∗

１ 内,任取x∈B∗
１ ,并且当x≠x∗

１ 时,f(x)＞

f(x∗
１ ),因此对任意的x∈B∗

１ ,且当x≠x∗
１ 时,P(x,x∗

１ )＝

－ln(１＋‖x－x∗
１ ‖２)(f(x)－f(x∗

１ ))３＜０,又由于P(x∗
１ ,

x∗
１ )＝０,因此P(x,x∗

１ )＜ P(x∗
１ ,x∗

１ ).因此,点x∗
１ 为P(x,

x∗
１ )的严格局部极大解.

定理３　设f(x)＞f(x∗
１ ),当x≠x∗

１ 时,有 P(x,x∗
１ )≠

０.证明:由于 P(x,x∗
１ )＝－ln(１＋‖x－x∗

１ ‖２)(f(x)－

f(x∗
１ ))３,因 此 P(x,x∗

１ )＝ －２(x－x∗
１ )

１＋‖x－x∗
１ ‖２ (f(x)－

f(x∗
１ ))３－３ln(１＋‖x－x∗

１ ‖２)(f(x)－f(x∗
１ ))２ f(x).

由x≠x∗
１ 且f(x)＞f(x∗

１ )可得

(f(x)－f(x∗
１ ))３

１＋‖x－x∗
１ ‖２ ＞０,ln(１＋ ‖x－x∗

１ ‖２)(f(x)－

f(x∗
１ ))２＞０.由于在Rn 上f(x)连续可微,因此由泰勒公式

展开可得:f(x∗
１ )＝f(x)＋(x∗

１ －x)T f(x)＋ο(‖x∗
１ －

x‖).因此f(x∗
１ )－f(x)＝(x∗

１ －x)T f(x)＋ο(‖x∗
１ －

x‖).由f(x)＞f(x∗
１ ),可得f(x∗

１ )－f(x)＜０,因此(x∗
１ －

x)T f(x)＋ο(‖x∗
１ －x‖)＜０,即(x∗

１ －x)T f(x)＜０,也

即(x－x∗
１ )T f(x)＝－(x∗

１ －x)T f(x)＞０,因此(x－

x∗
１ )T P(x,x∗

１ )＝ －２‖x－x∗
１ ‖２

１＋‖x－x∗
１ ‖２ (f(x)－f(x∗

１ ))３ －

３ln(１＋‖x－x∗
１ ‖２)(f(x)－f(x∗

１ ))２(x－x∗
１ )T f(x),即

(x－x∗
１ )T P(x,x∗

１ )＜０.

此定理证明了:若f(x)＞f(x∗
１ ),则 P(x,x∗

１ )无鞍点,

而且易得d＝x－x∗
１ 是P(x,x∗

１ )的一个下降方向.

定理４　若x∗
１ 不是f(x)的一个全局极小解,且x∗ 为

f(x)邻近x∗
１ 的另一个局部极小解,f(x∗ )＜f(x∗

１ ),则存在

一个点x′∈B∗ ,任取一点x∗ ∈U(x∗ ),使得x′为P(x,x∗
１ )

的最小值,且x′在x∗
１ 和x∗ 的直线上.

证明:由于x∗
１ 为f(x)的局部极小解,因此对于x∗

１ 的盆谷

B∗
１ 内的任意点x≠x∗

１ ,有f(x)＞f(x∗
１ ),因此P(x,x∗

１ )＝
－ln(１＋‖x－x∗

１ ‖２)(f(x)－f(x∗
１ ))３ ＜ ０.由于x∗ 是

f(x)邻近x∗
１ 的另一个局部极小解,则存在U(x∗ ),对于任意

的x∗ ∈U(x∗ ),有f(x∗
１ )＞f(x∗ )＞f(x∗ ),而且 P(x∗ ,

x∗
１ )＝－ln(１＋‖x∗ －x∗

１ ‖２)(f(x∗ )－f(x∗
１ ))３＞０.易知

P(x∗
１ ,x∗

１ )＝０,当x远离x∗
１ 时,P(x,x∗

１ )＜０;当x接近x∗

时,P(x,x∗
１ )＞０.因此可得,当f(x)＞f(x∗

１ )时,P(x,x∗
１ )

单调递增;当f(x)＜f(x∗
１ )时,P(x,x∗

１ )单调递减.又因为

P(x,x∗
１ )是连续函数,可知存在一点x∗ ∈U(x∗ ),存在一点

x′在x∗
１ 与x∗ 的直线上,使得P(x,x∗

１ )最小.

定理５　若x∗
１ 为f(x)的一个全局极小解,则对于任一

x≠x∗
１ ,总有P(x,x∗

１ )≤０;否则存在一点x０ 和U(x０),且

f(x０)＜f(x∗
１ ),使得对于任一x∈U(x０),总有P(x,x∗

１ )＞０.

证明:由于x∗
１ 为f(x)的一个全局极小解,则对于任一

x≠x∗
１ ,总有f(x)≥f(x∗

１ ),易证P(x,x∗
１ )≤０.

若x∗
１ 不是f(x)的一个全局极小解,则存在点x０,使得

f(x０)＜f(x∗
１ );又因为f(x)是连续函数,存在U(x０),使得

对于任一x∈U(x０),总有f(x)＜f(x∗
１ ),因此P(x,x∗

１ )＞０.

由上述证明可得,P(x,x∗
１ )满足填充函数的定义.

４　算法和算例试验

４．１　填充函数算法

本文对文献[１１]的算法加以改进:

Step１　设定搜索步长δ＞０,任意选取初始点x０∈X,令

i＝１,j＝１,k＝２min(３n－１,２n),其中n是目标函数中变量的

个数.

Step２　从初始点x０ 开始,利用求解局部极小化的方法

找到目标函数f(x)的一个局部极小解x∗
１ ,并且求出局部极

小值f(x∗
１ ).

Step３　若j＜k,转到Step４;否则x∗
１ 作为全局极小解,停

止运算.

Step４　把x∗
１ 作为初始点,求P(x,x∗

１ )的局部极小值解

x∗
２ .

Step５　令x＝x∗
２ .

Step６　若P(x,x∗
１ )＞０,即f(x)＜f(x∗

１ ),则令i＝i＋
１,x０＝x,转到Step２;否则转到Step７.

Step７　若m＜３n－１,令x＝x＋δem,转到Step４,否则m＝
m＋１;若x∉X,则i＝i＋１,转到Step３,否则转到Step７.

４．２　算例试验

用 Matlab２０１４a编写程序实现此程序,目标函数f(x)的
极小解用 Fmincon求解;填充函数 P(x,x∗

１ )的极小解用

Fminunc求解.本文从不同的初始值求解极小解,利用填充

函数法成功地找到下列函数的全局极小解.其中,x０ 为初始

值,x∗ 为全局极小解,f(x∗ )为全局极小值,i为迭代次数.
算例１　f(x)＝sinx＋sin(１０x/３)＋lnx－０．８４x,１≤

x≤６
该函数在给定范围内的局部极小解有３个,如图１所示,
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而全局极小解x∗ ＝５．１９９８,全局极小值f∗ ＝－４．６０１３,如
表１所列.而文献[１１]取上述初始值时,分别迭代３,２,１次.

图１　算例１的函数图像

Fig．１　Functionimageofexample１

表１　算例１计算结果

Table１　Resultofexample１

x０ x∗ f(x∗) i

１．００００ ５．１９９８ －４．６０１３ ２

３．００００ ５．１９９８ －４．６０１３ １

５．００００ ５．１９９８ －４．６０１３ １

算例２　f(x)＝sinx＋sin３x,０≤x≤４
该算例的全局极小解为x∗ ＝３．７５７１,全局极小值为f∗ ＝

－１．５３９６,如表２所列.而文献[１１]取上述初始值时,分别迭

代２,２,１次.

表２　算例２计算结果

Table２　Resultofexample２

x０ x∗ f(x∗) i

１．００００ ３．７５７１ －１．５３９６ １

２．００００ ３．７５７１ －１．５３９６ ２

３．００００ ３．７５７１ －１．５３９６ １

算例３　f(x)＝x２
１＋x２

２－cos(１８x１)－cos(１８x２),－１≤

x１,x２≤１

图２　算例３的函数图像

Fig．２　Functionimageofexample３

该函数在给定范围内的局部极小解有多个,如图３所示;

但是全局极小解只有一个x∗ ＝(０,０),全局极小值f∗ ＝

－２．００００,如表３所列.

表３　算例３结果

Table３　Resultofexample３

x０ x∗ f(x∗) i

(０．５,０．５) (－０．４６６８,－０．４６６８)×１０－９ －２ ２

(１,１) (－０．６７９５,０．０５５５２)×１０－９ －２ １

(－０．５,－１) (－０．４６６８,－０．４６６８)×１０－９ －２ ３

当初始值为(１,１)且迭代次数为４次时,文献[７]算例的

全局极小解x∗ ＝(－０．００００００２,－０．００００００２),全局极小值

f∗ ＝－１．９９９９９９９９;而文献[８]算例的,全局极小解x∗ ＝
(０．１２４８０１×１０－７,０．１４２４１７×１０－７),全 局 极 小 值 f∗ ＝

－１．９９９９９９９９.

算例４　３Ｇhumpbackcamelfunction:

f(x)＝２x２
１－１．０５x４

１＋x６
１/６－x１x２＋x２

２,－３≤x１,x２≤３
该算例的全局极小解x∗ ＝(０,０),全局极小值f∗ ＝０,如

表４所列.而文献[１１]取初始值(－２,０．５)时,迭代２次.

表４　算例４计算结果

Table４　Resultofexample４

x０ x∗ f(x∗) i

(－２,０．５) (０．１１３３,０．１１３３)×１０－７ ２．８３５７×１０－１６ １

(１,１) (０．１０１６,０．１３４７)×１０－７ ２．５１０２×１０－１６ ２

(－２,－１) (－０．１０１６,－０．１３４７)×１０－７ ２．５１０２×１０－１６ ２

结论１　填充函数的算法是可行的,但此填充函数算法

仍有缺点,比如从图３可以看出,在计算填充函数的极小解

时,函数的变化较小,运算速度较慢.

图３　算例１的填充函数

Fig．３　Filledfunctionofexample１

结论２　与文献[７Ｇ８,１１]相应的数值结果相比,算法的迭

代次数较少,而且精度更高.

结束语　本文构建了一个无参数的连续填充函数P(x,

x∗
１ ),它解决了含参数的填充函数调节困难的问题,加强了运

算的实用性,同时也提高了此算法的运算效率.从文中算例

验证可知,此填充函数算法是可行的.

接下来的任务是在该算法的基础上,找出更好的填充函

数;也可以把此算法应用于整数规划、带约束的非线性优化、

多目标优化领域,或与其他方法结合使用[１５Ｇ１８].
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