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摘　要　许多应用领域对系统的计算密度有很高的要求,这里的计算密度指的是系统在一定体积或面积内的计算能力,这也是

网格计算和云计算等大量分布式计算不能完全代替超级计算的原因.超级计算机在新兴领域也有大量应用.陈左宁院士指

出,美国正在研制一台具有新型先进体系结构(很可能不是经典的体系结构)的 E级超级计算机,中国也在积极研制自己的 E
级超级计算机.互连网络是超级计算机体系结构的重要组成部分,陈国良院士指出,互连网络对系统的性能价格比有决定性的

影响.文中设计了互连网络的模p剩余类加群的笛卡尔积模型.超立方体和折叠立方体等著名的互连网络都可用这种模型表

征,更为重要的是,利用此模型还设计出了多种新的互连网络.这些新的互连网络都有它们各自的特点,也极大地丰富了互连

网络的种子库.
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１　引言

超级计算机通常由多个甚至成百上千个处理器(机)组

成,具有巨大的数据计算能力和数据处理能力,能计算普通个

人计算机和服务器不能完成的大型复杂课题.超级计算机广

泛应用于科技、工业、军事等的最尖端领域.超级计算机的研

制能力已成为国际上衡量一个国家综合国力和科技水平的最

重要标志之一.第一个研发出符合超级计算机定义产品的人

是西蒙．克雷(SeymourRogerCray)[１].２０世纪以来,科学计

算、科学实验和理论研究一起成为研究世界的三大支柱.超

级计算机为解决国家经济建设、科学进步、国家安全等一系列

重大挑战问题提供了不可替代的重要手段[２].在许多应用领

域对系统计算密度有很高的要求,这里的计算密度指的是系

统在一定体积或面积内的计算能力,这也是网格计算和云计

算等大量分布式计算不能完全代替超级计算的原因[２].

美国正在研制一台具有新型先进体系结构的 E级超级

计算机原型系统,很可能不是经典的体系结构;中国也正在积

极研制自己的E级超级计算机[２].

互连网络是超级计算机体系结构的重要组成部分,它对

系统的性能价格比有着决定性的影响[３].

互连网络通常模型化为一个图,顶点对应处理器(机),边

对应通讯链路[４].该图(或网络)上的通信由一个信息通信协

议来实现,通信延迟由信息经过的边数来度量.这个网络的

关键特征指标有它的顶点度、直径、阻塞、对称性、连通度、路



由算法以及结构[５,１０Ｇ１１].典型的互连网络拓扑有圈、完全图、

超立方体、折叠立方体、星网络、冒泡排序网络、煎饼网络

等[５Ｇ１３].为设计出各具特点(因互连网络的有些特征指标是

相互矛盾的,例如高连通度和小而固定的顶点度等)的互连网

络,文献[５,１０Ｇ２１]提出了互连网络的多种模型.Liu等[２２]研

究了“神威．太湖之光”超级计算机系统的应用及 E级可扩展

性.Du等[２３]提出了dＧ连续有向图(dＧconsecutivedigraph)的

概念.

本文提出了互连网络的模p 剩余类加群的笛卡尔积模

型,超立方体和折叠超立方体等著名的互连网络都可用这种

模型来表征,更为重要的是,利用此模型还设计出了多种新的

互连网络,这些新的互连网络都有它们各自的特点,极大地丰

富了互连网络的种子库.

本文第２节介绍了双{１,－１}图生成的模p剩余类加群

的笛卡尔积图;第３节介绍了多{１,－１}超图生成的模p剩余

类加群的笛卡尔积图;第４节介绍了双１图生成的模２剩余

类加群的笛卡尔积网络;第５节介绍了加星网络;第６节介绍

了加煎饼网络;第７节介绍了加立方煎饼网络;第８节介绍了

双１图煎饼网络;最后总结全文.

２　双{１,－１}图生成的模p剩余类加群的笛卡尔积图

　　H 是一个有限加法群,S是H 的一个生成集且如果s∈S
则－s∈S.构造图Cay(H,S):顶点集V＝H;对任意的x,

y∈H,x与y连一边当且仅当存在s∈S使得x＝y＋s.称该

图为H 关于生成集S的加法Cayley图,简称为加法Cayley图.

设Zp 是模p 剩余类加群,S是Zp 的生成集且对任意的

s∈S有－s∈S.加法Cayley图Cay(Zp,S)的定义如下:顶点

集为Zp;边集为{(g,g＋s)|g∈Zp,s∈S}.m 个Zp 的笛卡尔

积Zp×Zp××Zp 是一个阶数为pm 的有限加法群,记为

(Zm
p ,＋),其中,Zm

p ＝{xmxm－１x２x１|xi∈Zp,i＝１,２,,m};

对任意的xmxm－１ x２x１,ymym－１ y２y１ ∈Zm
p 有xmxm－１ 

x２x１＋ymym－１ y２y１ ＝(xm ＋ym )(xm－１ ＋xm－１ ＋ym－１)

(x２＋y２)(x１＋y１).

例１　Sp(１)＝{１０００,０１００,,００００１,(－１)００

０,０(－１)００,０００(－１)}是Zm
p 的生成集且如果s∈Sp(１)

则－s∈Sp(１).那么加法 Cayley图Cay(Zm
p ,Sp(１))就是p

元m 维立方体Qm(p).

我们引入如下记号:

Sp(１,１)＝{smsm－１s２s１|恰有一对(i,j)使得si,sj∈{１,

－１}且sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m,i,j＝１,２,,m}

设G是一个顶点集为{１,２,,m}和边集为E(G)的简单

图.定义Sp(G)如下:

当p＞２时,Sp (G)＝{smsm－１ s２s１|si,sj ∈{１,－１}且

sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m,当且仅当(i,j)∈E(G)}∪{１００

０,(－１)０００},此时称(G,p)为双{１,－１}图;

当p＝２时,Sp(G)＝{smsm－１s２s１|si,sj∈{１}且sk＝０,

k≠i,j,k＝１,２,,m,当且仅当(i,j)∈E(G)}∪{１０００},此
时称(G,p)为双１图,记为(G,２).

这样我们就有下述定理.

定理１　如果G是顶点集为{１,２,,m}的连通图,则Sp

(G)是加法群Zm
p 的生成集且如果s∈Sp(G)则－s∈Sp(G).

证明:由Sp (G)定义易知,如果s∈Sp (G),则－s∈Sp

(G).

下面证明Sp(G)是Zm
p 的生成集:

(１)p＞２.易知,Sp(１)＝{１０００,０１００,,００００１,

(－１)０００,０(－１)００,,００００(－１)}是Zm
p 的生成集.

用００１(i)００表示smsm－１s２s１ 中仅有第i个分量

si＝１,其余的sk＝０,k≠i,k＝１,２,,m.

用００１(i)００表示smsm－１s２s１ 中恰有两个分量si＝
１＝sj,其余的sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m.

用００(－１)(i)００(－１)(j)００表示smsm－１s２s１ 中

恰有两个分量si＝－１,sj＝－１,其余的sk＝０,k≠i,j,k＝１,

２,,m.

用００(－１)(i)００１(j)００表示smsm－１s２s１ 中si＝
－１,sj＝１,其余的sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m.

用００１(i)００(－１)(j)００表示smsm－１ s２s１ 中

si＝１,sj＝－１,其余的sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m.

因为双{１,－１}图(G,p)中的G 是连通图,所以,对任意

i∈{１,２,,m},G中有一条１到i的路,记为１－j１－j２－－

jk－i,不防设１＜j１＜j２＜＜jk＜i,则:

００１(i)００＝１(１)００＋(－１)(１)００１(j１)００＋
００(－１)(j１)００１(j２)００＋＋０

０(－１)(jk)０１(i)００
００(－１)(i)００＝(－１)(１)００＋１(１)００(－１)(j１)

００＋００１(j１)００(－１)(j２)０

０＋＋００１(jk)０(－１)(i)００
所以,Sp(１)中任意元素均可由Sp(G)中的元素表示,故Sp

(G)是Zm
p 的生成集.

(２)p＝２,００(－１)(i)００＝００１(i)００,用００１
(i)００１(j)００表示smsm－１s２s１ 中恰有两个分量si＝１＝
sj,其余的sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m.

因为双１图(G,２)中的G是连通图,所以,对任意i∈{１,

２,,m},G中有一条１到i的路,记为１－j１－j２－－jk－
i,不防设１＜j１＜j２＜＜jk＜i,则:

００１(i)００＝１(１)００＋１(１)００１(j１)００＋００１
(j１)００１(j２)００＋＋００１(jk－１)

００１(jk)００＋００１(jk)００１(i)００
所以,Sp(１)中任意元素均可由Sp(G)中元素表示,故Sp(G)

是Zm
p 的生成集.

证毕.

定义１　设G是顶点集为{１,２,,m}和边集为E(G)的

连通简单图,p≥２是自然数,进而有:

(１)当p＞２时,称Cayley图Cay(Zm
p ,Sp(G))为由双{１,

－１}图(G,p)生成的模p 剩余类加群的笛卡尔积图,记为

Cay(Zm
p ,Sp(G));

(２)当p＝２时,称Cayley图Cay(Zm
p ,Sp(G))为由双１图

(G,p)生成的模２剩余类加群的笛卡尔积图,记为Cay(Zm
２ ,

S２(G)).

３　多{１,－１}超图生成的模p剩余类加群的笛卡尔

积图

　　设 HG＝({１,２,,m};E１,E２,,En)是一个超图,即
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E１,E２,,En 是{１,２,,m}上的一个子集簇且满足:

(１)Ei≠Ø,i＝１,２,,n;

(２)∪
n

i＝１
Ei＝{１,２,,m}.

如果还满足:
(３)Ei⊂Ej⇒i＝j

则称 HG为简单超图.

在超图 HG中,{１,２,,m}中元素１,２,,m 称为顶点,

集合E１,E２,,Em 称为边.简单图是一个每条边均含２个

顶点的简单超图.

令Sp(HG)＝{smsm－１s２s１|si１
,si２

,,sil ∈{１,－１}且

sk＝０,k＝１,２,,m 且k∉{i１,i２,,il}当且仅当存在 HG的

边Eq＝{i１,i２,,il}}∪{１００,(－１)００}.

当Sp(HG)是 Zm
p 的 生 成 集 时,取 T 为 顶 点 集 为 {１,

２,,m}的空图,则 HG与T 的并超图HG∪T(它的顶点集

为 HG的顶点集与T 的顶点集的并集{１,２,,m},它的边集

为 HG的边集与T 的边集的并集{E１,E２,,Em})为 HG,而

且Sp(HG∪T)＝Sp(HG);当Sp(HG)不是Zm
p 的生成集时,

取T 为顶点集为{１,２,,m}和边集为E(T)的一棵树,则构

造 HG与T 的并超图 HG∪T:它的顶点集为 HG 的顶点集

与T 的顶点集的并集{１,２,,m},它的边集为 HG的边集与

T 的边集的并集{E１,E２,,Em}∪E(T),而且令Sp(HG∪
T)＝{smsm－１s２s１|si１

,si２
,,sil ∈{１,－１}且sk＝０,k＝１,

２,,m 且k∉{i１,i２,,il}当且仅当存在 HG∪T 的边Eq＝
{i１,i２,,il}}∪{１００,(－１)００}.

当p＞２时,称(HG∪T,p)为多{１,－１}超图;当p＝２
时,－１＝１,称(HG∪T,p)＝(HG∪T,２)为多１超图.

综上所述,有如下定理.

定理２　Sp(HG∪T)是Zm
p 的生成集且若s∈Sp(HG∪

T)则－s∈Sp(HG∪T).

证明:当Sp(HG)是Zm
p 的生成集时,取 T 为顶点集为

{１,２,,m}的空图,Sp(HG∪T)＝Sp(HG)是Zm
p 的生成集.

当Sp(HG)不是Zm
p 的生成集时,取 T 为顶点集为{１,

２,,m}的一棵树,此时,T 是连通图,而E(T)是E(HG∪T)

的子集,因此,Sp(T)是Sp(HG∪T)的子集,由定理１知,Sp

(T)是Zm
p 的生成集,因此,Sp(HG∪T)是Zm

p 的生成集,而且

由Sp(HG∪T)的定义易知,若s∈Sp (HG∪T)则－s∈Sp

(HG∪T).

由定理２可构造Cayley图Cay(Zm
p ,Sp(HG∪T)).

当p＞２时,称Cay(Zm
p ,Sp(HG∪T))为多{１,－１}超图

(HG,p)生成的模 p 剩余类加群的笛卡尔积图,记为 Cay
(Zm

p ,Sp(HG∪T));当p＝２时,称Cay(Zm
２ ,S２(HG∪T))为

多１超图(HG,２)生成的模２剩余类加群的笛卡尔积图,记为

Cay(Zm
２ ,S２(HG∪T)).

下面我们举几个例子.
例２　超图 HG＝({１,２,,m};{１},{２},,{m}),
(１)当p＞２时,Sp (HG)＝{１００,０１００,,００１,

(－１)００,０(－１)００,,００(－１)}是Zm
p 的生成集,取T

为顶点集为{１,２,,m}的空图,HG∪T＝HG,Sp (HG∪
T)＝Sp(HG),(HG∪T,p)为多{１,－１}超图,Cayley图Cay
(Zm

p ,Sp(HG∪T))为p元m 维立方体;
(２)当p＝２时,S２(HG)＝{１００,０１００,,００１}是

Zm
２ 的生成集,取 T 为顶点集为{１,２,,m}的空图,HG∪

T＝HG,S２(HG∪T)＝S２(HG),(HG∪T,２)为多１超图,

Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(HG∪T))为m 维超立方体Qm.

例３　超图 HG＝({１,２,,m};{１},{２},,{m},{１,

２,,m}),S２(HG)＝{１００,０１００,,００１,１１１}是

Zm
２ 的生成集,取 T 为顶点集为{１,２,,m}的空图,HG∪

T＝HG,S２(HG∪T)＝S２(HG),(HG∪T,２)为多１超图,

Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(HG∪T))为m 维折叠超立方体FQm.

例４　 超图 HG＝ ({１,２,,m};{１},{１,２},,{１,

２,,m}),称 为 煎 饼 超 图,记 为 Pm,取 T 为 顶 点 集 为 {１,

２,,m}的空图,记Sp(HG∪T)为Sp(Pm).
(１)当 p＞２ 时,Sp (Pm )＝ {sm００,smsm－１００,,

smsm－１s２s１|si∈{１,－１},i＝１,２,,m},是Zm
p 的生成集,

(Pm,p)为多{１,－１}煎饼超图,Cayley图Cay(Zm
p ,Sp(Pm))

称为m 维煎饼模p 剩余类加群的笛卡尔积网络,记为Cay
(Zm

p ,Sp(Pm));
(２)当p＝２时,S２(Pm)＝{１００,１１００,,１１１}是

Zm
２ 的生成集,(Pm,２)为多１煎饼超图,Cayley图Cay(Zm

２ ,S２

(Pm))称为m 维煎饼模２剩余类加群的笛卡尔积网络,简称

为加煎饼网络,记为APm.

定理３　(１)p＞２ 时,Sp (Pm )有 ２１ ＋２２ ＋  ＋２m ＝
２m＋１－２个元素;

(２)p＝２时,Sp(Pm)有１１＋１２＋＋１m＝m 个元素;
(３)p＞２时,m 维煎饼模p 剩余类加群的笛卡尔积网络

Cay(Zp
m,Sp(Pm))是２m＋１－２的正则图,有pm 个顶点;

(４)p＝２时,m 维煎饼模２剩余类加群的笛卡尔积网络

Cay(Zm
２ ,S２(Pm)),即加煎饼网络APm 是m 正则图,有２m 个

顶点.

４　双１图生成的模p剩余类加群的笛卡尔积网络

　　由定义１中的(２)有双１图(G,２)生成的模２剩余类加群

的笛卡尔积图,当G 取不同的连通简单图时,即G 的顶点集

为Zm
２ ,边集取如下各种不同的集合,就得到各种互连网络.
(１)G的边集E(G)＝{(１,i)|i＝２,３,,m},即G 是星

STm,S２(STm)＝{１１００,１０１００,１００１}∪{１００},称

Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(STm))为加星网络,记为ASm.

(２)G的边集E(G)＝{(i,i＋１)|i＝１,２,,m－１},即G是

１到 m 的路Bm,S２(Bm)＝{１１００,０１１００,,００１１}∪
{１００},称Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(Bm))为加冒泡排序网络,
记为ABm.

(３)G的边集E(G)＝{(i,i＋１)|i＝１,２,,m－１}∪
{(１,m)},即G是圈MBm,S２(MBm)＝{１１００,０１１００,,

００１１,１００１}∪{１００},称Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(MBm))

为加修正冒泡排序网络,记为AMBm.
(４)G的边集E(G)＝{(i,i＋１)|i＝２,３,,m－１}∪

{(１,i)|i＝２,３,,m},即G 是冒泡排序星BSm,S２(BSm)＝
{０１１００,００１１００,,００１１}∪{１１００,１０１００,,

１０１}∪{１００},称Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(BSm))为加冒泡

排序星网络,记为ABSm.
(５)G的边集E(G)＝{(i,i＋１)|i＝２,３,,m－１}∪

{(２,m)}∪{(１,i)|i＝２,３,,m},即G 是轮Wm,S２(Wm)＝
{０１１００,００１１００,,００１１,０１００１}∪{１１００,１０１０
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０,,１０１}∪{１００},称Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(Wm))为加

轮网络,记为AWm.
(６)G的顶点集V(G)＝{１,２,,p,p＋１,,m},边集E

(G)＝{(１,i)|i＝２,３,,p}∪{(２,j)|j＝p＋１,p＋２,,

m},记为DS(p,m),S２(DS(p,m))＝{１１００,１０１００,,

１００１(p－１)０,１００１(p)００}∪{０１００１(p＋１)００,

０１００１(p＋２)００,,０１００１(m)}∪{１００},称 Cayley
图Cay(Zm

２ ,S２(DS(p,m)))为加双星网络,记为ADS(p,m).
(７)G 为m 阶完全图CTm,即CTm 的边集E(CTm )＝

{(i,j)|１≤i＜j≤m},S２(CTm)＝{００１(i)００１(j)００|

１≤i＜j≤m}∪{１００},称 Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(CTm ))为

加完全网络,记为ACTm.
(８)G的边集E(G)＝{(１,２),(１,i),(２,i)|i＝３,４,,

m},记为TTm,称为三角塔,S２(TTm)＝{１０１００,１００１０

０,,１００１,０１１００,０１０１００,,０１００１}∪{１１００}∪
{１００},称 Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(TTm))为加三角塔网络,

记为ATTm.
(９)若G为顶点集V(G)＝{１,２,,m}的一棵树Tm,则

称Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(Tm))为加树网络,记为ATm.

进而,当双１图G 取不同的连通图时,还可以设计出更

多的互连网络.
下文介绍图的 Hamilton可分解的概念.

定义３　设G是r正则连通图,若G满足下列条件之一:
(１)当r为偶数时,G可分解为边不交的r/２个 Hamilton

圈的并;
(２)当r为奇数时,G 可分解为边不交的(r－１)/２个

Hamilton圈和一个完美匹配的并;
则称G是 Hamilton可分解的.

我们提出如下猜想:

猜想１　如果双１图G为连通图,则双１图G生成的模２
剩余类加群的笛卡尔积图是 Hamilton可分解的.

针对以上９类网络,作为上述猜想４．１的特例,我们有:

猜想１．１　 上 述 ９ 类 网 络 ASm,ABm,AMBm,ABSm,

AWm,ADSm,ACTm,ATTm,ATm 中的每一个都是 Hamilton
可分解的.

５　加星网络

下文讨论加星网络ASm 的性质.

加星网络ASm 的顶点集为Zm
p ,生成加星网络ASm 的双

１图STm 的顶点集V(STm)＝{１,２,,m},边集E(STm)＝
{(１,i)|i＝２,３,,m};加星网络ASm 的生成集S２(STm)＝
{１００,１１００,１０１００,,１００１}.

例５　加星网络 AS２ 的顶点集V(AS２)＝{００,０１,１０,

１１}.双１图ST２ 的顶点集V(ST２)＝{１,２},边集E(ST２)＝
{(１,２)};加星网络AS２ 的生成集S２(ST２)＝{１０,１１}.加星

网络AS２ 的边集 E(AS２)＝{(００,１０),(００,１１),(１０,０１),
(０１,１１)}.

例６　加星网络AS３ 的顶点集V(AS３)＝{０００,００１,０１０,

０１１,１００,１０１,１１０,１１１}.双１图ST３ 的顶点集V(ST３)＝
{１,２,３},边集E(ST３)＝{(１,２),(１,３)};加星网络AS３ 的生

成集S２(ST３)＝{１００,１１０,１０１}.加星网络 AS３ 的边集 E
(AS３)＝ {(０００,１００),(０００,１１０),(０００,１０１),(００１,１０１),

(００１,１１１),(００１,１００),(０１０,１１０),(０１０,１００),(０１０,１１１),
(０１１,１１１),(０１１,１０１),(０１１,１１０)}.

引理２[１０Ｇ１１]　如果S是有限群的极小生成集且不含单位

元,则Cayley图Cay(Γ,S)的连通度κ(Cay(Γ,S))＝|S|,其
中|S|表示S中含元素的个数.

引理３　(１)S２(１)＝{１００,０１００,,００１}是有限

加群Zm
２ 的极小生成集;

(２)S２(STm)＝{１００,１１００,１０１００,,１００１}与

S２(１)等价,即S２(STm)与S２(１)中元素可相互表示;

(３)S２(STm)是Zm
２ 的极小生成集且不含单位元.

由加星网络ASm 的定义、引理２及引理３可知,加星网

络ASm 有如下性质:

定理４　(１)ASm 有２m 个顶点,边数为m２m－１,是m 正则

图;
(２)ASm 是Cayley图,是点可迁图;
(３)ASm 的连通度为m;
(４)ASm 的直径为m;
(５)ASm 是二部图(X,Y),其中,X＝{１sm－１sm－２s２s１|

si∈{０,１},i＝１,２,,m－１},Y＝{０sm－１sm－２s２s１|si∈{０,

１},i＝１,２,,m－１}.

证明:(１)由ASm 的定义立即可得.
(２)由ASm 的定义立即可得.
(３)由引理２、引理３以及定理３中的(２)立即可得.
(４)由２)知,ASm 是点可迁图,只要证明顶点０００到某

顶点的距离为 m 即可.而当 m 为奇数时,１１１＝０００＋
１００＋１１００＋１０１００＋＋１００１,因此顶点０００到

１１１的距离为m;当m 为偶数时,０１１１＝０００＋１００＋
１１００＋１０１００＋＋１００１,故顶点０００到０１１的距

离为m.总之,无论 m 是奇数还是偶数,顶点０００到某顶

点的距离为m,因此ASm 的直径为m.
(５)显然.

６　加煎饼网络

由第３节例３中的(２)知,加煎饼网络APm 即为 Cayley
图Cay(Zm

２ ,S２(Pm)),因此APm 是点可迁图.

性质１　加煎饼网络APm 有２m 个顶点,是m 正则图,边

数为m２m－１.

性质２　在加煎饼网络APm 中,当m为偶数时,顶点０００
到顶点０１０１０１的距离为m;当m 为奇数时,顶点０００到

顶点０１０１０１１的距离为m－１.

证明:当m 为偶数时,０１０１０１＝０００＋０１(２)００＋
０００１(４)００＋＋０００００１(m),另有０００１(２i)００００＝
１１(２i－１)００＋１１(２i)００,其中,i＝１,２,,m/２,因
此,０００到０１０１０１的距离为m/２×２＝m.

当m 为奇数时,０１０１０１１＝０００＋０１(２)００＋０００１
(４)００＋＋０００１(m－３)００＋０００１(m－２)００＋００

００１(m－１)１(m),又有０００１(２i)０００＝１１１(２m－１)０

０＋１１１(２i)００,其中,i＝１,２,,(m－３)/２,而０００１
(m－１)１(m)＝１１１(m－２)００＋１１１１(m),因此０００到

０１０１０１１的距离
为m－３

２ ×２＋２＝m－１.

我们提出如下猜想.
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猜想２　加煎饼网络APm 是 Hamilton可分解的.

７　加立方煎饼网络

显然S１(１)∪S２(Pm)是群Zm
２ 的生成集,因此有 Cayley

图Cay(Zm
２ ,S１(１)∪S２(Pm)),称Cay(Zm

２ ,S１(１)∪S２(Pm))
为加立方煎饼网络,记为AQPm.

AQPm 有以下性质.
定理５　加立方煎饼网络AQPm 有以下性质:
(１)AQPm 有２m 个顶点和(２m－１)２m－１条边;
(２)AQPm 是２m－１正则图;
(３)AQPm 是Cayley图,是点可迁图;
(４)AQPm 的连通度为２m－１;

(５)AQPm 的直径为 m
２

.

证明:性质(１)－性质(３)由AQPm 的定义立即可得.
性质(４):S１(１)∪S２(Pm)是AQPm 的生成集,而S１(１)

和S２(Pm)都是Zm
２ 的极小生成集,而且S１(１)∩S２(Pm )＝

{１００},因此AQPm 是超立方体Qm 和加煎饼网络APm 的

并图且仅有１００产生的一条边重叠,又有超立方体Qm 和加

煎饼网络APm 的连通度都是m,故AQPm 的连通度为２m－１.
性质(５)当m 为偶数时,

０１０１０１＝００００＋０１００００＋０００１００００＋＋００００

０１

因此,００００到０１０１０１的距离为m
２

.

１１１＝０００＋１１１,因此,０００到１１１的距离为

１.另有０００到１１１(i)００的距离为１,i＝１,２,,m.
故０００到smsm－１s２s１ 的距离为:

１)d(０００,smsm－１s２s１)≤m
２

,当smsm－１s２s１ 中１的

个数小于等于m/２时;

２)d(０００,smsm－１s２s１)＝d(１１１,smsm－１s２s１)＋１≤
m
２

,当smsm－１s２s１ 中１的个数大于m
２

时.

因此,当m 是偶数时,AQPm 的直径为 m
２

.

当m 为奇数时,０１０１０１０＝０００＋０１００００＋ ＋

０００００１０,所以０００到０１０１０１０的距离为m－１
２

;

０１０１０１１＝０００＋０１０００００＋０００１０００００＋ ＋
０００００１(m－３)０００＋０００００１１

０００００１１＝１１１(m－２)００＋１１１１１

因此,０００００到０１０１０１１的距离为m－３
２ ＋２＝m＋１

２ ＝

m
２

;

与m 是偶数时类似,对AQPm 的其他顶点smsm－１s２s１

都有d(０００,smsm－１s２s１)≤ m
２

,所以,当 m 是奇数时,

AQPm 的直径为 m
２

.

总之,AQPm 的直径为 m
２

.

８　双１图煎饼网络

设双１图(G,２)中G 是连通图,S２(G)＝{smsm－１s２s１|

si,sj∈{１}且sk＝０,k≠i,j,k＝１,２,,m,当且仅当(i,j)∈E
(G)}∪{１０００};多１煎饼超图(Pm,２)中 Pm ＝({１,２,,

m};{１},{１,２},,{１,２,,m}),S２(Pm)＝{１００,１１０

０,,１１１}.因为S２(Pm)是Zm
２ 的生成集,所以S２(G)∪S２

(Pm)是Zm
２ 的生成集,这样就有 Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(G)∪
S２(Pm)),称该Cayley图为加双１图煎饼网络,记为AGPm.

当G取不同的连通图时,我们就设计出如下各种新的互

连网络:
(１)STm 是星,STm 的边集合E(STm )＝{(１,i)|i＝２,

３,,m},S２(STm)＝{１１００,１０１０００,,１０００１}∪{１００

０},这样就有Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(STm)∪S２(Pm)),称为加

星煎饼网络,记为ASPm.
(２)Bm 是路,Bm 的边集合E(Bm )＝{(i,i＋１)|i＝１,

２,,m－１},S２(Bm)＝{１１００,０１１０００,,００００１１}∪
{１０００},这样就有 Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(Bm)∪S２(Pm)),

称为加冒泡排序煎饼网络,记为ABPm.
(３)MBm 是圈,MBm 的边集合E(MBm)＝{(i,i＋１)|i＝

１,２,,m－１}∪{(１,m)},S２ (MBm )＝{１１００,０１１００

０,,００００１１}∪{１０００１}∪{１０００},这样就有 Cayley
图Cay(Zm

２ ,S２(MBm)∪S２(Pm)),称为加修正冒泡排序煎饼

网络,记为AMBPm.
(４)BSm 是冒泡排序星,BSm 的边集合E(BSm)＝{(１,i)|

i＝２,３,,m}∪{(i,i＋１)|i＝２,３,,m－１},S２(BSm )＝
{１１００,１０１０００,,１０００１}∪{０１１００,００１１０００,,

００００１１}∪ {１０００},这 样 就 有 Cayley 图 Cay(Zm
２ ,S２

(BSm)∪S２(Pm )),称为加冒泡排序星煎饼网络,记为 ABＧ
SPm.

(５)Wm 是轮,Wm 的边集合E(Wm)＝{(１,i)|i＝２,３,,

m}∪{(i,i＋１)|i＝２,３,,m－１}∪{(２,m)},S２(Wm )＝
{１１００,１０１０００,,１０００１}∪{０１１００,００１１０００,,

００００１１}∪{０１０１}∪{１０００},这样就有 Cayley图Cay
(Zm

２ ,S２(Wm)∪S２(Pm)),称为加轮煎饼网络,记为AWPm.
(６)DSm 是双星,DSm 的顶点集V(DSm )＝{１,２,,p,

p＋１,,m},DSm 的边集合E(DSm)＝{(１,i)|i＝２,３,,

p}∪{(２,i)|i＝p,p＋１,,m},S２(DSm)＝{１１００,１０１００

０,,１０００１(p)００}∪{０１００１(p＋１)００,０１００１
(p＋２)００,,０１００１}∪{１０００},这样就有 Cayley图

Cay(Zm
２ ,S２(DSm )∪S２(Pm )),称为加双星煎饼网络,记为

ADSPm.
(７)CTm 是m阶完全图,CTm 的边集合E(CTm)＝{(i,j)|

１≤i＜j≤m},S２(CTm)＝{００１(i)００１(j)００|(i,j)∈E
(CTm)}∪{１０００},这样就有Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(CTm)∪
S２(Pm)),称为加完全煎饼网络,记为ACTPm.

(８)TTm 是三角塔,TTm 的边集合E(TTm )＝{(１,i),
(２,i)|i＝３,４,,m}∪{(１,２)},S２(TTm)＝{１００１(i)０

０,０１００１(i)０００|i＝３,４,m}∪{１１００}∪{１０００},这
样就有Cayley图Cay(Zm

２ ,S２(TTm)∪S２(Pm)),称为加三角

塔煎饼网络,记为ATTPm.
(９)TRm 是树,TRm 的边集合为E(TRm ),S２(TRm )＝

{００１(i)００１(j)００|(i,j)∈E(TRm)}∪{１０００},这样

就有Cayley图Cay(Zm
２ ,S２(TRm)∪S２(Pm)),称为加树煎饼

网络,记为ATRPm.

３０３师　腾,等:互连网络的模p剩余类加群的笛卡尔积模型



进而,我们提出如下猜想.
猜想３　双１图煎饼网络AGPm 是 Hamiton可分解的.

特别地,有:
猜想３．１　加星煎饼网络ASPm 是 Hamilton可分解的.
猜想３．２　加冒泡排序煎饼网络 ABPm 是 Hamilton可

分解的.
猜想３．３　加修正冒泡排序煎饼网络AMBPm 是 HamilＧ

ton可分解的.
猜想３．４　加冒泡排序星煎饼网络ABSPm 是 Hamilton

可分解的.
猜想３．５　加轮煎饼网络AWPm 是 Hamilton可分解的.
猜想３．６　加双星煎饼网络ADSPm 是Hamilton可分解的.
猜想３．７　加完全煎饼网络ACTPm 是Hamilton可分解的.
猜想３．８　加三角塔煎饼网络ATTPm 是 Hamilton可分

解的.
猜想３．９　加树煎饼网络ATRPm 是 Hamilton可分解的.
结束语　陈左宁院士指出,美国正在研制一台具有新型

先进体系结构(很可能不是经典的体系结构)的 E级计算机;
中国也在积极研制自己的 E级计算机.互连网络是超级计

算机体系结构的重要组成部分,陈国良院士指出,互连网络对

系统的性能价格比有决定性的影响.本文提出了互连网络的

模p剩余类加群的笛卡尔积模型,利用此模型设计出了多种

新的互连网络,进而揭示了这些新互连网络的一些基本性质

和特点,当然据此模型还会设计出其他新的互连网络,另外,
已设计出的这些互连网络的许多特性还有待进一步的研究.
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