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摘　要　形式背景的属性约简是形式概念分析的重要研究内容之一.文中研究形式背景保持面向对象(属性)概念格结构的属

性约简方法.通过分析相应的粒概念,提出了一种新的基于面向对象概念格和基于面向属性概念格的协调集判定定理,进而得

到了新的可辨识属性集和可辨识属性矩阵,借助布尔逻辑公式转换给出了约简计算方法.提出的方法可以避免计算所有面向

对象的形式概念及面向属性的所有形式概念.另外,提出了面向对象概念格和面向属性概念格的属性特征,给出了绝对必要属

性、相对必要属性、绝对不必要属性的等价描述.
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１　引言

Wille在 ２０ 世 纪 ８０ 年 代 首 先 提 出 了 形 式 概 念 分 析

(FCA)理论[１],也称概念格理论.该理论是根据数据集中对

象与属性之间的二元关系建立的一种概念层次结构,体现了

形式概念之间的泛化和特化关系.作为数据分析与知识处理

的一种有效数学工具,FCA 在许多领域得到了广泛应用,如
知识工程、机器学习、模式识别、专家系统、决策分析、数据挖

掘等[２Ｇ４].

形式背景的属性约简问题一直是形式概念分析的重要研

究内容之一,其理论与方法受到了学术界的广泛关注.通过

属性约简可以获得更简洁的知识,并揭示属性之间的依赖关

系.Ganter等[５]提出了协调子形式背景的概念,从减少行与

列的角度提出了可约简属性与可约简对象的概念,并分析了

相关属性的特征.２００５年,Zhang等[６]给出了协调属性集的

判断定理,提出了形式概念的区分属性与区分矩阵的概念,并
借助布尔逻辑公式转换给出了约简计算方法.２００９年,Qi[７]

对文献[６]中的约简计算方法进行了改进,在构造区分属性矩

阵时,只需比较具有直接上下邻关系的形式概念.Li等[８]利

用对象概念和属性概念给出一种新的可辨识属性集,从而改

进了约简计算方法.在 Wille概念格的基础上,Duntsch和

Gediga[９]引入了一对模态近似算子构造了面向属性的概念

格,Yao[１０]进一步建立了面向对象的概念格.Liu[１１]给出了

面向对象概念格和面向属性概念格的协调集判定定理和属性

特征.Liu等[１２]针对面向属性的概念格与面向对象的概念格

给出了协调集判定定理,通过概念的区分属性给出了属性约

简方法,并刻画了概念格约简与信息系统约简之间的关系.

Medina[１３]刻画了概念格、面向属性概念格以及面向对象概念

格中的属性特征.２０１３年 Wang[１４]用覆盖粗糙集思想,提出

了面向对象概念格的可简化属性概念,并进一步得到它的属



性约简的判定定理,得到了面向对象概念格的属性约简的新

方法.Wang[１５]基于概念格的交(并)不可约元分别研究了经

典形式背景的概念格、面向对象概念格以及面向属性概念格

的属性约简问题.Wan等[１６]从对象集的每一个等价类所拥

有的属性子集之间的包含关系出发,构造相应的 Hasse图,直
接得到面向属性概念格的并稠密子集.Liang等[１７]从直观图

出发,寻找一种保持面向属性概念格和面向对象概念格的并

(交)不可约元外延不变的属性约简,对概念格结构进行简化,
从而达到简化知识库的目的.

本文针对面向对象概念格与面向属性概念格给出一种新

的形式背景协调属性集判定定理,从粒概念的角度提出一种

新的可辨识属性矩阵,并刻画面向属性概念格与面向对象概

念格的属性特征.

２　预备知识

本节简单回顾形式概念分析中的一些基本概念和性质.
定义１[１]　一个形式背景是一个三元组(G,M,I),其中

G是对象集,M 是属性集,I是对象和属性之间的二元关系,
即I⊆G×M.对于任意g∈G,m∈M,(g,m)∈I表示对象g
具有属性m.

Wille针对形式背景提出了概念生成算子并构造了概念

格.Gediga等[９]提出了面向属性概念,给出了面向属性概念

格.Yao[１０]进一步提出了面向对象概念格.对于任意 X⊆
G,A⊆M,定义运算◇与□:

X◇ ＝{m∈M;∃g∈X((g,m)∈I)}

A◇ ＝{g∈G;∃m∈A((g,m)∈I)}

A□ ＝{g∈G;∀m∈M((g,m)∈I→m∈A)}

X□ ＝{m∈M;∀g∈G((g,m)∈I→g∈X)}
性质１[９Ｇ１０]　设(G,M,I)为形式背景,X１,X２⊆G,Y１,

Y２⊆M.算子◇与□有以下性质:
(１)X１⊆X２⇔X◇

１ ⊆X◇
２ ,X□

１ ⊆X□
２ ,Y１⊆Y２⇔Y◇

１ ⊆Y◇
２ ,

Y□
１ ⊆Y□

２ ;
(２)X□◇ ⊆X⊆X◇□ ,Y□◇ ⊆Y⊆Y◇□ ;
(３)X□◇□ ＝X□ ,X◇□◇ ＝X◇ ;
(４)(X１ ∪X２)◇ ＝X◇

１ ∪X◇
２ ,(X１ ∩X２)□ ＝X□

１ ∩X□
２ ,

(Y１∪Y２)◇ ,＝Y◇
１ ∪Y◇

２ ,(Y１∩Y２)□ ＝Y□
１ ∩Y□

２ .

定义２[９Ｇ１０]　设(G,M,I)为形式背景,对于任意 X⊆G,

A⊆M,如果X◇ ＝A,A□ ＝X,则称二元组(X,A)为一个面向

属性概念.如果X□ ＝A,A◇ ＝X,则称二元组(X,A)为一个

面向对象概念.
我们将形式背景(G,M,I)中所有面向属性概念所组成的

集合记为Lp(G,M,I),所有面向对象概念所组成的集合记为

LO(G,M,I).
对于任意(X１,Y１),(X２,Y２)∈Lp(G,M,I),定义相应的

序关系:
(X１,Y１)≤(X２,Y２)⇔X１⊆X２ 或(Y１⊆Y２)
在此序关系下Lp(G,M,I)构成完备格,称为面向属性概

念格.其上、下确界如下[９]:
(X１,Y１)∪(X２,Y２)＝((X１∪X２)◇□ ,(Y１∪Y２))
(X１,Y１)∩(X２,Y２)＝((X１∩X２),(Y１∩Y２)□◇ )
对于任意(X１,Y１),(X２,Y２)∈LO (G,M,I).定义它们

的序关系为:
(X１,Y１)≤(X２,Y２)⇔X１⊆X２ 或(Y１⊆Y２)

在此序关系下LO(G,M,I)是完备格,将其称为面向对象

概念格.其上、下确界如下[１０]:
(X１,Y１)∪(X２,Y２)＝((X１∪X２),(Y１∪Y２)◇□ )
(X１,Y１)∩(X２,Y２)＝((X１∩X２)□◇ ,(Y１∩Y２))
设(G,M,I)为形式背景,若E⊆M,令IE ＝I∩(G×E).

则(G,E,IE)也是形式背景,称为(G,M,I)的子形式背景[９].
易知X⊆G时,有X◇E ＝X◇ ∩E.

例１[１１]　表１给出了一个形式背景(G,M,I),其中G＝
{１,２,３,４,５}是对象集,M＝{a,b,c,d,e,f,g}是属性集.

表１　形式背景(G,M,I)

Table１　Formalcontext(G,M,I)

a b c d e f g
１ １ ０ １ ０ １ １ ０
２ １ １ ０ １ ０ ０ １
３ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
４ ０ ０ １ ０ ０ １ ０
５ １ １ ０ ０ ０ ０ １

由文献[１１]知该形式背景有９个面向对象概念:(G,M),
(１２３４,cdef),(１２５,abdeg),(１３４,cef),(１２,de),(２５,bdg),
(１,e),(２,d),(Ø,Ø).该形式背景有９个面向属性概念:
(G,M),(１３４５,abcefg),(２３４５,abcdfg),(５,abg),(１３４,

acef),(３４５,abcfg),(２５,abdg),(３４,cf),(Ø,Ø).
定义３[１２]　设LO(G,M１,I１)和LO(G,M２,I２)是两个面

向对象概念格.如果对任意(X２,B２)∈LO(G,M２,I２),存在

(X１,B１)∈LO(G,M１,I１),使得X１＝X２,则称 LO(G,M１,I１)
细于LO(G,M２,I２),记为LO(G,M１,I１)≤LO(G,M２,I２).

引理１[１２]　设 K＝(G,M,I)是形式背景,E⊆M,则LO

(G,M,I)≤LO(G,E,IE).

定义４[１２]　设K＝(G,M,I)是形式背景,E⊆M.如果

LO(G,E,IE)≤LO(G,M,I),则称E 是(G,M,I)的面向对象

协调集.若E是(G,M,I)的面向对象协调集,且E 的任意真

子集不是(G,M,I)的面向对象协调集,则称E 是(G,M,I)的
面向对象约简.

定义５[１２]　设(G,M,I)为形式背景,对于任意(X１,Y１),
(X２,Y２)∈LO (G,M,I),称λ((X１,Y１),(X２,Y２))＝Y１ ∪
Y２－Y１∩Y２ 为(X１,Y１)和(X２,Y２)的可辨识属性集.称Λ＝
λ((X１,Y１),(X２,Y２))为形式背景的可辨识属性矩阵.

定理１[１２]　设K＝(G,M,I)是形式背景,D⊆M,D≠Ø.

D 是面向对象协调集当且仅当对于任意(X１,Y１),(X２,Y２)∈
LO(G,M,I),若(X１,Y１)≠(X２,Y２),则D∩λ((X１,Y１),(X２,

Y２))≠Ø.
称f(Λ)＝ ∧

H∈Λ
(∨
h∈H

h)为(G,M,I)的面向对象辨识函数.

通过使用吸收律和分配律,将辨识函数f(Λ)变换为极小析取

范式,这个极小析取范式的所有合取子式恰为形式背景的所

有面向对象约简.
定义６[１２]　设Lp(G,M１,I１)和LP(G,M２,I２)是两个面

向属性概念格.如果对任意(X２,B２)∈LP(G,M２,I２),存在

(X１,B１)∈Lp(G,M１,I１),使得 X１＝X２,则称Lp(G,M１,I１)
细于Lp(G,M２,I２),记为Lp(G,M１,I１)≤Lp(G,M２,I２).

引理２[１２]　 设 K＝ (G,M,I)是 形 式 背 景,E⊆M,则

Lp(G,M,I)≤Lp(G,E,IE).

定义７[１２]　设K＝(G,M,I)是形式背景,E⊆M.如果

Lp(G,E,IE)≤Lp(G,M,I),则称E 是(G,M,I)的面向属性
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协调集.若E是(G,M,I)的面向属性协调集,且E 的任意真

子集不是(G,M,I)的面向属性协调集,则称E 是(G,M,I)的
面向属性约简.

定义８[１２]　设(G,M,I)为形式背景,对于任意(X１,Y１),
(X２,Y２)∈Lp (G,M,I),称λ((X１,Y１),(X２,Y２))＝Y１ ∪
Y２－Y１∩Y２ 为(X１,Y１)和(X２,Y２)的可辨识属性集.称

Λp＝λ((X１,Y１),(X２,Y２))为形式背景的可辨识属性矩阵.

定理２[１２]　设K＝(G,M,I)是形式背景,D⊆M,D≠Ø.

D 是面向属性协调集当且仅当对于任意(X１,Y１),(X２,Y２)∈
Lp(G,M,I),若(X１,Y１)≠(X２,Y２),则D∩λ((X１,Y１),(X２,

Y２))≠Ø.
称f(Λp)＝ ∧

H∈Λp

(∨
h∈H

h)为(G,M,I)的面向属性辨识函数.

通过辨识函数可以求出形式背景的全部约简,但首先需

要计算面向对象(属性)概念格中的所有形式概念.下节提出

一种新的可辨识属性矩阵,能避免计算所有的形式概念.

３　形式背景基于面向对象概念格的协调集判定定理

　　Li等[８]基于 Wille概念格中对象概念(g↑↓ ,g↓ )和属性

概念(m↓ ,m↓↑ ),提出了一种新的可辨识矩阵,给出了形式背

景基于 Wille概念格的属性约简方法.受此启发,本文将这

种形式的可辨识属性矩阵应用于面向对象概念格及面向属性

概念格.
定理３　设(G,M,I)为形式背景,D⊆M.D⊆M 是(G,

M,I)的面向对象协调集当且仅当对于任意g∈G,m∈M,如
果(g,m)∈I,则D∩(m◇□ －(G－{g})□ )≠Ø.

证明:(必要性)设 D 是面向对象协调集,g∈G,m∈M,
且(g,m)∈I.于是有((G－ {g})□◇ ,(G－ {g})□ ),(m◇ ,

m◇□ )∈LO (G,M,I).(m◇ ,m◇□ )和 ((G－ {g})□◇ ,(G－
{g})□ )下确界为:(m◇ ,m◇□ )∧((G－{g})□◇ ,(G－{g})□ )＝
((m◇ ∩(G－{g})□◇ )□◇ ,m◇□ ∩(G－{g})□ ).因为(g,m)∈
I,所以m∉(G－{g}□ ).由于 m∈m◇□ ,m∉(G－{g})□ ∩
m◇□ ,故有(m◇ ,m◇□ )∧((G－{g})□◇ ,(G－{g})□ )＜(m◇ ,

m◇□ ).由定理１得:

D ∩(m◇□ －m◇□ ∩ ((G－ {g})□ )＝D∩ (m◇□ (G－
{g})□ )≠Ø

(充分性)设(X１,A１),(X２,A２)∈LO(G,M,I),(X１,A１)≠
(X２,A２).不妨设存在g∈G,使得g∈X１,g∉X２.由g∈
X１＝A?

１ 可知存在m∈A１,使得(g,m)∈I.根据假设有 D∩
(m◇□ (G－{g})□ )≠Ø,故存在n∈D,使得n∈m◇□ ,n∉(G－
{g})□ .从 而 有n∈m◇□ ⊆A◇□

１ ＝A１.再 由 g∉X２ 可 知

X２⊆G－{g},A２＝X□
２ ⊆(G－{g})□ ,故n∉A２,D∩(A１－

A２)≠Ø.故D 是面向对象协调集.
由定理３,我们给出如下的面向对象辨识矩阵与面向对

象辨识函数.
定义９　设(G,M,I)是形式背景,任意g∈G,m∈M,面

向对象的概念ℓm＝(m◇ ,m◇□ )和∂g＝((G－{g})□◇ ,(G－
{g})□ )的可辨识属性集定义为:

η(∂g,ℓm)＝
m◇□ －(G－{g})□ , (g,m)∈I
Ø, 其他{

(G,M,I)的可辨识属性矩阵为:

ΛO＝{η(∂g,ℓm);g∈G,m∈M}
基于此定义,形式背景基于面向对象概念格的面向对象

可辨识函数为:f(ΛO)＝ ∧
H∈ΛO

(∨
h∈H

h).通过使用吸收律和分配

律,可以将辨识函数f(ΛO)变换成极小析取范式,这个极小析

取范式的所有合取子式是形式背景的全部面向对象约简.

例２　由定义９,例１中形式背景基于面向对象概念的面

向对象可辨识属性矩阵如表２所列.

表２　形式背景基于面向对象概念格的可辨识属性矩阵

Table２　DiscernibleattributematrixofobjectＧorientedconceptlattice

a b c d e f g
１ ae cfe e cfe
２ abdg bdg d bdg
３ cf cf
４ cf cf
５ abg bg bg

f(ΛO)＝ ∧
H∈ΛO

(∨
h∈H

h)

＝(a∨e)∧(c∨e∨f)∧e∧(a∨b∨d∨g)∧(b∨
d∨g)∧(a∨b∨g)∧(b∨g)∧(c∨f)

＝(c∨b∨d∨e)∧(b∨d∨f∨e)∧(c∨d∨f∨e)∧
(d∨e∨f∨g)

计算得面向对象的属性约简为:{b,c,d,e},{b,d,e,f},
{c,d,e,f},{d,e,f,g}.

推论１　设(G,M,I)是形式背景,对任意g∈G,m∈M,
(g,m)∈I,其中[m]＝{n∈M;m◇ ＝n◇ }:

(１)m 是一个核心属性当且仅当η(∂g,ℓm)＝{m};
(２)m 是一个相对必要属性当且仅当η(∂g,ℓm)＝[m]且

|[m]|＞１.
(３)m 是一个绝对不必要属性当且仅当η(∂g,ℓm)⇔

[m].

m 是一个核心属性,则 M－{m}不是协调集,由定理３显

然证明.如果[m]是除属性概念外唯一能区分对象的属性,
则[m]中任何一个属性都是相对必要属性.

４　形式背景基于面向属性概念格的协调集判定定理

　　定理４　设(G,M,I)为形式背景,D⊆M.D⊆M 是(G,

M,I)的面向属性协调集当且仅当对于任意g∈G,m∈M,如
果(g,m)∈I则D∩(g◇ －(M－{m})□◇ )≠Ø.

证明:(必要性)设D 是面向属性协调集,g∈G,m∈M,且
(g,m)∈I,于是有((M－{m})□ ,(M－{m})□◇ ),(g◇□ ,g□ )∈
Lp(G,M,I),((M－{m})□ ,(M－{m})□◇ )和(g◇□ ,g▱ )的上

确界为:(g◇□ ,g◇ )∨((M－{m})□ ,(M－{m})□◇ )＝((g◇□ ∪
(M－{m})□ )◇□ ,g◇ ∪(M－{m})□◇ .因为(g,m)∈I,所以

m∉(M－{m})□◇ .则g◇ ∪(M－{m})□◇ ⊃(M－{m})□◇ .

故有 (g◇□ ,g◇ )∨((M－{m})□ ,(M－{m})□◇ )＞((M－
{m})□ ,(M－{m})□◇ ).

由定理２得:

D ∩(g◇ ∪(M－{m})□◇ －(M－{m})□◇ )＝D∩(g◇ －
(M－{m})□◇ )≠Ø

(充分性)设(Z１,A１),(Z２,A２)∈Lp (G,M,I),(Z１,A１)≠
(Z２,A２).不妨设g∈G,使得g∈Z１,g∉Z２.由g∉Z２＝
A□

２ ,可知存在m∈M,使(g,m)∈I,m∉A２.由假设可知D∩
(g◇ －(M－{m})□◇ )≠Ø,故存在n∈D,使得n∈g◇ ,n∉
(M－{m})□◇ ,于是n∈g◇ ⊆Z◇

１ ＝A１.由m∉A２ 可知A２⊆M－
{m}.从而 A２ ＝A□◇

２ ⊆ (M － {m})□◇ .故 n∉A２,于 是
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D∩(A１－A２)≠Ø,则D 是面向属性协调集.
定义１０　设(G,M,I)是形式背景,任意g∈G,m∈M,面

向属性概念 g＝(g◇□ ,g◇ )和 m＝((M－{m})□ ,(M－
{m})□◇ )的可辨识属性集定义为:

η(g,m)＝
g□◇ －(M－{m})□◇ , (g,m)∈I
Ø, 其他{

可辨识属性矩阵为:ΛP＝{η(g,m);g∈G,m∈M}.
基于此定义,形式背景基于面向属性概念格的面向属性

可辨识函数:f(ΛP)＝ ∧
H∈ΛP

(∨
h∈H

h).

通过使用吸收律和分配律,可以将辨识函数f(ΛP)变换

成极小析取范式,这个极小析取范式的所有合取子式是形式

背景的全部面向属性约简.
例３　根据定义１０,例１中形式背景基于面向属性概念

格的面向属性可辨识属性矩阵如表３所列.

表３　形式背景基于面向属性概念格的可辨识属性矩阵

Table３　DiscernibleattributematrixofattributeＧorientedconcept

lattice

a b c d e f g
１ ae cfe e cfe
２ abdg bdg d bdg
３ cf cdf
４ cf cdf
５ abg bg bg

计算得面向属性的属性约简为:{b,c,d,e},{b,d,e,f},
{c,d,e,f},{d,e,f,g}.

推论２　设(G,M,I)是形式背景,对于任意g∈G,m∈
M,(g,m)∈I,其中[m]＝{n∈M;m□ ＝n□ }:

(１)m 是一个核心属性,当且仅当η(g,m)＝{m}.

(２)m 是一个相对必要属性当且仅当η(g, m)＝[m]
且|[m]|＞１.

(３)m 是一个不必要属性当且仅当η(g,m)⇔[m].

m 是一个核心属性,则 M－{m}不是协调集,由定理４显

然证明.如果[m]是除属性概念外唯一能区分对象的属性,
则[m]中任何一个属性都是相对必要属性.

结束语　形式背景的属性约简问题一直是形式概念分析

的热门研究问题,文中针对面向属性的概念格和面向对象的

概念格的属性约简,给出一种新的可辨识属性集,并进一步讨

论了它们的属性特征.未来在这种约简下,可以继续探讨概

念格、面向对象的概念格和面向属性的概念格的关系.
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