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摘　要　文中在覆盖近似空间中,提出核的概念,研究核的存在性与唯一性以及覆盖块、邻域和核之间的关系;基于核和约简,

提出协调覆盖的概念,揭示约简、核和协调覆盖之间的关联;最后,给出覆盖产生的邻域族等于覆盖本身的充要条件.
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Abstract　Anewconceptofcoreinthecoveringapproximationspaceisproposed,andtheexistenceanduniquenessofthecore
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１　引言

经典粗糙集理论[１]建立在分类机制的基础上,利用等价

关系对论域的划分来表达,刻画及发现知识.然而,面对现实

应用中一些特定问题的复杂性和不确定性,论域划分的方法

已不再适合.因此,经典粗糙集理论被推广到覆盖近似空间.

覆盖近似空间最早是由 Zakowski[２]于１９８３ 年提出的,

通过把论域的划分替换为论域的覆盖,将Pawlak粗糙集理论

推广到了覆盖粗糙集理论.随后,覆盖粗糙集的研究一直是

粗糙集研究领域的热点.在覆盖近似空间中,文献[３Ｇ１４]研

究了覆盖近似空间的结构、粗糙近似以及约简算法等.Yao
等[１５]在覆盖近似空间中提出了隶属重复度和同块重复度的

概念,并研究了邻域族形成划分的充要条件.在模糊覆盖近

似空间中,Yang等[１６]将隶属重复度和同块重复度的概念推

广到了模糊βＧ覆盖近似空间,定义了模糊βＧ重复度和模糊βＧ
共同重复度,并由此定义了模糊βＧ核的概念.

本文将 Yang等[１６]在模糊 βＧ覆盖近似空间中定义的模

糊βＧ核退化到经典覆盖近似空间,研究覆盖块、邻域和核之

间的关系以及 约 简、核 和 协 调 覆 盖 之 间 的 联 系.研 究 发

现,模糊βＧ覆盖近似空间中不成立的某些结论,在覆盖近

似空间中是成立的.

２　覆盖近似空间的相关概念

定义１[３]　设U 是非空有限论域,C＝{K１,K２,,Km}

是U 的非空子集族,其中 Ki⊆U(i＝１,２,,m).若满足

Ki≠Ø且∪
m

i＝１
Ki＝U,则称C是论域U 的一个覆盖,称 Ki 是C

的一个覆盖块.

显然,覆盖是划分的推广,论域上的等价关系所确定的划

分也是一个覆盖.

定义２[３]　设U 是非空有限论域,C是U 上的一个覆盖,

称二元组(U,C)是一个覆盖近似空间.

在覆盖近似空间中,文献[３]和文献[１７]分别提出了邻域

和邻域族的概念.

定义３[３]　设(U,C)是一个覆盖近似空间,∀x∈U,称

N(x)＝∩{K∈C|x∈K}是x的邻域.

定义４[１７]　设(U,C)是一个覆盖近似空间,称Cov(C)＝
{N(x)|x∈U}是由C邻域族.

根据邻域族的定义,不难得知邻域族也是论域的一个覆盖.

为了研究邻域族形成划分的充要条件,文献[１５]提出了

隶属重复度和同块重复度的概念.



定义５[１５]　设(U,C)是一个覆盖近似空间,令∂C:U→

N＋ ,∂C(x)＝|{K∈C|x∈K}|,则称∂C(x)是x关于C 的隶

属重复度.

定义６[１５]　设(U,C)是一个覆盖近似空间,令λC:U×

U→N,λC(x,y)＝|{K∈C|x,y∈K}|,则称λC(x,y)是x关

于C 的同块重复度.

在粗糙集理论中,约简是一个重要的概念.文献[４]提出

了可约覆盖块和可约覆盖的概念.

定义７[４]　设(U,C)是一个覆盖近似空间,K∈C,若 K
是C－{K}中的一些覆盖块的并集,则称 K 是C 的一个可约

覆盖块;否则称K 是C 的一个不可约覆盖块.若C的每个覆

盖块都不是可约简的,则称C 是不可约简的;否则称C 是可

约简的.

３　核及其性质

为了探讨模糊βＧ覆盖近似空间中模糊βＧ覆盖产生的模

糊βＧ邻域族等于模糊βＧ覆盖本身的条件,Yang等[１６]提出了

模糊βＧ核的概念,并讨论了约简与模糊βＧ核以及协调模糊βＧ
覆盖之间的关系.研究发现,文献[１６]中给出的有关模糊βＧ
核的一些性质在模糊βＧ覆盖近似空间中并不成立[１８].

本文受文献[１６]的启发,在经典覆盖近似空间中定义了

核的概念,并讨论其性质.研究发现,经典覆盖近似空间中的

核比模糊βＧ覆盖近似空间中的模糊 βＧ核具有更多更好的

性质.

定义８　设(U,C)是一个覆盖近似空间,x∈U,K∈C.

若x∈K,且∀y∈K－{x},λC(x,y)＝∂C(x),则称 K 是x 的

一个核.x的核的集合记作 Δx.

本文将覆盖近似空间(U,C)中包含着对象x的覆盖块的

集合记作kkx,即:

kkx＝{K∈C|x∈K}

将同时包含着对象x和y 的覆盖块的集合记作kkx,y,即:

kkx,y＝{K∈C|x,y∈K}

易见,N(x)＝∩kkx＝∩{K|K∈kkx}＝∩{K∈C|x∈

K},kkx,y⊆kkx.

注意到,∂C(x)＝|kkx|,λC(x,y)＝|kkx,y|,由此得到

λC(x,y)＝∂C(x)⇔|kkx,y|＝|kkx|.

一般地,对任意两个非空有限集合A 和B,若|A|＝|B|
且A⊆B,则A＝B.因此,由|kkx,y|＝|kkx|和kkx,y⊆kkx,可得

到kkx,y＝kkx.由此,我们得到定义８的一个等价定义,即下列

定义９.

定义９　设(U,C)是一个覆盖近似空间,x∈U,K∈C.

若x∈K,且∀y∈K－{x},kkx,y＝kkx,则称K 是x 的一个核.

x的核的集合记作 Δx.

一般而言,在覆盖近似空间中,一个对象可能有核,也可

能没有核.下面,我们给出一个例子来说明.

例１　设U＝{x１,x２,x３,x４,x５,x６},C＝{K１,K２,K３,

K４,K５}是U 的一个覆盖,其中 K１＝{x２,x６},K２＝{x１,x４,

x６},K３＝{x３,x４,x５},K４＝{x１,x６},K５＝{x１,x５,x６}.

计算可得kkx１ ＝{K２,K４,K５}.

根据定义９,对１≤i≤５,Ki 是x１ 的一个核当且仅当

x１∈Ki,且∀y∈Ki－{x１},kkx１,y＝kkx１
.

对K１ 和K３ 而言,由于x１∉K１,x１∉K３,故根据定义９
可知K１ 和K３ 都不是x１ 的核.

对 K２,易见 x１ ∈K２,K２ －{x１}＝{x４,x６}.kkx１,x４ ＝
{K２},kkx１,x６ ＝{K２,K４,K５}.易发现kkx１,x４ ≠kkx１

.根据定义

９可知,K２ 不是x１ 的核.

对K４,易见x１∈K４,K４－{x１}＝{x６}.kkx１,x６ ＝{K２,K４,

K５},因此,kkx１,x６ ＝kkx１
.根据定义９可知,K４ 是x１ 的核.

对 K５,易见 x１ ∈K５,K５ －{x１}＝{x５,x６}.kkx１,x５ ＝
{K５},kkx１,x６ ＝{K２,K４,K５}.易发现kx１,x５ ≠kkx１

.根据定义

９可知,K５ 不是x１ 的核.

综上所述,Δx１ ＝{K４}.

同理,得到 Δx２ ＝{K１},Δx３ ＝{K３}和 Δx４ ＝Δx５ ＝Ø.

由此可见,x１,x２ 和x３ 有核,而x４ 和x５ 没有核.

根据例１还可得知,在覆盖近似空间中,一个覆盖块可能

是某些对象的核,也可能不是任何对象的核.如果一个覆盖

块是某些对象的核,那么它具有什么样的特征呢?

命题１　设(U,C)是一个覆盖近似空间,x∈U,K∈C,则

K 是x 的一个核当且仅当K＝N(x).

证明:(必要性)设K 是x 的一个核,根据定义９可知,有

x∈K,且∀y∈K－{x},kkx,y＝kkx.因此,∀K′∈kkx,∀y∈

K－{x},K′∈kkx,y.这说明K′包含x 和y.故而K⊆K′.由

x∈K 知,K∈kkx,因此 K 是kkx中最小的覆盖块.因此,有

N(x)＝∩kkx＝∩{K′|K′∈kkx}＝K.由此证得,若 K 是x
的一个核,则K＝N(x).

(充分性)设K＝N(x).显然,x∈N(x).因此,根据定义

９,为了证明N(x)是x的一个核,只需要证明∀y∈N(x)－
{x},kkx,y＝kkx.一方面,∀y∈N(x),由 N(x)＝∩{K′|K′∈

kkx}可知,y∈∩{K′|K′∈kkx}.因此,∀K′∈kkx,都有y∈

K′.故而{x,y}⊆K′.证得 K′∈kkx,y,kkx⊆kkx,y.另一方

面,kkx,y⊆kkx是显然的.因此,∀y∈N(x),都有kkx,y＝kkx.

故而,N(x)是x的一个核.

命题１表明,在覆盖近似空间中,如果一个覆盖块是论域

中某个对象的一个核,那么这个覆盖块是该对象的邻域.反

之,如果一个覆盖块是论域中某个对象的邻域,那么这个覆盖

块是该对象的一个核.换言之,如果某个对象的邻域是一个

覆盖块,那么它必是该对象的核.

在覆盖近似空间中,一个对象如果有核,那么它的核是否

唯一呢? 答案是肯定的.

命题２　设(U,C)是一个覆盖近似空间,x∈U.若 K１,

K２∈C都是x 的核,则K１＝K２.

证明:由命题１易证得.

命题２表明,论域中对象如果存在核,那么这个核是该对

象的邻域.然而,如果一个覆盖块不是论域中任何对象的核,

那么它具有什么样的特征呢?

命题３　设(U,C)是一个覆盖近似空间,若 K∈C 不是

U 中任何对象的核,则 K 是K 中对象的至少两个不同邻域

的并.

７２５周俊丽,等:覆盖近似空间中的核及其性质



证明:∀K∈C,∀x∈K,有 N(x)＝∩kkx＝∩{K′∈C|

x∈K′}⊆K.这说明,∀K∈kkx,N(x)⊆K.由于x∈N(x),

故有K＝ ∪
x∈K

{x}⊆ ∪
x∈K

N(x)⊆K.因此K＝ ∪
x∈K

N(x).根据命

题１可知,若K 是一个邻域,则K 是核,而K 不是U 中任何对

象的核,故K 一定是K 中对象的至少两个不同邻域的并.

下面将进一步研究覆盖近似空间中可约覆盖块与核之间

的关系.

命题４　设(U,C)是一个覆盖近似空间,若 K 是C 的一

个可约覆盖块,则K 不是U 中任何对象的核.

证明:对C的一个可约覆盖块K,由定义７可知,一定存

在不同的覆盖块K１,K２,,Km ∈C－{K}(m≥２)使得 K＝

K１∪K２∪∪Km.假设K 是U 中对象x 的核,根据命题１,

有K＝N(x)且x∈K.由于x∈K,则一定存在 Ki 使得x∈

Ki,其中Ki∈C－{K},１≤i≤m.根据定义３可知,N(x)⊆

Ki,即K⊆Ki.这与 K＝K１∪K２∪∪Km (m≥２)是矛盾

的.因此,若K 是C 的一个可约覆盖块,则K 不是U 中任何

对象的核.

根据例１可以知道,K５ 不是论域中任何对象的核,且它

也不是C的可约覆盖块.因此,命题４的逆命题是不成立的.

下面将给出命题４的逆命题成立的条件.

命题５　设(U,C)是一个覆盖近似空间,且∀x∈U,Δx≠

Ø.若K∈C不是U 中任何对象的核,则 K 是C 的一个可约

覆盖块.

证明:设K∈C不是U 中任何对象的核,根据命题３,可

以得到K 是K 中对象的至少两个不同邻域的并,即,K＝

∪
１≤i≤m

N(xi)(m≥２),其中x∈Ki,且对j≠i,N(xj)≠N(xi).

由于∀x∈U,Δx≠Ø,根据命题２中核的唯一性可知,∀xi∈

U,１≤i≤m(m≥２),存在唯一的Ki 使得Ki∈Δxi
,其中 Ki∈

C－{K}(因为 K 不是任何对象的核).根据命题１可知,

Ki＝N(xi).因此K＝ ∪
１≤i≤m

Ki(m≥２),其中Ki∈C－{K},且

对j≠i,Kj≠Ki.故而,K 是C 的一个可约覆盖块.

由命题４和命题５可得到下列推论.

推论１　设(U,C)是一个覆盖近似空间,且∀x∈U,Δx≠

Ø,则K∈C不是U 中任何对象的核当且仅当K∈C 是C 的

一个可约覆盖块.换言之,K∈C 是U 中某些对象的核当且

仅当K∈C是C 的一个不可约覆盖块.

类似于文献[１６],基于核和约简,提出了协调覆盖的概念.

定义１０　设(U,C)是一个覆盖近似空间,若C 是不可约

简的,且∀x∈U,Δx≠Ø,则称C是一个协调覆盖.

下面将讨论在覆盖近似空间中核与协调覆盖之间的联系.

命题６　设(U,C)是一个覆盖近似空间,则C是U 中的

一个协调覆盖当且仅当∀x∈U,Δx ≠Ø 且∀K∈C,K 是U
中一些对象的核.

证明:根据定义７、定义１０和推论１,可得到C 是U 的一

个协调覆盖.

⇔∀x∈U,Δx≠Ø且C是不可约简的.

⇔∀x∈U,Δx≠Ø 且∀K∈C,K 是C 的一个不可约覆

盖块.

⇔∀x∈U,Δx≠Ø且∀K∈C,K 是U 中一些对象的核.

命题６可以被看作是协调覆盖的另一种定义.下面将给

出由覆盖产生的邻域族等于覆盖本身的充要条件.

命题７　设(U,C)是一个覆盖近似空间,则C 是U 中的

一个协调覆盖当且仅当Cov(C)＝C.

证明:(必要性)设C是一个协调覆盖.一方面,∀K∈C,

根据命题６可知,K 是U 中一些对象的核;根据命题１可知,

存在x∈U 使得K＝N(x);根据定义４可知,N(x)∈Cov(C),

因此 K∈Cov(C),故而C⊆Cov(C).另一方面,∀N(x)∈

Cov(C),由于C是协调覆盖,故由定义１０可知,Δx≠Ø,因此

存在K∈C使得K 是x 的核;又根据命题８可知,K＝N(x),

证得 N(x)∈C,故 而 Cov(C)⊆C.综 上 所 述,证 得 Cov
(C)＝C.

(充分性)设Cov(C)＝C,为了证明C是U 的一个协调覆

盖,根据命题６可知,只需证明∀K∈C,K 是U 中某些对象的

核且∀x∈U,Δx≠Ø.一方面,事实上,因为C⊆Cov(C),所以

∀K∈C,K∈Cov(C).根据定义４可知,存在 N(x)∈Cov(C)

使得K＝N(x).根据命题１可知,K 是U 中某些对象的核.

另一方面,∀x∈U,因为Cov(C)⊆C且N(x)∈Cov(C),所以

N(x)∈C.因此,存在K∈C使得N(x)＝K.根据命题１可

知,N(x)是x的核.故而∀x∈U,Δx≠Ø.这便证得C 是U
中的一个协调覆盖.

结束语　本文利用核来刻画覆盖近似空间的结构.首

先,基于隶属重复度和同块重复度提出了核的概念,讨论了核

的存在性与唯一性,并研究了覆盖块、邻域和核之间的关系.

其次,基于核和约简的概念,提出了协调覆盖的概念,研究了

核与协调覆盖之间的联系,揭示了约简、核和协调覆盖之间的

关联.最后,给出了覆盖产生的邻域族等于覆盖本身的充要

条件.
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