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k元n方体的子网络可靠性研究
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摘　要　k元n 方体是并行计算机系统最常用的互连网络拓扑结构之一.为了精确度量k元n 方体中子网络的容错能力,研

究了概率故障条件下k元n 方体中k 元(n－１)方体子网络的可靠性.当k(k≥３)为奇整数时,通过厘清k元n 方体中不同k 元

(n－１)方体子网络之间的相交情形,得出了k元(n－１)方体子网络的可靠性的一个下界,并给出了该可靠性的一个近似结果.

实验结果表明,得出的近似结果与仿真结果十分接近,并且随着顶点可靠性的降低两者趋于一致.进一步地,提出了在发生点

故障的k元n 方体中搜寻k 元(n－１)方体子网络的算法,并通过实例验证了该算法的有效性.
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Abstract　ThekＧarynＧcubeisoneofthemostattractiveinterconnectionnetworktopologiesforparallelcomputingsystems．InorＧ

dertoaccuratelymeasurethefaulttoleranceonsubnetworksinakＧarynＧcube,thekＧary(n－１)ＧcubereliabilityinakＧarynＧcube
undertheprobabilisticfaultmodelisstudied．Whenkisanoddintegerandk≥３,alowerboundonthekＧary(n－１)ＧcubereliabilＧ

ityinakＧarynＧcubeundertheprobabilityfaultmodelisderivedbyclarifyingtheintersectionsofkＧary(n－１)Ｇcubesubnetworks

inakＧarynＧcube,andanapproximatekＧary(n－１)Ｇcubereliabilityresultisobtained．Theapproximationresultisshowntobe

closetothesimulationresult,andthesetworesultsaregettingoverlappedasthenodereliabilitydecreases．Moreover,analgoＧ

rithmisgivenforsearchingfaultＧfreekＧary(n－１)ＧcubesinakＧarynＧcubeinthepresenceofnodefailures,andtheexperimental

resultsdemonstratetheeffectivenessoftheproposedalgorithm．
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１　引言

并行计算机系统通常以某个无向简单图G＝(V(G),E
(G))作为其底层拓扑结构(即互连网络),V(G)中的每个顶点

表示系统中的一个处理器,E(G)中的每条边表示两个处理器

之间的一条直接通讯线路.为了使并行计算机系统具有良好

的可划分性和可扩性,人们通常选取具有迭代结构的互连网

络来构建实际系统.对于一些特定的用户任务,其算法的实

现只需指派某个子网络(与原有网络具有相同的拓扑性质但

规模较小的网络)来执行.在此背景下,互连网络的子网络可

靠性得到了广泛的关注.Chang等[１]提出了概率故障条件下

子网络可靠性的分析方法,研究了n维超立方体中(n－１)维
子超立方体的可靠性,并且证明了所提方法的计算效率优于

随机故障条件下相应可靠性的求解方法.随后,Wu等[２]在

概率故障条件下得出了n维星图网络中(n－１)维子星图网络

的可靠性的一个上界.概率故障条件下排列图网络[３]和(n,

k)Ｇ星图网络[４]的子网络可靠性也分别得到了研究.

k元n方体是并行计算机系统最常用的互连网络拓扑结

构之一,它具有易实现、低延迟、高带宽等优良性质[５].诸多

基于k元n 方体构建的并行计算机系统已经问世,如 Cray
T３E[６],IBMBlueGene[７]等.近年来,k元n方体的拓扑结构

性质得到了广泛研究[８Ｇ１３].Feng等[９]给出了概率故障条件

下k元n方体(k≥３为奇整数)中k元(n－１)方体子网络的可

靠性的一个上界.本文进一步对概率故障条件下k元n 方体

中k元(n－１)方体子网络的可靠性进行研究,得出了该可靠

性的一个较好的近似结果.本文中未给出定义而直接使用的

图论术语和记号请参见文献[１４].

２　基本概念和性质

k元n方体(k≥２,n≥１),记为Qk
n,是一个具有kn 个顶点



的连通图,它的任一顶点可表示为u＝u１u２􀆺un,其中对于任

意的整数i(１≤i≤n)均有０≤ui≤k－１.两个顶点u＝u１u２􀆺

un 和v＝v１v２􀆺vn 相邻当且仅当存在j∈{１,２,􀆺,n},使得

uj＝vj±１(modk)且对于任意的l∈{１,２,􀆺,n}\{j}均有

ul＝vl.为了便于表述,下文类似之处省略“(modk)”.称Qk
n

中一个同构于Qk
n－m的子图为一个Qk

n－m 子网络,其中０≤m≤

n－１.在无特殊说明的情况下,下文出现的k元n 方体均满

足k≥３为奇整数.

给定一个正整数k≥２,记 Nk－１＝{０,１,２,􀆺,k－１}.对

于任一整数m(０≤m≤n－１,n≥１),设i１,i２,􀆺,im 为m 个整

数且满足１≤i１＜i２＜􀆺＜im≤n.设ai１
,ai２

,􀆺,aim ∈Nk－１为

m 个整数.记点集 M＝{b１b２􀆺bi１－１ai１bi１＋１􀆺bi２－１ai２bi２＋１􀆺

bim－１aimbim＋１ 􀆺bn:b１,b２,􀆺,bi１－１,bi１＋１,􀆺,bi２－１,bi２＋１,􀆺,

bim－１,bim＋１,􀆺bn∈Nk－１}(当i１＝１时,b１b２􀆺bi１－１ 为空字符

串;当im＝n时,bim＋１􀆺bn 为空字符串).显然,Qk
n 中由M 导

出的子图同构于Qk
n－m.为了便于表述,将Qk

n 中由M 导出的

子图记为一个n 位的字符串Xi１－１ai１ X
i２－i１－１ai２

􀆺aimX
n－im

(本文称其为Qk
n 的子网络符号化表示),其中 Xt＝XX􀆺X

︸t

.

特别地,当m＝０时,Xi１－１ai１X
i２－i１－１ai２

􀆺aimX
n－im ＝Xn 表示

Qk
n 自身.进一步地,有如下结论成立.

引理１[１２]　对于任意的奇整数k≥３,Qk
n 中任一个同构于

Qk
n－m的子图可用某个Xi１－１ai１ X

i２－i１－１ai２
􀆺aimX

n－im 唯一表

示,其中０≤m≤n－１.

３　主要工作

３．１　Qk
n－１子网络可靠性分析

在概率故障条件下,边故障忽略不计,仅考虑点故障的发

生.假定各个顶点的可靠性概率是一致的,且各个顶点发生

故障是相互独立的.设p 为Qk
n 中顶点的可靠性概率.记

Rk
n,n－１(p)为概率故障条件下Qk

n 中存在Qk
n－１子网络的概率.

由引理 １可知,Qk
n 中任意一个Qk

n－１ 子网络可用某个

Xi１－１ai１Xn－i１ 唯一表示,其中１≤i１≤n,ai１ ∈Nk－１为某一给定

的整数.由i１ 和ai１
的选取可知,Qk

n 中恰有nk个不同的Qk
n－１

子网络.根据容斥原理[１５],可以给出Rk
n,n－１(p)的计算公式:

Rk
n,n－１(p)＝∑

nk

i＝１
r(i)(p)＋(－１) ∑

i＜j

i,j＝１,２,􀆺,nk
r(i,j)(p)＋(－１)２

∑
i＜j＜l

i,j,l＝１,２,􀆺,nk
r(i,j,l)(p)＋ (－１)３ ∑

i＜j＜l＜q

i,j,l,q＝１,２,􀆺,nk

r(i,j,l,q)(p)＋􀆺＋(－１)nk－１r(１,２,􀆺,nk)(p)(１)

其中,r(i)(p)表示第i个Qk
n－１子网络的可靠性概率;r(i,j)(p)

表示第i个Qk
n－１子网络和第j个Qk

n－１子网络的联合可靠性概

率;􀆺;r(１,２,􀆺,nk)(p)表示第１个Qk
n－１子网络至第nk个Qk

n－１子

网络的联合可靠性概率.

注意到Qk
n 中一个Qk

n－１子网络具有kn－１个顶点,且Qk
n 中

顶点的 可 靠 性 概 率 为p.可 知r(１)(p)＝r(２)(p)＝ 􀆺 ＝

r(nk)(p)＝pkn－１ .而r(i,j)(p),r(i,j,l)(p),r(i,j,l,q)(p)等联合可

靠性概率的计算则需要先厘清不同的Qk
n－１子网络之间的相

交情形.文献[９]厘清了２个和３个Qk
n－１子网络之间的相交

情形,并得出了以下结论.

引理２[９]　设k≥３为奇整数.Qk
n 中m 个Qk

n－１子网络两

两不相交的情形共有
k
m

æ

è
ç

ö

ø
÷n种,其中２≤m≤k.

引理３[９]　设k≥３为奇整数.若Qk
n 中m 个Qk

n－１子网络

两两相交,并且由其公共顶点构成的集合导出的子图同构于

Qk
n－m,则这样的情形共有

n
m

æ

è
ç

ö

ø
÷km 种,其中２≤m≤n－１.进一

步地,这样的 m 个Qk
n－１子网络共有kn－kn－m (k－１)m 个顶

点.

引理４[９]　对于奇整数k≥３,Qk
n 中两个Qk

n－１子网络C１

和C２ 的不同相交情形有且仅有以下两种:

(１)C１ 和C２ 不相交;

(２)C１ 和C２ 相交且由V(C１)∩V(C２)导出的子图同构于

Qk
n－２.

引理５[９]　对于奇整数k≥３,Qk
n 中３个Qk

n－１子网络C１,

C２ 和C３ 的不同相交情形有且仅有以下３种(见图１):

(１)C１,C２ 和C３ 两两不相交;

(２)C１,C２ 和C３ 两两相交且由V(C１)∩V(C２)∩V(C３)

导出的子图同构于Qk
n－３;

(３)C１,C２ 和C３ 中仅有一个与其他两个均相交.

　　　　　　 (a)情形(１)　　　(b)情形(２)　 (c)情形(３)

图１　３个Qkn－１子网络的不同相交情形

Fig．１　Differentintersectionpatternsofthreesubgraphsisomorphic

toQkn－１

引理６[９]　设n≥３为整数,k≥３为奇整数.令p为Qk
n

中顶点的可靠性概率,则有:

Rk
n,n－１ (p)≤knpkn－１

－ [k(k－１)
２ np２kn－１

＋n(n－１)
２

k２pkn－kn－２(k－１)２ ] ＋ [k(k－１)(k－２)
６

np３kn－１

＋n(n－１)(n－２)
６ k３pkn－kn－３(k－１)３ ＋

n(n－１)
２ k２(k－１)p３kn－１－２kn－２ ]

下面将分析Qk
n中的４个Qk

n－１子网络之间的不同相交情

形.由引理１,４个Qk
n－１子网络可表示为Xi１－１ai１Xn－i１ ,Xi２－１

ai２ X
n－i２ ,Xi３－１ai３ Xn－i３ 和 Xi４－１ai４ Xn－i４ ,其 中i１,i２,i３,

i４∈{１,２,􀆺,n},ai１
,ai２

,ai３
,ai４ ∈Nk－１为给定的整数.

引理７　４个Qk
n－１子网络 Xi１－１ai１Xn－i１ ,Xi２－１ai２X

n－i２ ,

Xi３－１ai３X
n－i３ 和Xi４－１ai４X

n－i４ 的不同相交情形有且仅有５种.

证明:由Qk
n 的子网络符号化表示的定义可知,对于任意

l∈{１,２,３,４},有V(Xil－１ailXn－il )＝{u１u２􀆺un:u１u２􀆺un∈

V(Qk
n),uil ＝ail }.根据i１,i２,i３,i４ 的不同取值,考虑以下

情形.

情形１　i１＝i２＝i３＝i４.

此时必有ai１
,ai２

,ai３
,ai４

两两互不相等.由Qk
n 的子网络

符号化表示的定义可知,对于任意不同的p,q∈{ai１
,ai２

,ai３
,

ai４
},有V(Xi１－１pXn－i１ )∩V(Xi１－１qXn－i１ )＝Ø,即此时４个

Qk
n－１子网络两两不相交,如图２(a)所示.
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情形２　i１,i２,i３,i４ 两两互不相等.

由Qk
n 的子网络符号化表示的定义可知,对于任意不同

的l,j∈{１,２,３,４},有V(Xil－１ailXn－il )∩V(Xij－１aijX
n－ij )≠

Ø,即此时４个Qk
n－１子网络两两相交.注意到,任意的u１u２􀆺

un∈V(Xi１－１ai１Xn－i１ )∩V(Xi２－１ai２X
n－i２ )∩V(Xi３－１ai３X

n－i３ )∩

V(Xi４－１ai４X
n－i４ )满足u１u２􀆺un∈V(Qk

n),ui１ ＝ai１
,ui２ ＝ai２

,

ui３ ＝ai３
,ui４ ＝ai４

.由Qk
n的定义可知,此时４个Qk

n－１子网络

公 共 顶 点 构 成 的 集 合 导 出 的 子 图 同 构 于 Qk
n－４,如 图

２(b)所示.

情形３　i１,i２,i３,i４ 中仅有两个取值相同.

不妨设i１＝i２,则必有ai１ ≠ai２
.此时,i１,i３,i４ 两两互不

相等.由Qk
n 的子网络符号化表示的定义可知,Xi１－１ai１Xn－i１

和Xi２－１ai２X
n－i２ 不相交,且对于任意的j∈{１,２,３,４}\{l},有

Xil－１ailXn－il 和Xij－１aijX
n－ij 相交(其中l＝３,４),即此时４个

Qk
n－１子网络之间的相交情形如图２(c)所示.

情形４　i１,i２,i３,i４ 中仅有３个取值相同.

不妨设i１＝i２＝i３,则必有ai１
,ai２

,ai３
两两互不相等.此

时,i１≠i４.由Qk
n 的子网络符号化表示的定义可知,Xi１－１ai１

Xn－i１ ,Xi２－１ai２X
n－i２ 和Xi３－１ai３X

n－i３ 两两不相交,且对于任意

的j∈{１,２,３}有 Xi４－１ai４ X
n－i４ 和 Xij－１aijX

n－ij 相交,如图

２(d)所示.

情形５　i１,i２,i３,i４ 中有两个取值相同且另外两个也取

值相同.

不妨设i１＝i２,i３＝i４ 且i１≠i３,则必有ai１ ≠ai２
,ai３ ≠ai４

.

由Qk
n 的 子 网 络 符 号 化 表 示 的 定 义 可 知,Xi１－１ai１ Xn－i１ 和

Xi２－１ai２X
n－i２ 不相交,Xi３－１ai３X

n－i３ 和Xi４－１ai４X
n－i４ 不相交,且

对于任意的l∈{１,２},j∈{３,４},Xil－１ailXn－il 和Xij－１aijX
n－ij

相交,如图２(e)所示.

综上,i１,i２,i３,i４ 的不同取值情形均已考虑,因此４个

Qk
n－１子网络之间的不同相交情形有且仅有５种(见图２).引

理７证毕.

(a)情形(１) (b)情形(２) (c)情形(３)

　　　(d)情形(４) (e)情形(５)　　　　

图２　４个Qkn－１子网络的不同相交情形

Fig．２　Differentintersectionpatternsoffoursubgraphsisomorphic

toQkn－１

进一步地,有如下结论成立.

引理８　４个Qk
n－１子网络 Xi１－１ai１Xn－i１ ,Xi２－１ai２X

n－i２ ,

Xi３－１ai３X
n－i３ 和Xi４－１ai４X

n－i４ 的不同相交情形(见图２)满足:

(１)情形(１)共有
k
４

æ

è
ç

ö

ø
÷n种,且这一情形下４个Qk

n－１子网

络共有４kn－１个顶点;

(２)情形(２)共有
n
４

æ

è
ç

ö

ø
÷k４ 种,且这一情形下４个Qk

n－１子网

络共有kn－kn－４(k－１)４ 个顶点;

(３)情形(３)共有
k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷k２ 种,且这一情形下４个

Qk
n－１子网络共有４kn－１－５kn－２＋２kn－３个顶点;

(４)情形(４)共有
k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n(n－１)k种,且这一情形下(４)个

Qk
n－１子网络共有４kn－１－３kn－２个顶点;

(５)情形(５)共有
n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 种,且 这 一 情 形 下 ４ 个

Qk
n－１子网络共有４kn－１－４kn－２个顶点.

证明:针对情形(１),如图２(a)所示,４个Qk
n－１子网络两两

不相交.由引理２,该情形共有
k
４

æ

è
ç

ö

ø
÷n种.进一步地,这样的４

个Qk
n－１子网络共有４kn－１个顶点.

针对情形(２),如图２(b)所示,４个 Qk
n－１子网络两两相

交,并且由其公共顶点构成的集合导出的子图同构于Qk
n－４.

由引理３,该情形共有
n
４

æ

è
ç

ö

ø
÷k４ 种.进一步地,这样的４个Qk

n－１

子网络共有kn－kn－４(k－１)４ 个顶点.

针对情形(３),如图２(c)所示,不妨设i１＝i２.由Qk
n 的子

网络符号化表示的定义可知,Xi１－１ai１Xn－i１ 和 Xi２－１ai２X
n－i２

不相交,且对于任意的j∈{１,２,３,４}\{l}有 Xil－１ailXn－il 和

Xij－１aijX
n－ij 相交(其中l＝３,４).由引理２,Xi１－１ai１Xn－i１ 和

Xi２－１ai２X
n－i２ 不同的选法共有

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n种.当选定Xi１－１ai１Xn－i１

和Xi２－１ai２X
n－i２ 时,i３ 和i４ 不同的选法有

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷种,ai３

和ai４

均可在 Nk－１中任取.因此情形(３)共有
k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷k２ 种.

由引理３,Xi２－１ai２X
n－i２ ,Xi３－１ai３X

n－i３ 和Xi４－１ai４X
n－i４ 共有kn

－kn－３(k－１)３ 个 顶 点.由 引 理 ４ 和 引 理 ５,|V(Xi１－１ai１

Xn－i１ )∩(V(Xi３－１ai３X
n－i３ )∪V(Xi４－１ai４X

n－i４ ))|＝２kn－２－

kn－３.从而可知,这样的４个Qk
n－１子网络共有kn－kn－３(k－

１)３＋kn－１－(２kn－２－kn－３)＝４kn－１－５kn－２＋２kn－３个顶点.

针对情形(４),如图２(d)所示,不妨设i１＝i２＝i３.由Qk
n

的子网络符号化表示的定义可知,Xi１－１ai１ Xn－i１ ,Xi２－１ai２

Xn－i２ 和Xi３－１ai３X
n－i３ 两两不相交,且对于任意的j∈{１,２,３}

有Xi４－１ai４ X
n－i４ 和 Xij－１aijX

n－ij 相 交.由 引 理 ２,Xi１－１ai１

Xn－i１ ,Xi２－１ai２ X
n－i２ 和 Xi３－１ai３ X

n－i３ 不同的选法共有
k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n

种.当选定Xi１－１ai１Xn－i１ ,Xi２－１ai２X
n－i２ 和 Xi３－１ai３X

n－i３ 时,

i４ 不同的选法有n－１种,ai４
可在 Nk－１中任取.因此情形(４)

共有
k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n(n－１)k种.由引理４,对于任意的j∈{１,２,３},

|V(Xi４－１ai４X
n－i４ )∩V(Xij－１aijX

n－ij )|＝kn－２.从而可知,这

样的４个Qk
n－１子网络共有４kn－１－３kn－２个顶点.

针对情形(５),如图２(e)所示,不妨设i１＝i２ 且i３＝i４.
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由Qk
n 的 子 网 络 符 号 化 表 示 的 定 义 可 知,Xi１－１ai１ Xn－i１ 和

Xi２－１ai２X
n－i２ 不相交,Xi３－１ai３X

n－i３ 和 Xi４－１ai４X
n－i４ 不相交,

对于任意的l∈{１,２},j∈{３,４},Xil－１ailXn－il 和Xij－１aijX
n－ij

相交.i１ 和i３ 不同的选法有
n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 种.当选定i１ 和i３ 时,ai１

和ai２
不同的选法有

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 种,ai３

和ai４
不同的选法有

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 种.

因此,情形(５)共有
n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷种.根据引理４,对于任意的

l∈{１,２}和j∈{３,４},|V(Xil－１ailXn－il )∩V(Xij－１aijX
n－ij )|＝

kn－２.从而可知,这样的４个Qk
n－１子网络共有４kn－１－４kn－２

个顶点.引理８证毕.

易证,这５种情形共有
k
４

æ

è
ç

ö

ø
÷n＋

n
４

æ

è
ç

ö

ø
÷k４＋

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷k２＋

k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n(n－１)k＋

n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

nk
４

æ

è
ç

ö

ø
÷种.

注意到式(１)右端第５项为正数,通过计算式(１)右端前

４项的和可以给出Rk
n,n－１(p)的一个下界.

定理１　设n≥３为整数,k≥３为奇整数.令p为Qk
n 中

顶点的可靠性概率,则有:

Rk
n,n－１ (p)≥knpkn－１

－ [k(k－１)
２ np２kn－１

＋ n(n－１)
２

k２pkn－kn－２(k－１)２ ] ＋ [k(k－１)(k－２)
６

np３kn－１

＋n(n－１)(n－２)
６ k３pkn－kn－３(k－１)３ ＋

n(n－１)
２ k２ (k － １)p３kn－１－２kn－２ ]－

[nk(k－１)(k－２)(k－３)
２４ p４kn－１

＋

nk４(n－１)(n－２)(n－３)
２４ pk

n
－kn－４(k－１)４ ＋

nk３(k－１)(n－１)(n－２)
４ p４kn－１－５kn－２＋２kn－３

＋

nk２(k－１)(k－２)(n－１)
６ p４kn－１－３kn－２

＋

nk２(k－１)２(n－１)
８ p４kn－１－４kn－２ ]

证明:由式(１)可知,

Rk
n,n－１(p)≥∑

nk

i＝１
r(i)(p)＋(－１) ∑

i＜j

i,j＝１,２,􀆺,nk
r(i,j)(p)＋(－１)２

∑
i＜j＜l

i,j,l＝１,２,􀆺,nk
r(i,j,l) (p)＋ (－ １)３ ∑

i＜j＜l＜q

i,j,l,q＝１,２,􀆺,nk

r(i,j,l,q)(p)

由引理２－引理５,上述不等式右端前３项的和为:

∑
nk

i＝１
r(i)(p)＋(－１) ∑

i＜j

i,j＝１,２,􀆺,nk
r(i,j)(p)＋(－１)２ ∑

i＜j＜l

i,j,l＝１,２,􀆺,nk

r(i,j,l)(p)

＝knpkn－１

－[k(k－１)
２ np２kn－１

＋n(n－１)
２ k２pkn－kn－２(k－１)２ ]＋

[k(k－１)(k－２)
６ np３kn－１

＋ n(n－１)(n－２)
６

k３pkn－kn－３(k－１)３ ＋n(n－１)
２ k２(k－１)p３kn－１－２kn－２ ]

由引理７和引理８可知,４个Qk
n－１子网络之间的不同相

交情形有且仅有５种(见图２),且有:与情形(１)相对应的联

合可靠性概率为
k
４

æ

è
ç

ö

ø
÷np４kn－１;与情形(２)相对应的联合可靠性

概率为
n
４

æ

è
ç

ö

ø
÷k４pk

n
－kn－４(k－１)４ ;与情形(３)相对应的联合可靠性概

率为
k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷k２p４kn－１－５kn－２＋２kn－３ ;与情形(４)相对应的联合

可靠性概率为
k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n(n－１)kp４kn－１－３kn－２ ;与情形(５)相对应的

联合可靠性概率为
n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷p４kn－１－４kn－２ .故:

∑
i＜j＜l＜q

i,j,l,q＝１,２,􀆺,nk
r(i,j,l,q)(p)

　 ＝
k
４

æ

è
ç

ö

ø
÷np４kn－１

＋
n
４

æ

è
ç

ö

ø
÷k４pk

n
－kn－４(k－１)４ ＋

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷n

n－１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

k２p４kn－１－５kn－２＋２kn－３

＋
k
３

æ

è
ç

ö

ø
÷n(n－１)kp４kn－１－３kn－２

＋

n
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
２

æ

è
ç

ö

ø
÷p４kn－１－４kn－２

＝nk(k－１)(k－２)(k－３)
２４ p４kn－１

＋

nk４(n－１)(n－２)(n－３)
２４ pk

n
－kn－４(k－１)４ ＋

nk３(k－１)(n－１)(n－２)
４ p４kn－１－５kn－２＋２kn－３

＋

nk２(k－１)(k－２)(n－１)
６ p４kn－１－３kn－２

＋

nk２(k－１)２(n－１)
８ p４kn－１－４kn－２

从而可知,

Rk
n,n－１ (p)≥knpkn－１

－ [k(k－１)
２ np２kn－１

＋n(n－１)
２

k２pkn－kn－２(k－１)２ ] ＋ [k(k－１)(k－２)
６

np３kn－１

＋n(n－１)(n－２)
６ k３pkn－kn－３(k－１)３ ＋

n(n－１)
２ k２ (k － １)p３kn－１－２kn－２ ] －

[nk(k－１)(k－２)(k－３)
２４ p４kn－１

＋

nk４(n－１)(n－２)(n－３)
２４ pk

n
－kn－４(k－１)４ ＋

nk３(k－１)(n－１)(n－２)
４ p４kn－１－５kn－２＋２kn－３

＋

nk２(k－１)(k－２)(n－１)
６ p４kn－１－３kn－２

＋

nk２(k－１)２(n－１)
８ p４kn－１－４kn－２ ]

定理１证毕.

引理 ６ 给出了 Rk
n,n－１ (p)的一个上界,定理 １ 给 出 了

Rk
n,n－１(p)的一个下界,利用Rk

n,n－１(p)的上下界的平均值可以

给出Rk
n,n－１(p)的一个近似值,即有如下结论成立.

定理２　设n≥３为整数,k≥３为奇整数.令p为Qk
n 中

顶点的可靠性概率,则有:
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Rk
n,n－１ (p)≈knpkn－１

－ [k(k－１)
２ np２kn－１

＋ n(n－１)
２

k２pkn－kn－２(k－１)２ ]＋[k(k－１)(k－２)
６ np３kn－１

＋

n(n－１)(n－２)
６ k３pkn－kn－３(k－１)３ ＋

n(n－１)
２ k２(k－１)p３kn－１－２kn－２ ]－

１
２

[nk(k－１)(k－２)(k－３)
２４ p４kn－１

＋

nk４(n－１)(n－２)(n－３)
２４ pk

n
－kn－４(k－１)４ ＋

nk３(k－１)(n－１)(n－２)
４ p４kn－１－５kn－２＋２kn－３

＋

nk２(k－１)(k－２)(n－１)
６ p４kn－１－３kn－２

＋

nk２(k－１)２(n－１)
８ p４kn－１－４kn－２ ] (２)

３．２　Qk
n－１子网络搜寻算法

对于发生一定数目点故障的Qk
n,下面给出一个在故障的

Qk
n 中搜寻Qk

n－１子网络的算法.

算法１　Qk
n－１子网络搜寻算法

输入:k元n方体 Qk
n 以及 Qk

n 中的一个故障点集F

输出:Qk
n 中无故障的 Qk

n－１子网络集合S

１．令S∶＝Ø

２．fori＝１tondo

３．　 Di∶＝{０,１,􀆺,k－１}

４．endfor

５．whileF≠Ødo

６．　选择一个点a１a２􀆺an∈F

７．　 fori＝１tondo

８．　　Di∶＝Di－{ai}

９．　 endfor

１０．　 F∶＝F－{a１a２􀆺an}

１１．endwhile

１２．fori＝１tondo

１３．　S∶＝S∪{Xi－１aiXn－i:ai∈Di}

１４．endfor

１５．返回S

算法１的正确性可由以下两个结论直接得出:

(１)由引理１,Qk
n 中任一个Qk

n－１子网络可用某个 Xi－１

aiXn－i唯一表示,其中１≤i≤n,ai∈Nk－１为某一给定的整数.

故Qk
n 中所有Qk

n－１子网络的集合可表示为{Xi－１aiXn－i:１≤

i≤n,ai∈Nk－１}.

(２)由 Qk
n 的子网络符号化表示的定义可知,点a１a２􀆺

an∈V(a１Xn－１)∩V(Xa２Xn－２)∩􀆺∩V(Xn－１an).故点a１a２􀆺

an 发 生 故 障 将 会 破 坏 Qk
n 中 n 个 Qk

n－１ 子 网 络 a１Xn－１,

a２Xn－２,􀆺,Xn－１an.

给定Qk
n 及其故障点集F,执行算法１.当算法１终止时,

若S≠Ø,则S中各个元素所对应的Qk
n－１子网络均为无故障

的;若S＝Ø,则Qk
n 中不存在无故障的Qk

n－１子网络.

４　实验分析

４．１　Qk
n－１子网络的可靠性实验分析

为了评估Qk
n－１子网络可靠性理论结果的精确性,本节使

用 MATLAB对Qk
n 中Qk

n－１子网络的可靠性进行仿真实验.

选取不同规模的Qk
n(n＝５,６,k＝５,７)为实验对象.假定Qk

n

中顶点的可靠性是独立同分布的,且均服从故障率为λ的指

数分布.在任意时刻t,Qk
n 中顶点的可靠性为p＝e－λt,Qk

n 中

发生故障的顶点数为f＝kn(１－e－λt),按照文献[９]的方法通

过随机生成１００００次故障顶点集对这一时刻的Rk
n,n－１(p)进

行仿真,并将仿真结果与本文给出的 Rk
n,n－１ (p)的近 似 值

(式(２))、文献[９]中给出的上界(引理６)和近似结果(文献

[９]中的式(４))进行对比,具体结果如图３所示.

(a)n＝５,k＝５,λ＝１０－５/h (b)n＝６,k＝５,λ＝１０－６/h

(c)n＝５,k＝７,λ＝１０－６/h (d)n＝６,k＝７,λ＝１０－７/h

图３　Qkn 中Qkn－１子网络的可靠性分析结果

Fig．３　AnalysisresultsofQkn－１reliabilityinQkn
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　　从图３可以看出,对于不同规模的Qk
n,本文得出的近似

值与仿真结果均更为接近,并且随着p 逐渐减小,这一近似

值与仿真结果趋于一致.这表明本文得出的Rk
n,n－１(p)的近

似值是更为精确的.

４．２　Qk
n－１子网络搜寻算法实例

本节使用C语言实现算法１,并且以５元３方体Q５
３ 和５

元４方体Q５
４ 为例,通过随机生成不同规模的故障点集F 对

算法１进行测试,部分测试结果如表１和表２所列.实验结

果表明,对于发生一定数目点故障的Qk
n,若已知其全部故障

点的具体分布,则算法１可以给出Qk
n 中所有无故障的Qk

n－１

子网络.

表１　带有点故障的Q５
３ 中无故障的Q５

２ 子网络

Table１　FaultＧfreeQ５
２subnetworksintheQ５

３withnodefailures

Nodefailures FaultＧfreeQ５
２subnetworks

３０１,３２４
０XX,１XX,２XX,４XX,X１X,
X３X,X４X,XX０,XX２,XX３

４０２,２１１,１２３,２４４,２２３ ０XX,３XX,X３X,XX０
０４４,４４１,１４１,００４,２２０ ３XX,X１X,X３X,XX２,XX３

１２４,１１２,４４２,２４２,４０１,
１０３,３２４,１１０,０１１,３２１

X３X

０２０,４３３,３０１,２１１,１３３,
００２,４０１,００３,１０１,４４１,
１４０,３４２,３１３,４０４,３２１

Ø

表２　带有点故障的Q５
４ 中无故障的Q５

３ 子网络

Table２　FaultＧfreeQ５
３subnetworksintheQ５

４withnodefailures

Nodefailures FaultＧfreeQ５
３subnetworks

０２１１,１４０３,４２３０,０１１４
２XXX,３XXX,X０XX,X３XX,

XX２X,XX４X,XXX２

１４０１,１３３０,０４４３,４０３２,
１０１４,０４００,４４２０,００１２

２XXX,３XXX,X１XX,X２XX

４１０１,３１０３,１４０２,１０２１,
０２０３,２１２１,１１３４,２３３２

XX１X,XX４X,XXX０

１４０１,２３０１,０００３,３０２１,
１０２３,１１４０,１３１１,１０１４,
３１３４,０２４３,２３１４,１００４

４XXX,XXX２

１１３４,１４４３,３０３２,２０４２,
３３２４,２１１１,４２１２,３０００,
０００３,１４３２,３１４４,３３４４,
２２１０,０２２２,１０２２,２３３４

Ø

结束语　以具有优良性能的互连网络为底层拓扑结构设

计高性能并行计算机系统已经成为高性能计算领域的一个发

展趋势.互连网络的容错能力是衡量网络性能的关键指标.

本文对概率故障条件下Qk
n 中Qk

n－１子网络的可靠性Rk
n,n－１(p)

进行了研究.对于k≥３为奇整数,首先给出了Rk
n,n－１(p)的

一个下界,并结合已有上界得出了Rk
n,n－１(p)的一个近似值.

仿真实验表明,该近似值是较为精确的,该结论可以为设计以

Qk
n 为底层拓扑的并行计算机系统提供理论参考.其次,提出

了在发生点故障的Qk
n 中搜寻Qk

n－１子网络的算法,这可以帮

助工程师在基于Qk
n 构建的并行计算机系统中进行相关算法

的设计与分析.

值得注意的是,Rk
n,n－１(p)的精确值的计算依赖于厘清更

多Qk
n－１子网络的不同相交情形.然而,随着Qk

n－１子网络个数

的不断增加,这些子网络之间的相交情形将变得越来越复杂.

对于m＞１,概率故障条件下Qk
n(k≥３为奇整数)中Qk

n－m 子网

络的可靠性是值得进一步研究的方向.

参 考 文 献

[１] CHANG Y,BHUYANL．Acombinatorialanalysisofsubcube

reliabilityinhypercube[J]．IEEETransactionsonComputers,

１９９５,４４(７):９５２Ｇ９５６．
[２] WUX,LATIFIS．Substarreliabilityanalysisinstarnetworks

[J]．InformationSciences,２００８,１７８:２３３７Ｇ２３４８．
[３] LINL,XUL,ZHOUS,etal．Thereliabilityofsubgraphsinthe

arrangementgraph[J]．IEEETransactionsonReliability,２０１５,

６４(２):８０７Ｇ８１８．
[４] LIX,ZHOUS,XU X,etal．Thereliabilityanalysisbasedon

subsystemsof(n,k)Ｇstargraph[J]．IEEETransactionsonReliＧ

ability,２０１６,６５(４):１７００Ｇ１７０９．
[５] MAO W,NICOL D M．OnkＧarynＧcubes:theoryandapplicaＧ

tions[J]．DiscreteAppliedMathematics,２００３,１２９(１):１７１Ｇ１９３．
[６] ANDERSONE,BROOKSJ,GRASSLC,etal．Performanceof

theCRAY T３E Multiprocessor[C]∥Proceedingsofthe１９９７

ACM/IEEEConferenceonSupercomputing．New York:ACM

Press,１９９７:１Ｇ１７．
[７] ADIGANR,BLUMRICH M A,CHEN D,etal．BlueGene/L

torusinterconnectionnetwork[J]．IBMJournalofResearchand

Development,２００５,４９(２/３):２６５Ｇ２７６．
[８] CHENXＧB．Paired２ＧdisjointpathcoversoffaultykＧarynＧcubes

[J]．TheoreticalComputerScience,２０１６,６０９:４９４Ｇ４９９．
[９] FENGK,JIZ,WEIW．SubnetworkreliabilityanalysisinkＧary

nＧcubes[J]．DiscreteAppliedMathematics,２０１９,２６７:８５Ｇ９２．
[１０]LVY,FANJ,HSUDF,etal．StructureconnectivityandsubＧ

structureconnectivityofkＧarynＧcubenetworks[J]．Information

Sciences,２０１８,４３３/４３４:１１５Ｇ１２４．
[１１]LIUA,WANGS,YUANJ,etal．ThehＧextraconnectivityofkＧ

arynＧcubes[J]．TheoreticalComputerScience,２０１９,７８４:２１Ｇ４５．
[１２]WANGS,ZHANGG,FENGK．FaulttoleranceinkＧarynＧcube

networks[J]．TheoreticalComputerScience,２０１２,４６０:３４Ｇ４１．
[１３]YANG Y,LIJ,WANGS．EmbeddingvariouscycleswithpreＧ

scribedpathsintokＧarynＧcubes[J]．DiscreteApplied MatheＧ

matics,２０１７,２２０:１６１Ｇ１６９．
[１４]BONDYJA,MURTYUSR．GraphTheory[M]．New York:

Springer,２００８:１Ｇ４５０．
[１５]SANES．CombinatorialTechniques[M]．NewDelhi:Hindustan

BookAgency,２０１６:５７Ｇ７９．

FENGKai,bornin１９８７,Ph．D,associate

professor,mastersupervisor,isamemＧ

berofChinaComputerFederation．His

mainresearchinterestsincludefaultＧ

toleranceofinterconnection network,

graphtheoryanditsapplications．

６３ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．７,July２０２０


