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摘　要　文中将粗糙集理论中的属性序引入到图论中,研究顶点序下图的支配集问题.首先,在图的顶点集上定义一个全序关

系,称为顶点序.然后,利用顶点序定义一个二元等价关系,得到图中所有顶点闭邻接集的一个划分.最后,基于该划分设计了

一种顶点序下图的极小支配集算法.同时,证明了该算法在给定顶点序下求解极小支配集的完备性和唯一性,并通过实例分析

验证了所提算法的正确性和有效性.
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１　引言

图的支配集及其扩展问题,如最小支配集、最小加权支配

集、最小连通支配集、最小点覆盖、最大独立集等,是图论中的

经典 NP完全问题[１],在多文档摘要[２]、社会网络[３]、无线传

感器网络[４]、车辆无线自组织网络[５]、经济网络[６]等领域有着

广泛的应用.求解这些问题的精确算法[７Ｇ９]对小规模问题能

快速得到准确的解,但对大规模问题其求解的时间和空间复

杂度太高.因此,越来越多的学者开始研究图的支配集及其

扩展问题的近似算法.目前,已有的近似算法大致可分为:启
发式近 似 算 法[１,１０Ｇ１２]、分 布 式 构 造 算 法[１３Ｇ１４]、动 态 更 新 算

法[１５Ｇ１６]等.针对块图[１７]、轮图[１８]、赋权图[１９]等广义图中的支

配集及其扩展问题也提出了一些近似算法.近似算法虽然能

获得较好近似比的结果,但其算法的完备性和唯一性不能保

证.Haynes等提出了利用一个布尔函数进行逻辑运算求解

图的所有极小支配集的方法[２０].

近年来,许多学者将粗糙集理论[２１]和图论进行对比研

究,并将图论中的支配集问题转换为粗糙集理论中的属性约

简问题进行求解并获得了成功[２２Ｇ２９].如,Wang等基于覆盖

粗糙集研究了图论中的点覆盖、独立集、边覆盖和匹配等问

题[２２];Cattaneo利用形式概念分析和粗糙集理论来研究了超

图[２３];Xu等基于广义粗糙集理论研究了有向图的强连通分

支求解方法[２４];针对图的最小点覆盖问题,Chen等先后提出

了基于信息熵[２５]和基于正域[２６]的启发式算法,Xu等则利用

多关系粒计算模型提出了基于信息熵的启发式算法[２７];Tan
等提出了基于决策表正域的启发式最小完全支配集算法[２８]

和基于信息熵的启发式最小支配集算法[２９].但这些算法未

讨论在不同的顶点序下对应的极小支配集,同时也未提及顶

点序与极小支配集之间的对应关系,本文将对顶点序下的极

小支配集求解问题展开研究.

在粗糙集理论中,Wang等于２００１年首次提出了属性序

的概念[３０],此后属性序的概念在决策表的 Pawlak约简和决

策规则挖掘算法中得到了应用[３１Ｇ３３].该方法在给定的属性

序下能得到唯一的属性约简.同理,在支配集问题中,给定一

个顶点序,该顶点序是否对应着唯一的一个极小支配集.本

文将该方法应用于图的支配集问题求解,基本思想是:对于给

定的无向图G,设S表示以每个顶点的闭邻接集为元素的集

合,简称为顶点闭邻接集;在顶点集上定义一个全序关系O,



进而定义S上的一个二元等价关系R(O),将S 划分为若干

等价类;基于该划分设计顶点序下的极小支配集算法.对于

给定的顶点序,该方法能得到图的一个极小支配集,且相对于

顶点序是唯一的.

２　无向图及其支配集

设G＝(V,E)表示顶点集为V 和边集为E 的无向图,本
文讨论的图均指无向图.连接一对顶点的多条边称为重边,
连接同一个顶点的边称为环.顶点v∈V 的闭邻接集 N[v]＝
{u∈V|(u,v)∈E}∪{v},记S＝{N[v]|v∈V}表示图G 的顶

点闭邻接集集合.若 N[v]＝{v},则称v为孤立点.
定义１[２９]　给定图G和D⊆V.若对∀v∈V－D,都∃u∈

D,使得(u,v)∈E,则称D 为图G 的支配集;若对D 的任何真

子集都不是图G的支配集,则称 D 为图G 的极小支配集;若
不存在支配集D∗ 使得|D∗|＜|D|,则称D 为图G 的最小支

配集;图G的所有极小支配集的交集称为核支配集,核支配

集中的顶点称为核支配点.
定义２　给定图 G,D⊆V,u∈D.记S∗ ＝{α∈S|α∩

(D－{u})＝Ø},如果S∗ ≠Ø,则称u在D 中是独立的,否则

是依赖的.若∀u∈D 在D 中都是独立的,则称D 是独立的,
否则是依赖的.

对图G的极小支配集有如下等价定义.
定义３　给定图G,则顶点子集 D⊆V 是图G 的极小支

配集当且仅当同时满足如下两个条件:
(１)对∀v∈V－D,都∃u∈D,使得(u,v)∈E;
(２)对∀u∈D,都∃v∈V 使得N[v]∩D＝Ø.
注意:条件(１)仅能保证D为支配集,不能保证D是极小支

配集,且有两种等价描述:１)∀v∈V 有D∩N[v]≠Ø;２){α∈
S|α∩D＝Ø}＝Ø.依据定义２可知,条件(２)等价于“D 是独

立的”.因此,D⊆V 是图G 的极小支配集的充要条件为“{α
∈S|α∩D＝Ø}＝Ø且D 是独立的”.

例１　图１是一个无向图G＝(V,E),其中V＝{v１,v２,

v３,v４,v５},E＝{e１,e２,e３,e４,e５,e６},v５ 是唯一的孤立点,e２

与e３ 是一组重边,e６ 是环.

图１　一个无向图G
Fig．１　UndirectedgrapG

在图G中,N[v１]＝{v１,v２,v３},N[v２]＝{v１,v２,v３,v４},

N[v３]＝{v１,v２,v３},N[v４]＝{v２,v４},N[v５]＝{v５}.顶点

子集D＝{v１,v２,v５},显然对∀v∈V 有D∩N[v]≠Ø,因此

D 是图G 的支配集.又由于∀v∈V 有(D－{v１})∩N[v]≠
Ø,即v１ 在D 中是不独立的,从而 D 是不独立的,因此 D 不

是图G 的极小支配集.
为了求得图G的所有极小支配集,Haynes给出了一种方

法,即利用吸收律和分配律进行等值演算得到如下定义的布

尔函数[２０].
定义４[２０]　给定图 G,设 顶 点 集V＝{v１,v２,􀆺,vn},

则布尔函数fG 定义为:

fG(v∗
１ ,v∗

２ ,􀆺,v∗
n )＝∧{∨α|α∈S}

＝∧{∨N[v]|v∈V}
其中,v∗

１ ,v∗
２ ,􀆺,v∗

n 是对应于顶点v１,v２,􀆺,vn 的布尔变量,

∨N[v]表示N[v]中所有顶点v对应布尔变量v∗ 的析取.在

本文的后续讨论中,将不区分v∗
i 和vi.

引理１[２０]　给定图G和D⊆V,则D 是图G 的极小支配

集当且仅当∧v∈Dv是布尔函数fG(v１,v２,􀆺,v２)的析取范式

中的一项简单合取式.
引理１表明,图G的所有极小支配集与布尔函数fG(v１,

v２,􀆺,vn)的析取范式中的每个简单合取式一一对应,表达式

如下:

fG(v１,􀆺,vn)＝∧{∨N[v]|v∈V}＝∨
p

i＝１
(∧

qi

j＝１
vtj

)

其中,∧
qi

j＝１
vtj ,i＝１,２,􀆺,p,１≤tj ≤n,是 布 尔 函 数 fG (v１,

v２,􀆺,vn)的析取范式中所有的简单合取式.于是,图G 的所

有极小支配集为:Di＝{vtj|j＝１,２,􀆺,qi},i＝１,２,􀆺,p .
推论１　给定图G和顶点v∈V,则v是G 的核支配点当

且仅当v是G 的孤立点.
证明:v是G 的孤立点等价于N[v]＝{v},由式(２)可知v

必在图G的一个极小支配集中,即v是G 的核支配点.反之

亦然.
推论２　给定图G和边e∈E,若e是图G 的重边或者环,

则图G和图G－e的所有极小支配集都相同.
证明:无论e在图G 中是环还是存在边e∗ ∈E 与e构成

重边,对∀v∈V 在图G 和G－e中的闭邻接集N[v]保持相

同.由式(１)可知,图G和图G－e有相同的布尔函数.根据

引理１,图G和图G－e的所有极小支配集都相同.
推论２表明,在图G 中添加或删除一条重边或环,图G

的任何极小支配集将保持不变,从而最小支配集也将保持

不变.
例２　在例１中,图G的布尔函数为:

fG(v１,v２,v３,v４,v５)＝(∨N[v１])∧(∨N[v２])∧􀆺∧
(∨N[v５])

＝(v１ ∨v２ ∨v３)∧(v１ ∨v２ ∨v３ ∨
v４)∧(v１∨v２∨v３)∧(v２∨v４)∧
v５

利用吸收率和分配律化简后,得到fG 的析取范式为:

fG(v１,v２,v３,v４,v５)＝(v２∧v５)∨(v１∧v４∧v５)∨(v３∧
v４∧v５)

从而,图G有３个极小支配集 D１＝{v２,v５},D２＝{v１,

v４,v５}和D３＝{v３,v４,v５}.其中D１ 是图G 的唯一最小支配

集,孤立点v５ 是唯一的核支配点,且D１∩D２∩D３＝{v５}.

３　顶点序下的支配集

本节将在图的顶点集上定义一个全序关系,称为顶点序.
根据该顶点序,在顶点闭邻接集集合上定义二元等价关系.
由此,提出一种顶点序下的极小支配集算法,并证明该算法的

完备性和唯一性.

３．１　顶点序下的支配集算法

定义５　给定n阶图G,在顶点集V 上定义一个全序关

系“≺”,将V 中所有顶点分别标上１到n的整数,进而得到V
上的一个顶点序列,简称为顶点序,记为:

５４４王　洪,等:顶点序下图的支配集算法



O:v１≺v２≺􀆺≺vn

S＝{N[v]|v∈V}是以图中顶点的闭邻接集为元素的集

合,对∀δ∈S,δ中的顶点从左到右继承着顶点序O.例如:

δ＝vjB,vj∈V,B⊆V,vj 是在顶点序O 下δ的第一个顶点,并
称vj 为δ的标签顶点.

基于顶点序O在S 上定义一个二元关系如下:

R(O)＝{(δ１,δ２)|δ１,δ２∈S 且δ１ 与δ２ 的标签顶点相

同},容易验证:R(O)是S上的等价关系,且将S划分为多个

等价类,用商集来表示该划分为S/R(O)＝{[v１],[v２],􀆺,
[vn]}.当i≠j时,[vi]∩[vj]＝Ø,因而这个划分是唯一的.

因此,∀δ∈S,δ∈[vi]且δ∉ [vj](i≠j),即S中的每个元素

(顶点的闭邻接集)只属于一个等价类,且由它的标签顶点决

定.显然,每个等价类能被标签顶点唯一表示.因此,该划分

可以用标签顶点的下标来简 单 表 示,即 S/R(O)＝ {[１],
[２],􀆺,[n]}.

依据顶点序O和划分S/R(O),一种顶点序下的极小支

配集算法如算法１所示.
算法１　顶点序下的支配集算法(MDA_Oder)
输入:n阶图 G＝(V,E),顶点序 O:v１≺v２≺􀆺≺vn

输出:顶点序 O下的支配集 D

Step１　令 D＝Ø,S＝{N[vi]|i＝１,２,􀆺,n},其中 N[vi]＝{vj∈V|
(vj,vi)∈E}∪{vi}.

Step２　若S＝Ø,则转Step６;否则转Step３.

Step３　令{[S/R(O)]}＝{i|[i]≠Ø,[i]∈S/R(O)},计算k＝

max{[S/R(O)]}.

Step４　vk 是一个新的支配点,令 D＝D∪{vk}.

Step５　计算S∗ ＝{α∈S|α∩{vk}＝Ø},S＝S∗ ,转Step２.

Step６　输出顶点序 O下的支配集 D,算法结束.

在算法１的Step３中,{[S/R(O)]}表示划分S/R(O)中
所有非空等价类的标签顶点的下标集合,而k＝max{[S/

R(O)]}则表示其中的最大下标,１≤k≤n.每次迭代都从划

分S/R(O)的非空等价类中选择下标最大的标签顶点成为新

的支配点,并将其加入到D 中,然后更新S,即从S中删除包

含有新支配点的元素,直到S＝Ø.
算法１的时间复杂度分析如下:设图G 有n 个顶点和m

条边,Step１扫描每一条边即可得到每个顶点的闭邻接集,故
其时间复杂度为O(m).Step２到Step３仅需扫描每个顶点的

闭邻接集即可得到顶点序下的划分S/R(O)＝{[１],[２],􀆺,
[n]},同时找到最大非空标签顶点类的标号k,其时间复杂度

为 O(n).Step４和Step５将满足条件的vk 并入支配集D 中,
并更新闭邻接集合S,其时间复杂度为 O(n).因此,算法１
的时间复杂度为 O(max(n,m)),远低于文献[２８]中基于决策

表正域的最小完全支配集算法的复杂度 O(n４).
为了证明算法１的完备性,先证明两个引理.
引理２　假定[s],[t]∈S/R(O),其标签顶点分别为vs,

vt.如果s＜t,则对∀γ∈[t]有{vs}∩γ＝Ø,即vs∉γ.

证明:对于∀γ∈[t],根据[t]的定义,对∀vk∈γ有t≤k.
由于s＜t,因此有s＜t≤k,[t]中所有元素都不包含[s]中元

素的标签顶点vs,故{vs}∩γ＝Ø成立.
引理２表明,在算法１的Step５中,如果等价类的标签顶

点的下标大于新成为支配点vk 的下标k,则这些等价类中的

任何元素不会因为新加入的支配点vk 而被删除.
引理３　给定图 G 和顶点序O,D 是算法１的解,S＝

{N[v]|v∈V}是图G 的顶点闭邻接集集合,N＝max{[S/R
(O)]},则vN 在D 中是独立的.

证明:依据算法１的Step４可知,vN ∈D.令S′＝{α∈S|
α∩(D－{vN})＝Ø}.对于∀vk∈D－{vN },由算法１和vN

的定义有k＜N.由引理２知,对∀β∈[N]有{vk}∩β＝Ø.
由vk 的任意性知,对∀β∈[N]有β∩(D－{vN })＝Ø.因此,

Ø≠[N]⊆S′,进而 S′≠Ø.由 定 义 ２ 知,vN 在 D 中 是 独

立的.
引理３表明,在按算法１计算支配集 D 时,与 max{[S/

R(O)]}相关的标签顶点在D 中是独立的.

３．２　算法１的完备性

在算法１的 Step５中,删除的非空等价类中的元素和S
中的等价类都是有限的,因此算法１在有限次迭代后必有

S＝Ø.因此,算法１终止时,由定义３中的条件(１)可知,算
法１的解D 是图G 的支配集.

事实上,算法１的计算过程给出了一个关于图G 的顶点

闭邻接集集合S 的序列S０,S１,􀆺,Sk,并且通过序列中的每

个Si 都能找出唯一的支配点vi.从而,有一个对应的支配点

序列v０,v１,􀆺,vk－１,它们在顶点序 O 中的标签分别为n０,

n１,􀆺,nk－１,有n０＞n１＞􀆺＞nk－１.此外,Sj＋１＝Sj－Ej,其中

Ej＝{α∈Sj|α∩{vj}≠Ø},S０＝S,Sk＝Ø,j＝０,１,􀆺,k－１.
定理１　给定图G 和顶点序O,算法１对极小支配集是

完备的.
证明:由于算法１停止时,输出的解 D 必须满足S∗ ＝

{α∈S|α∩D＝Ø}＝Ø,其中S＝{N[v]|v∈V}是图G的顶点

闭邻接集集合.进而依据定义３中的条件(１)可知,D 是图G
的支配集.为了证明D是极小支配集,仅须证明D是独立的.

记n０＝max{[S０/R(O)]},由引理３可知v０ 在D 中是独

立的.不妨假定支配点集Q＝{v０,v１,􀆺,vp－１}中的每个顶点

在D 中都是独立的.如果Sp＝Sk＝Ø,则D＝Q,定理得证,
否则仅须证明vp 在D 中是独立的.

如果Sp ≠Ø,则np ＝max{[Sp/R(O)]},vp ∈D,np ＜
np－１＜􀆺＜n０.反证法,如果vp 在D 中不是独立的,则依据

定义２有{α∈S|α∩(D－{vp})＝Ø}＝Ø.因为[np]⊆Sp⊆
S,所以{α∈[np]|α∩(D－{vp})＝Ø}＝Ø,即在 Sp 中对

∀β∈[np],β∩Q≠Ø 和β∩{vp＋１,vp＋２,􀆺,vk－１}≠Ø 二者必

有一个成立.由引理２,一定有β∩{vp＋１,vp＋２,􀆺,vk－１}＝Ø.
因此,只有β∩Q≠∅成立,即在Sp 中对∀β∈[np]都有β∩
Q≠Ø.依据算法１的 Step５可知,在Sp 中有[np]＝Ø.然

而,np＝max{[Sp/R(O)]},在Sp 中有[np]≠Ø,矛盾.因此,

vp 在D 中是独立的,定理得证.
定理１表明,对于给定的图和顶点序,算法１得到的解是

极小支配集.顶点序可以视为用户对其偏好的一种表示,因
此这对基于图的机器学习是一个很重要的性质.

３．３　算法１的唯一性

下面对算法１的唯一性定理进行证明.
定理２　给定图G,相对于顶点序O,算法１的结果是唯

一的.
证明:由定理１可知,算法１的解是极小支配集.在算法

１的迭代计算过程中,给出的关于图G 的顶点闭邻接集集合

S 的序列为S０,S１,􀆺,Sk,S０＝S,Sk＝Ø,其中的每一个Si 能

被算法１和定义３中条件(１)唯一确定.因此,nj＝max{[Sj/

R(O)]},等价类[nj]和标签顶点vj 都是唯一的,j＝０,１,􀆺,
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k－１.从而,形成的支配点序列v０,v１,􀆺,vk－１也被唯一确

定.因此,由算法１得到的结果D＝{v０,v１,􀆺,vk－１}是唯一

的.定理得证.
事实上,以往的各种启发式支配集算法[１,１０Ｇ１２]采用的是顶

点集V 上的部分序,而不是算法１中采用的全序.因此,这些

近似算法很难保证其结果是极小支配集和其结果的唯一性.
为了更好地理解算法１,下面给出一个例子.
例３　在例１中,假定顶点序 O:v１≺v２≺v３≺v４≺v５.

图G 中 每 个 顶 点 的 闭 邻 接 集 为:N[v１]＝ {v１,v２,v３},

N[v２]＝{v１,v２,v３,v４},N[v３]＝{v１,v２,v３},N[v４]＝{v２,

v４},N[v５]＝{v５}.从而S＝{{v１,v２,v３},{v１,v２,v３,v４},
{v１,v２,v３},{v２,v４},{v５}}.计算k＝max{１,２,５}＝５,从而

D＝{v５}.计算S∗ ＝{{v１,v２,v３},{v１,v２,v３,v４},{v１,v２,

v３},{v２,v４}},S＝S∗ ≠Ø,进而k＝max{[S/R(O)]}＝max
{１,２}＝２,D＝{v２,v５}.此时,S∗ ＝Ø,从而S＝ Ø,输出极小

支配集D＝{v２,v５},算法结束.

同理,依据不同的顶点序,利用算法１可以得到相应的唯

一极小支配集.
(１)O:v２≺v１≺v３≺v４≺v５

S/R(O)＝{{v２v１v３,v２v１v３v４,v２v４},{v５}},D＝{v２v５};
(２)O:v３≺v４≺v１≺v２≺v５

S/R(O)＝ {{v３v１v２,v３v４v１v２},{v４v２},{v５}},D ＝
{v３v４v５};

(３)O:v１≺v４≺v３≺v２≺v５

S/R(O)＝ {{v１v３v２,v１v４v３v２},{v４v２},{v５}},D ＝
{v１v４v５}.

容易验证,上面的极小支配集都是独立的.根据定理２,
给定一个顶点序,基于算法１的极小支配集是唯一的.但是,
顶点序与极小支配集之间的关系仅是一个映射关系,但不是

一一映射.
结束语　任意图的最小支配集是一个 NP完全问题.精

确算法主要是利用分支简化策略、复杂度分析和测度分析等

技术降低其复杂度,同时讨论支配数的上下限问题,可为近似

算法设计提供理论指导,以避免去追求一些理论上已经证明

不可能达到的近似度.近似算法主要采用启发式信息、分布

式构造和动态搜索等技术进行设计,能获得较好的近似度,但
其算法的完备性和唯一性很难保证.近年来,用其他方法或

形式(如粗糙集理论)来等价描述图论中的支配集及其扩展问

题,以便找到其他有效的解决方法,已成为另一个研究热点.
本文针对无向图的支配集问题,在顶点集上事先定义一

个顶点序,由此设计了一种顶点序下的极小支配集算法,该算

法不仅对图的极小支配集是完备的,而且相对于顶点序其结

果是唯一的.显然,事先定义的顶点序是算法获得成功的关

键.值得注意的是,本文方法和结果表明:从图的顶点序空间

到极小支配集空间之间存在一个映射,即:

D＝Minimal_ds(S,O)
其中,S＝{N[v]|v∈V}表示以图G 中顶点的闭邻接集为元

素的集合,是图G 的一种简单描述.由例３可见,这个映射

不是顶点序空间到极小支配集空间的一一映射.由此,顶点

集上的顶点序对图论的研究具有重要的理论意义.研究这种

映射的性质及其在最小支配集、最小加权支配集、最小连通支

配集等支配集扩展问题中的应用是我们今后的工作之一.此

外,如何根据实际需要(如支配点设置的难易程度、成本代价、
实时性以及领域用户的需求和兴趣等)来定义顶点序,实现面

向领域用户需求的图挖掘算法是我们今后的另一个主要工作.
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