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摘　要　特征选择是一种通过去除不相关和冗余的特征来降低数据维数和提高后续学习算法效率的数据处理方法.无监督特

征选择已经成为维数约简中具有挑战性的问题之一.首先,通过结合特征自表示能力和流形结构,提出了一种联合多流形结构

和自表示(JointMultiＧManifoldStructuresandSelfＧRepresentation,JMMSSR)的无监督特征选择方法.不同于现有的方法,为

了更准确地刻画特征的流形结构,引入一种自适应加权策略来融合特征的多个流形结构.然后,提出了一种简单且有效的迭代

优化算法来求解JMMSSR方法的目标函数,并利用数值实验验证了优化算法的收敛性.最后,分别在JAFFE,ORL和COIL２０
３个数据集上进行聚类实验,实验结果验证了与现有的无监督特征选择方法相比,JMMSSR方法具有较好的性能.
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Abstract　FeatureselectionistoreducethedimensionofdatabyremovingirrelevantandredundantfeaturesandimprovetheeffiＧ
ciencyoflearningalgorithm．UnsupervisedfeatureselectionhasbecomeoneofthechallengingproblemsindimensionalityreducＧ
tion．Firstly,combiningselfＧrepresentationandmanifoldstructureoffeatures,aJointMultiＧManifoldStructuresandSelfＧRepreＧ
sentation(JMMSSR)unsupervisedfeatureselectionalgorithmisproposed．Differentfromtheexistingapproaches,ourapproach
designsanadaptiveweightedstrategytointegratemultiＧmanifoldstructurestodescribethestructureoffeaturesaccurately．
Then,asimpleandeffectiveiterativeupdatingalgorithmisproposedtosolvetheobjectivefunction,andtheconvergenceofthe
optimizationalgorithmisalsoverifiedbynumericalexperiments．Finally,experimentalresultsonthreedatasets(suchasJAEEF,

ORLandCOIL２０)showthattheproposedapproachexhibitsbetterperformancethantheexistingunsupervisedfeatureselection
approaches．
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１　引言

随着信息化和存储技术的飞速发展,人们所采集的数据

在样本数量和特征维度上呈现急剧膨胀趋势[１Ｇ３].高维数据

经常包含大量无关或冗余的特征,这无疑增加了数据处理方

法的时间复杂度和空间复杂度.此外,不相关和冗余特征也

会对后续的聚类或分类任务带来一定的影响.特征选择已经

成为解决上述问题的典型方法之一,并受到了研究者的广泛

关注[１Ｇ５].

特征选择方法根据算法是否使用类别标签信息,可大概

分为有监督、半监督和无监督３类方法[１].有监督特征选择

方法在类别信息的引导下选择最具鉴别能力的特征子集,在

分类识别任务中获得了优越的性能[１].然而,对于某些无法

获取数据标签信息的训练数据,有监督方法将无法工作即失

效.与有监督特征选择方法相比,无监督特征选择方法通过

挖掘高维数据的内在性质或结构信息来选取特征子集,使其

更加灵活且实用.因此,设计有效的无监督特征选择方法在

数据处理中是非常重要的.

Li等[６]介绍了许多无监督特征选择方法.其中,方差得

分(VarianceScore,VS)是一种经典且简单的无监督特征选择



方法[７].VS方法首先计算每个特征的方差,然后选择方差较

大的特征作为最优特征子集.He等[８]利用特征的局部保留

能力,提出了一种无监督特征选择方法,称为拉普拉斯得分

(LaplacianScore,LS).LS方法可以选择最能保持原始数据

流形结构的特征子集.Zhao等[９]则将谱图理论引入到特征

选择中,提出了一种谱特征选择(SPEC)方法.SPEC方法首

先基于高维数据构造相似图,然后根据谱图理论选择能够保

留其图结构信息的特征子集.然而,VS,LS和SPEC方法都

是单独对每个特征进行评估,因此,它们忽略了特征之间的相

关性,从而导致所选择的特征子集并不是最优的[１０Ｇ１１].为了

解决上述问题,Cai等[１０]结合流形结构和l１Ｇ范数正则化提出

了一种统一框架来选择最优特征子集.之后,Li等[１１]利用判

别信息和特征间的相关性来增加特征子集的判别能力,提出

一种非负判别特征选择 (NonＧnegativeDiscriminativeFeature
Selection,NDFS)方法.此外,为了更好地处理高维数据所包

含大量噪声或异常值数据,提高方法的性能,研究学者提出了

一系列基于l２,１Ｇ范数的无监督特征选择方法[１２Ｇ１４].比如,Nie
等[１２]同时对距离度量损失函数和特征选择矩阵加以l２,１Ｇ范

数来降低特征算法对异常数据点和噪声点的影 响.Qian
等[１３]将基于l２,１Ｇ范数的回归模型和非负矩阵分解集成到统

一框架中,并提出了一种鲁棒的无监督特征选择(RobustUnＧ
supervisedFeatureSelection,RUFS)方法.不同于文献[１２Ｇ
１３],Zhu等[１４]提出了一种正则化自表示(RegularizedSelfＧ
Representation,RSR)方法用于无监督特征选择.RSR 方法

假设每个特征都可以由其他相关特征线性表示.该方法首先

建立特征的回归模型,并分别对损失函数和回归系数加以

l２,１Ｇ范数约束,从而选取最具代表性的特征.RSR方法仅仅

考虑特征的自表示能力,却忽略了特征的结构保持能力.对

此,Liang等[１５]提出了一种流形正则化自表示(ManifoldRegＧ
ularizedSelfＧRepresentation,MRSR)方法,该方法采用传统的

kＧ近邻图(KNN图)刻画特征流形结构.此外,为了提高算法

对噪声数据的鲁棒性,Tang等[１６]将基于l１Ｇ范数的图拉普拉

斯正则化引入自表示模型中,以确保特征选择模型更加稳健.

尽管上述方法的性能要优于其他方法,但它们的性能在一定

程度上依赖于图的构建.

目前,研究学者提出大量的图构建方法[１７],常见方法包

括 KNN图[１８]和LLE(LocallyLinearEmbedding)图[１９],然而

这两种方法的近邻参数选择与权值计算是相互独立的过程.
为了解决这个问题,基于稀疏表示的l１Ｇ图[２０]和基于低秩表

示(LowＧRankRepresentation,LRR)的 LRR 图[２１]被相继提

出,但这两种方法具有较高的计算复杂度.为了提高算法的

计算效率,Lu等[２２]基于最小二乘方法构建了l２Ｇ图,该方法简

单且高效,并被广泛应用于基于图的维数约简和谱聚类方法

中.然而,具体选择哪种图构建方法仍然是一个开放性问题.
综上所述,本文提出了一种联合多流形结构和自表示的

特征选择方法.为了充分利用特征的流形结构,JMMSSR方

法引入了一种自适应加权融合策略.与现有的无监督特征选

择方法相比,该方法具有如下优点:首先,考虑了特征不同的

流形结构;其次,引入自适应加权策略对其进行融合,使之更

为有效地刻画特征的本征结构;最后,设计了一种简单且高效

的迭代更新算法求解目标函数.通过在３个数据集上进行的

大量实验,验证了JMMSSR方法的有效性.

２　联合多流形结构和自表示的特征选择方法

假设样本数据矩阵X＝[x１;x２;􀆺;xn]∈Rn×d,其中,n为

样本的数量,每个样本表示为d维的特征向量.矩阵X 中的

每一行表示一个样本,每一列表示一个特征.对于任意矩阵

M∈Rm×n,mij表示矩阵M 中(i,j)处的元素,mi 和mj 分别表

示矩阵M 的第i行和第j列.tr(M)表示矩阵的迹,MT 表示

矩阵 M 的转置.Im 表示大小为m×m 的单位矩阵.矩阵 M

的l２１Ｇ范数定义为‖M‖２,１＝∑
m

i＝１
‖mi‖２＝∑

m

i＝１
∑
n

j＝１
m２

ij ,矩阵

M 的FＧ范数定义为‖M‖F＝ ∑
m

i＝１
　∑

n

j＝１
m２

ij .

２．１　目标函数

特征自表示被广泛应用于特征选择中,它可以表示为如

下模型:

min
W

‖X－XW‖２,１＋λ‖W‖２,１ (１)

其中,矩阵W 表示特征的权值矩阵.为了提高特征选择方法

对数据离群点和噪声点的鲁棒性,式(１)中采用基于l２１Ｇ范数

的度量准则计算表示误差,同时通过对权值矩阵W 施加行稀

疏约束实现特征子集选择的目的.尽管基于自表示的方法可

以选择最具有代表性的特征,但它忽略了特征的局部流形结

构信息.然而,有效保留特征的局部流形结构在特征选择过

程中极为重要,因此 Zhu等[１４]提出流形正则化自表示模型,

其目标函数定义为:

min
W

{‖X－XW‖２,１＋α‖W‖２,１＋βtr(WTXTLXW) (２)

其中,L＝D－S表示图的拉普拉斯矩阵,S表示图的权值矩

阵,D 表示对角矩阵,其对角元素为S矩阵中每一行或者每一

列元素之和(如dii＝∑
n

j＝１
sij),α和β为非负平衡参数.式(２)中

第三项为流形正则项(拉普拉斯正则化项),主要用于保持特

征的局部流形结构信息.
流形学习是一种非常有效地维数约简方法,目前也有大

量方法被提出[１７].流形学习的核心问题是如何有效地构建

图来刻画特征流形的本征结构.为了更好地刻画特征的流形

结构,本文采用５种常用的图构建方法[１８Ｇ２２].文献[１８]提出

的基于欧氏距离构建的 KNN 图方法包括两个步骤,首先对

每个样本选择k个近邻样本;然后计算其近邻样本之间的权

值,如式(３)所示:

sij＝
exp(－‖xi－xj‖２

σ２ ), ifxi∈Ωk(xi)

０, otherwise
{ (３)

其中,Ωk(xi)表示样本xi 的k 近邻样本集合,σ为热核参数,

exp(􀅰)表示指数函数.

不同于文献[１８],文献[１９]基于局部线性嵌入(Locally
LinearEmbedding,LLE)的思想提出了 LLE图构建方法,其
权值通过优化式(４)进行计算.

min∑
n

i＝１
‖xi－ ∑

xj∈Ωk(xi)
sijxj‖２

s．t．∑
j＝１

sij＝１,sij＝０,ifxj∉Ωk(xi)
(４)

其中,S＝[sij]∈Rn×n表示权值矩阵,元素sij表示重构系数.

由于 KNN图和LLE图的理论简单且容易实现,因此它

们成为了目前流行的图构建方法,但是这两种方法中的近邻

选择和权值计算是相互独立的.另外,它们都是基于欧氏距
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离的,因此对噪声非常敏感.
受启发于稀疏表示被成功应用于信号处理及人脸识别等

众多领域,文献[２０]提出一种基于稀疏表示构建l１Ｇ图的方

法,其邻域选择和权值求解可以通过优化式(５)实现.

min‖si‖１

s．t．xi＝Xisi

(５)

其中,Xi＝[x１;x２;􀆺;xi－１;xi＋１;􀆺;xn]∈Rd×(n－１)表示不包

括样本xi 的 样 本 子 集,‖ 􀅰 ‖１ 表 示 向 量 的l１Ｇ范 数.从

式(５)可知,l１Ｇ图将邻域选择和权值计算同步完成.但求解

l１Ｇ范数的最优化问题是非常耗时的.此外,在构建l１Ｇ图的过

程中需要单独对每个样本求解重构系数,因此,所构建的图并

不能很好地刻画特征的局部结构.为此,文献[２１]提出了一

种基于低秩表示的 LRR 图构建方法,其目标函数定义如

式(６)所示:

min‖S‖∗

s．t．X＝XS
(６)

其中,‖􀅰‖∗ 表示矩阵的核范数,其值等于矩阵奇异值之

和.尽管LRR图可以很好地挖掘数据的全局结构,但其求解

方法仍然比较耗时.于是,Lu等人[２２]基于最小二乘法提出

l２Ｇ图构建方法,目标函数如式(７)所示:

min‖S‖F

s．t．X＝XS,diag(S)＝０
(７)

其中,diag(􀅰)表示矩阵的对角元素操作.
上述５种不同的图构建方法也被广泛应用于基于图的维

数约简或聚类方法中,但是不同的图构建方法是基于不同的

准则,每种图构建方法可能适用于不同的数据集.因此,如何

选取合适的图构建方法仍然是开放性问题.为了更好地处理

和刻画数据的流形结构,本文采用融合多个图构建方法的策

略.假设根据不同的图构建方法可以得到系列图拉普拉斯矩

阵,并标记集合为{L１,L２,􀆺,LM },其中 M 表示拉普拉斯矩

阵的个数,本文M 取值为５.同时,为了充分利用不同拉普拉

斯矩阵的互补性,我们引入权值向量μ＝[μ１,μ２,􀆺,μM ],则
式(２)可以重新定义为:

min
W,μ

{‖X－XW‖２,１＋α‖W‖２,１＋

βtr(WTXT(∑
M

m＝１
μmLm)XW)

s．t．μm＝１/(２ tr(WTXTLmXW)) (８)

其中,参数α和β用于平衡各项在目标函数中的贡献.从式

(８)中可知,根据约束项可自适应求得不同拉普拉斯矩阵的权

值,因此体现了图的自适应性融合.

２．２　优化求解

由于目标式(８)中需要同时对变量W 和μ 进行优化求

解,因此无法给出目标函数的全局最优解.于是,本文提出一

种基于迭代更新优化策略的求解方法,即固定其中某一个变

量,更新另一个变量,交替迭代更新,直到达到收敛条件为止.

２．２．１　固定μm,求解W
从目标式(８)中移除与W 无关的项,则有关矩阵W 的优

化问题可转化为式(９):

min
W

{‖X－XW‖２,１＋α‖W‖２,１＋βtr(WTXTΩXW)}(９)

其中,Ω＝ ∑
M

m＝１
μmLm.根据l２１Ｇ范数的定义,式(９)可以进一步

改写为式(１０):

min
W

{tr(X－XW)TR(X－XW)＋αtr(WTGW)＋

βtr(WTXTΩXW)} (１０)

其中,R和G 分别表示对角矩阵,其对角元素分别定义为

rii＝ １
２‖xi－xiW‖２

和gii＝ １
２‖wi‖２

.

对式(１０)进行简单运算后,再对矩阵W 求偏导,并令其

导数为零,则有:

φ(W)

∂W
＝{XTRXW－XTRX＋αGW＋βXTΩXW}＝０ (１１)

通过式(１１),可以得到矩阵W 的更新规则如下:

W＝(XTRX＋αG＋βXTΩX)－１(XTRX) (１２)

２．２．２　固定W,求解μ
为了使每个拉普拉斯矩阵可以自适应分配权值,在每次

迭代过程中,都需要对μ更新,其更新规则如式(１３)所示:

μm＝１/(２ tr(WTXTLmXW)) (１３)

从式(１３)可知,参数μm 的取值依赖变量W,一旦根据式

(１２)计算出矩阵W 后,参数μm 就可以根据式(１３)进行更新.

因此,可以通过计算式(１２)和式(１３),不断更新变量W 和μ,

直到目标函数到达收敛为止.

２．３　算法流程

本文特征选择方法的流程如算法１所示.

算法１　JMMSSR
输入:样本集X＝[x１,x２,􀆺,xN]∈Rd×n,参数α和β,迭代次数 MaxIter
输出:前p个特征排序索引

步骤１　根据式(４)－式(８)求解各个图模型的权值矩阵,并计算相应

的拉普拉斯矩阵.

步骤２　通过式(１２)更新 W 矩阵.

步骤３　通过式(１３)更新μ矩阵.

步骤４　判断是否达到最大迭代次数,若是,则执行步骤５,否则循环

执行步骤２－步骤４.

步骤５　计算矩阵 W 中所有行的l２ 范数,并将其值按降序排序,确定

特征顺序.

２．４　计算复杂性分析

本小节主要分析算法的计算复杂度.根据算法１可知,

首先需要构建５个图,它们的复杂度如表示１所列,其中k为

近邻数,t为相应优化算法的迭代次数.其次,需要执行优化

算法,其计算复杂度为 O(T(d３＋dn２)),其中T 为算法迭代

次数.

表１　不同图构建方法的计算复杂度

Table１　Computationcomplexityofdifferentgraph

constructionmethods

方法 计算复杂度

KNN图 O(n２d)
LLE图 O(n２d＋dnk３)
l１Ｇ图 O(td２n２＋tdn３)
LRR图 O(tnd２＋tn３)
l２Ｇ图 O(n３)

３　实验及分析

在实验 中,本 文 采 用 了 ３ 个 公 开 的 数 据 库,分 别 为

JAFFE[２３],ORL[２４]和 COIL２０[２５],并 将 本 文 方 法 与 LS[８],

SPEC[９], UDFS[１１], RUFS[１３], RSR[１４], MRSR[１５] 和
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L１UFS[１６]方法进行对比.数据库的详细描述如表２所列,数
据库中的部分样本图像如图１所示.本实验采用两个聚类准

则(准确率和归一化互信息)评价算法的性能[２６].给定样本

xi 的聚类结果为qi,而pi 表示样本的真实标记,则聚类准确

率(Accuracy,ACC)定义为:

ACC＝
∑
n

i＝１
δ(pi,map(qi))

N
(１４)

其中,当x＝y时,δ(x,y)＝１;否则δ(x,y)＝０.map(􀅰)为真

实标签与聚类标签的一个映射函数.给定两个变量P和Q,归
一化互信息(NormalizedMutualInformation,NMI)定义为:

NMI(P,Q)＝ I(P,Q)
H(P)H(Q)

(１５)

其中,H(P)和 H(Q)分别表示变量P 和Q 的熵.I(P,Q)表
示两个变量的互信息.NMI的值反映了聚类标签与真实标

签的一致性.

表２　数据库的详细信息

Table２　Detailsofdatabases

数据库名 图像大小 样本数 类别数

JAFFE ３２×３２ ２１３ １０
ORL ３２×３２ ４００ ４０

COIL２０ ３２×３２ １４４０ ２０

(a)JAFFE

(b)ORL

(c)COIL２０

图１　数据库中部分实例图

Fig．１　Samplesfromthreedatabases

所有对比方法和本文方法都是采用 Matlab２０１２a编程

语言实现,实验平台为Inter(R)Core(TM)i７Ｇ４９７０CPU＠
３．６０GHz和８GBRAM 的台式机,操作系统为 ６４ 位 WinＧ
dows１０系统.本文方法融合了５种常用的图构建方法,所有

方法的参数均采用网格式搜索方式寻找其最优值,并利用kＧ
means聚类算法对选取的特征进行聚类.由于kＧmeans聚类

算法的性能很大程度上依赖于初始化,实验中对聚类过程随

机执行５０次,并给出平均结果和标准差.不同方法在３个数

据库上的实验结果如表３和表４所列.

表３　不同方法在３个数据库上的准确率

Table３　ACCofdifferentmethodsonthreedatabases

方法 JAFFE ORL COIL２０
Baseline ０．７８７３±０．０２２８ ０．７５２６±０．０４３９ ０．５５２７±０．０２７１

LS ０．８３４３±０．０６３０ ０．７８５０±０．０３１０ ０．５９８４±０．０２４６
SPEC ０．８５２１±０．０７０８ ０．８０３０±０．０７５６ ０．６１２８±０．０４７６
UDFS ０．８７４２±０．０８２３ ０．８３４０±０．０４４７ ０．６３２５±０．０２８９
RUFS ０．８８６４±０．０７８１ ０．８３００±０．０５４２ ０．６４０８±０．０４８４
RSR ０．８７２８±０．０５１８ ０．８３１０±０．０３７８ ０．６４８６±０．０２７２
MRSR ０．８８７４±０．０４５６ ０．８４６２±０．０４３４ ０．６５２０±０．０２５１
L１UFS ０．８９９４±０．０６０９ ０．８６２２±０．０５８９ ０．６６５７±０．０３５４

JMMSSR ０．９１２３±０．０４０３ ０．８７４５±０．０３３９ ０．６７９２±０．０２３８

表４　不同方法在３个数据库上的归一化互信息

Table４　NMIofdifferentmethodsonthreedatabases
方法 JAFFE ORL COIL２０

Baseline ０．８２１３±０．０１４０ ０．７９６４±０．０３１０ ０．７０３５±０．０１３１
LS ０．８７５６±０．０３０１ ０．８１３８±０．０４５５ ０．７０６８±０．０１２２

SPEC ０．８８２８±０．０６１４ ０．８３１８±０．０２２８ ０．７２４５±０．０１２８
UDFS ０．８９２７±０．０３５７ ０．８５８３±０．０２３８ ０．７２４４±０．０１６７
RUFS ０．８９１４±０．０４４８ ０．８５８８±０．０３１６ ０．７４８６±０．００９６
RSR ０．８９５２±０．０２７６ ０．８６００±０．０２９８ ０．７４６３±０．０１６３
MRSR ０．９００９±０．０２４３ ０．８７３６±０．０２２５ ０．７５００±０．０２２８
L１UFS ０．９０７４±０．０４０１ ０．８９８７±０．０２５４ ０．７５９２±０．０２０２

JMMSSR ０．９１９３±０．０２３７ ０．９１１６±０．０２１０ ０．７６８４±０．０１５９

从表３和表４的实验结果中可得出如下结论:

１)所有特征选择方法都优于基方法(Baseline),这表明特

征选择对提高聚类性能起着重要作用.

２)LS方法和SPEC方法的性能要低于其他特征选择方

法.主要原因是LS和SPEC方法都是以独立的方式选择特

征,忽略了特征之间的相关性.

３)由于 RSR方法考虑了特征的自表示能力,因此它的性

能要优于 UDFS和 RUFS方法的性能.

４)与 RSR方法不同,MRSR和 L１UFS方法在特征选择

过程中考虑了数据局部流形结构,它们的性能要优于 UDFS,

RUFS和 RSR方法.

５)JMMSSR方法不仅利用了特征的自表示能力,而且挖

掘了特征的局部流形结构,通过自适应加权融合多个不同的

流形结构,因此其性能要优于其他无监督特征选择方法.
图２给出了不同方法的聚类准确率(ACC)与特征维度变

化曲线图.

(a)JAFFE

(b)ORL

(c)COIL２０

图２　不同方法的 ACC与特征维度曲线图

Fig．２　CurvesofACCvsfeaturedimensionofdifferentmethods

从图２中可以看出,随着特征维度的增加,所有特征选择
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方法的聚类性能上升.然而,在达到最优性能后,算法的性能

开始趋于稳定或者下降.另外,所有方法的最佳特征维度如

表５所列.从表５中可知,JMMSSR方法的最优特征维度低

于大多数方法.由此可见,JMMSSR方法能够选择最具有判

别能力的特征.

表５　不同方法在３个数据库中的最佳特征维数

Table５　Bestfeaturedimensionofdifferentmethodsonthree

databases
方法 JAFFE ORL COIL２０

Baseline １０２４ １０２４ １０２４
LS １１０ ２８０ ４００

SPEC ３９０ １７０ ３４０
UDFS １４０ ３７０ １３０
RUFS ５００ １４０ ３６０
RSR ５００ ２７０ ４７０
MRSR ４８０ ３５０ ４７０
L１UFS ４００ １７０ ２２０

JMMSSR １３０ １８０ ３８０

最后,为了验证本文所提出的优化算法的收敛性,图３给

出了JMMSSR算法在３个数据库上的目标曲线,其中横坐标

和纵坐标分别表示算法迭代数和目标函数值.从图３中可以

看出,JMMSSR算法可以在较少的迭代次数情况下能达到收

敛.

(a)JAFFE (b)ORL

(c)COIL２０

图３　不同数据库上的目标曲线

Fig．３　Convergencecurvesofourmethodonthreedatabases

结束语　为了在特征选择过程中更好地挖掘特征的流形

结构,通过自适应融合多种不同流形结构,提出了一种联合多

流形结构和自表示的无监督特征选择方法.该方法不仅利用

了特征的自表示特性,还充分利用了特征的流形结构.在

JAFFE,ORL和COIL２０３个数据库上的实验结果验证了本

文方法的性能要优于 LS,SPEC,UDFS,RUFS,RSR,MRSR
和L１UFS等方法.此外,本文提出了一种迭代交替更新的优

化算法对目标函数进行求解,并通过数值实验验证了优化算

法的收敛性.
虽然本文方法中考虑了不同的图构建方法,但是这些图

的构建与后续的特征选择仍是相互独立的,即事先预定义的

图结构未必有利于后续的特征选择,因此,如何在特征选择过

程中自适应地构建图,即同时实现特征选择和图构建过程是

下一步需要研究的内容.此外,将传统的特征选择方法与深

度学习结合也是未来的重点研究方向.
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