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摘　要　自动机的秩与工业自动化中的部件定向器设计问题和理论计算机科学中的Čern􀆪ＧPin猜想密切相关.计算自动机的

秩可以归结于查找自动机的终结字.Rystsov于１９９２年提出了一个时间复杂度为 O(|A|４)的自动机终结字查找算法,该算法

是至今仅有的专门用于计算自动机的终结字的算法.以现有同步自动机的同步字查找算法为蓝本可以设计几种自动机终结字

查找的新算法.理论分析和实验结果表明,这些新算法都是 Rystsov算法的优化.
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１　引言

用A＝(Q,Σ,δ)表示状态集为Q、输入字母表为Σ、状态

转移函数为δ的(完全确定有限)自动机.Σ上的自由幺半群

Σ∗ 就是由该自动机的所有输入字关于连接运算形成的代数

系统.作为一个从Q×Σ到Q 的函数,状态转移函数δ可以

自然地扩展为一个从Q×Σ∗ 到Q 的函数.由扩展后的状态

转移函数δ定义的输入字w 在状态q 上的作用δ(q,w)通常

简单地记作qw.对于输入字w 和状态集Q 的子集P,定义:

Pw＝{pw:p∈P},

Pw－１＝{q∈Q:qw∈P}
自动机A 的秩定义为:

r(A)＝ min
w∈Σ∗

|Qw|.

如果A 的输入字w 具有性质|Qw|＝r(A),就称w 为A
的一个终结字,并称Qw 为A 的一个终结集.

Natarajan等考虑了工业自动化中的部件定向器设计问

题[１Ｇ４]:给定一个部件O和O 的方向的两个集合I 和G,设计

一个由一组静态障碍物构成的部件定向器S,O 经过S 后可

以从I中的任意方向到达G 中的某些方向.该问题可以用自

动机的语言表述如下:对于自动机A＝(Q,Σ,δ)及其状态集

的子集I和G,查找输入字 w 使Iw⊆G.显然,当I＝Q 时,

部件定向器设计问题有解的必要条件之一是|G|≥r(A);特
别地,当I＝Q 且|G|＝r(A)时,部件定向器设计问题有解的

充分必要条件是G为A 的一个终结集.因此,部件定向器设

计问题从实际应用上对自动机的秩的研究提出了一个明确的

需求.
秩为１的自动机称为同步自动机,同步自动机的终结字

称为同步字.关于同步自动机的研究[５Ｇ２０]的核心问题是由

Čern􀆪于１９６４年提出的Čern􀆪猜想:n 状态同步自动机一定

有长度不超过(n－１)２ 的同步字.Čern􀆪猜想后来被一般化

为Čern􀆪ＧPin猜想:秩为r的n状态自动机一定有长度不超过

(n－r)２ 的终结字[２１Ｇ２２].Čern􀆪ＧPin猜想现在仍然是一个未

解决的问题,它从理论上对自动机的秩的研究提出了又一个

明确的需求.
自动机的秩的计算问题显然可以归结于自动机终结字的

查找问 题.Rystsov于 １９９２ 年 提 出 了 一 个 时 间 复 杂 度 为

O(|A|４)的自动机终结字查找算法[２１],其中|A|表示自动机

A 的状态数和输入字母数的乘积.该算法涉及的理论基础比

较复杂,计算的复杂度也偏高,不适合实际应用.本文以现

有的同步自动机的同步字查找算法为蓝本[８,１５],提出了几

种自动机终结字的查找算法,从理论上分析了它们的复杂



度,并用实验检测了它们的性能.

２　Rystsov算法

设A＝(Q,Σ,δ)是一个自动机.如果A 的状态集Q 的子

集X 在任意输入字母a 的作用下都有Xa⊆X,那么(X,Σ,

δ|X×Σ)也是一个自动机,其中δ|X×Σ表示A 的状态转移函数δ
在X×Σ上的限制.此时,称 X 为A 的一个子自动机,记作

X≤A.显然,A 的若干个子自动机的并集仍然是A 的子自

动机.进一步地,对于 A 的任意子自动机X 都可以定义A
模X 的商自动机:

A/X＝(Q\X∪{x},Σ,δX)
其中,状态转移函数δX 的定义如下:

δX(p,a)＝
δ(p,a), 如果p≠x
x, 如果p＝x{

对于自动机A 的状态p 和q,如果p＝q或者存在输入字

w∈Σ∗ 使得pw＝q,就称p到q是可达的.如果A 的每个状

态到其他任意状态都是可达的,就称A 是强连通的.自动机

A 的所有强连通子自动机的并集称为A 的核,记作 Nu(A),
集合Co(A)＝Q\Nu(A)称为 A 的余核.显然,Nu(A)是 A
的一个子自动机.如果 A 的输入字w 满足条件Qw⊆Nu
(A),就称w 为A 的一个核字.对于A 的余核Co(A)中的任

意状态p,通过对A 的状态转换图进行宽度优先搜索可以找

到长度不超过|Co(A)|的输入字 w∈Σ∗ 使得pw∈Nu(A).
据此可以得到以下结论并设计相应算法.

引理１[２１]　如果自动机A 的余核中有m 个状态,则A 至

少有一个长度不超过m２ 的核字,且该核字可以在 O(|A|２)
时间内构造出来.

定义自动机 A＝(Q,Σ,δ)的对自动机为自动机 A２ ＝
(Q２,Σ,δ２),其中:

Q２＝{T:T⊆Q,１≤|T|≤２}

δ２(T,a)＝Ta(T∈Q２,a∈Σ)
对于A 的两个不同状态p 和q,如果存在A 的输入字w

使得pw＝qw,就称{p,q}是一个同步(状态)对,并称 w 为p
和q的一个同步字;否则,称{p,q}是一个非同步(状态)对.
令Q′为A 的所有非同步状态对组成的集合.容易验证Q 和

Q′都是A 的子自动机且

Nu(A２)≤Q∪Q′≤A２

自动机A２模其子自动机Q∪Q′的商自动机A２/(Q∪Q′)
称为A 的商对自动机,记作Aq.引理２说明A 的终结字的

查找问题等价于Aq 的核字的查找问题.
引理２[２１]　自动机A 的一个输入字是终结字当且仅当

它是Aq 的一个核字.
显然,Aq 的核Nu(Aq)仅含一个状态,且该状态在任何输

入字母的作用下都不可能转换为其它状态.结合引理１和它

相应的算法以及引理２可以得到如下结论.
定理１　对于任意自动机A,算法１可以在 O(|A|４)时

间内找到A 的一个终结字.
算法１　Rystsov算法

Input:anautomatonA＝(Q,Σ,δ)

Output:aterminalwordofA
１．computeAq(A)

２．S＝Co(Aq(A))

３．w＝ε
４．whileexistastatep∈Sdo

５．　findawordvsuchthatpv∈Nu(Aq(A))

６．　w＝wv

７．　S＝Sv\Nu(Aq(A))

８．endwhile

９．returnw
下面用一个实例说明 Rystsov算法的执行过程,如表１

所列.

表１　自动机A

Table１　AutomatonA

a b
０ ０ １
１ １ ２
２ ０ ４
３ ３ １
４ ４ ３

首先,计算A 的商对自动机Aq,令nu为Aq 核中的唯一

状态,如表２所列.

表２　A 的商对自动机Aq

Table２　QuotientpairautomatonAqofA

a b
nu nu nu

{０,２} nu {１,４}
{０,３} {０,３} nu
{１,４} {１,４} {２,３}
{２,３} {０,３} {１,４}

对Aq 的状态转换图进行宽度优先搜索可以找到Aq 中

每个状态的核字,如表３所列.

表３　Aq 状态核字

Table３　NuclearwordsofstateAq

状态 nu {０,２} {０,３} {１,４} {２,３}
核字 ε a b bab ab

令S＝{{０,２},{０,３},{１,４},{２,３}},w＝ε.

S中存在状态{０,２},{０,３},{１,４},{２,３},令p＝{０,２},
令v为挑选的状态p 的核字a,w＝wv＝a,S＝Sa\Nu(Aq

(A))＝{{０,３},{１,４}}.

S中存在状态{０,３},{１,４},令p＝{０,３},v为{０,３}的核

字b,w＝ab,S＝{{２,３}}.

S中存在状态{２,３},令p＝{２,３},v为{２,３}的核字ab,

w＝abab,S为空集,循环结束.此时,w 为Aq 的一个核字,即

A 的一个终结字,返回w,算法结束.

３　几个新的终结字查找算法

本节将介绍几个新的终结字查找算法,基于文献[８]的算

法１本文提出了算法２和算法３,基于文献[１５]的算法３本文

提出了算法４和算法５.本节给出了算法２的正确性证明及

复杂度分析,由于算法３－算法５都是算法２的改进,因此算

法３－算法５的正确性证明不再赘述.
首先介绍 Eppstein预处理[８].执行新算法之前先执行

Eppstein预处理,能够有效降低新算法的复杂度.给定一个

自动机A＝(Q,Σ,δ),首先构造出A 的对自动机A２(耗时 O
(kn２)),然后对A２执行一次宽度优先搜索(耗时 O(kn２)),搜
索结果表示为最短路径森林,森林中的路径将每个同步状态

对作用到单个状态上;然后对每个同步状态对{p,q}以及 A
的每个状态s,计算sw{p,q},其中w{p,q}表示同步对{p,q}的一
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个最短同步字,该步骤通过执行一次最短路径森林上的先序

遍历来完成(耗时 O(n３)).因此Eppstein预处理的时间复杂

度为 O(kn２＋n３).
对表１的自动机A 进行 Eppstein预处理可以得到A 中

所有的同步对以及它们的一个同步字(见表４),对于每个同

步对,也可以得到每个状态在该同步对的同步字作用下的像

(见表５).

表４　A 的同步对及其同步字

Table４　SynchronizingpairsofAandtheirsynchronizing
words

同步对 同步字

{０,２} a
{０,３} b
{１,４} bab
{２,３} ab

表５　状态的像

Table５　Imagesofstates

s ０ １ ２ ３ ４
sw{０,２} ０ １ ０ ３ ４
sw{０,３} １ ２ ４ １ ３
sw{１,４} ２ １ ３ ２ １
sw{２,３} １ ２ １ １ ３

定理２　对于任意n个状态k个字母的自动机A,算法２
可以在 O(kn２＋n３)时间内找到A 的一个终结字.

证明:算法２是从当前状态集S中挑选一个同步状态对

{p,q},将它的同步字 w{p,q}作用在S 上,直至S 中的状态互

不同步.算法２的输出是由所挑选出的诸同步状态对{p,q}
的同步字w{p,q}顺序连接得到的输入字w,且算法终止时S＝
Qw.如果w 不是A 的终结字,则:

|Qw|＞r(A)
任取A 的终结字wt,总有:

Qwwt＝(Qw)wt⊆Qwt

这说明:

|Qwwt|≤|Qwt|
因此:

|Qw|＞r(A)＝|Qwt|＝|Qwwt|
从而Qw 中还有同步对.这与w 的构造方法相矛盾,因此w
一定是A 的一个终结字.
算法２　基本算法

Input:anautomatonA＝(Q,Σ,δ)

Output:aterminalwordofA
１．PerformEppsteinPreＧprocessing
２．　S＝Q
３．　w＝ε
４．　whileexistasynchronizingpair{p,q}inSdo

５．　S＝Sw{p,q}

６．　w＝ww{p,q}

７．endwhile
８．returnw

算法２的第１行 Eppstein预处理耗时 O(kn２＋n３).在

内层循环中,第４行从S中挑选一个同步状态对{p,q}耗时

O(n２),第５行在 Eppstein预处理的基础上计算Sw{p,q}耗时

O(n),因此执行一次内层循环耗时 O(n２).因为每执行一次

内层循环S的基数至少减１,所以内层循环最多执行n－１
次,因而算法２的时间复杂度为 O(kn２＋n３).证毕.

下面用表１的自动机A 说明算法２的执行过程.
对A 执行Eppstein预处理得表４与表５;
令S＝Q＝{０,１,２,３,４},w＝ε,进入主循环;

S中存在同步对{０,２},{０,３},{１,４},{２,３},挑选一个同

步对{０,２},S＝Sw{０,２}＝{０,１,３,４},w＝ww{０,２}＝a;

S中存在同步对{０,３}与{１,４},挑选一个同步对{０,３},

S＝{１,２,３},w＝ab;

S中存在同步对{２,３},挑选同步对{２,３},S＝{１,２},

w＝abab,S中不再存在同步对,循环结束,此时 w 即为A 的

一个终结字,返回w,算法结束.
算法３　
Input:anautomatonA＝(Q,Σ,δ)

Output:aterminalwordofA

１．PerformEppsteinPreＧprocessing
２．　S＝Q

３．　w＝ε

４．　whileexistasynchronizingpairinSdo

５．　findasynchronizingpair{p,q}inSsuchthatthewordw{p,q}is

shortest　

６．　S＝Sw{p,q}

７．　w＝ww{p,q}

８．endwhile

９．returnw

在算法２的基础上,在每次内层循环中,算法３总从S中

选取最短同步字长度最小的同步对{p,q},这样并不会比算法

２耗费更多时间.由此我们可以得出以下推论１.
推论１　对于任意n个状态k个字母的自动机A,算法３

可以在O(kn２＋n３)时间内找到A 的一个终结字.
下面用表１的自动机A 说明算法３的执行过程.
给定自动机 A,执行 Eppstein预处理得到表４与表５,

S＝{０,１,２,３,４},w＝ε,进入主循环;S中存在同步对{０,２},
{０,３},{１,４},{２,３},由于{０,２}的同步字最短,所以挑选同步

对{０,２},S＝Sw{０,２}＝{０,１,３,４},w＝ww{０,２}＝a,第一步循

环结束,剩余步骤不再赘述.
对自动机A＝(Q,Σ,δ)状态集的子集S,令D(S)为S中

所有同步对的集合,并定义:

Φ(S)＝ ∑
{p,q}∈D(S)

|w{p,q}|

当{p,q}∈D(S)时,定义:

Φ{p,q}(S)＝Φ(Sw{p,q})－Φ(S)

Φ′{p,q}(S)＝Φ{p,q}(S)＋|w{p,q}|
如果在算法２的每次内层循环中总从S中选取Φ{p,q}(S)

和Φ′{p,q}(S)最小的同步对{p,q},就又可以得到两种新的终

结字查找算法.
在算法２的基础上,在每次内层循环中,算法４总从S中

选取Φ{p,q}(S)最小的同步对{p,q},可知对于S 中任意一个

同步对{p,q},计算Φ{p,q}(S)耗时 O(n２),为了在S 中选择

Φ{p,q}(S)和Φ′{p,q}(S)函数值最小的同步对,最多需要计算 O
(n２)个同步对的函数值,此时,在S中挑选一个同步对将会耗

时 O(n４),执行一次内层循环将耗时 O(n４),因为最多执行

n－１次内层循环,且算法４开始时会执行一次 Eppstein预处

理,算法４的时间复杂度将会变为 O(kn２＋n５).由此我们可

以得到以下推论２.
算法４　
Input:anautomatonA＝(Q,Σ,δ)
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Output:aterminalwordofA
１．PerformEppsteinPreＧprocessing
２．　S＝Q
３．　w＝ε
４．　whileexistasynchronizingpairinSdo
５．　findasynchronizingpair{p,q}inSsuchthatΦ{p,q}(S)isminiＧ

mum
６．　S＝Sw{p,q}

７．　w＝ww{p,q}

８．endwhile
９．returnw

推论２　对于任意n个状态k个字母的自动机A,算法４
可以在 O(kn２＋n５)时间内找到A 的一个终结字.

下面用表１的自动机A 说明算法４的执行过程.
给定自动机 A,执行 Eppstein预处理得到表４与表５,

S＝{０,１,２,３,４},w＝ε,进入主循环;S中存在同步对{０,２},
{０,３},{１,４},{２,３},对于每个同步对{p,q},我们计算Φ{p,q}

的函数值:

Φ{０,２}＝Φ(Sw{０,２})－Φ(S)＝－３
Φ{０,３}＝－２,Φ{１,４}＝－５,Φ{２,３}＝－５
由于{１,４}的函数值最小,所以挑选同步对{１,４},S＝

Sw{１,４}＝{１,２,３},w＝ww{１,４}＝bab,第一步循环结束,剩余

步骤不再赘述.
将算法４的Φ{p,q}(S)函数用Φ′{p,q}(S)函数替换,便可以

得到算法５.在内层循环中,无论是使用Φ{p,q}(S)函数还是

使用Φ′{p,q}(S)函数挑选同步对,都将耗时O(n２),因此,我们

可以得到以下推论３.
算法５　
Input:anautomatonA＝(Q,Σ,δ)

Output:aterminalwordofA
１．PerformEppsteinPreＧprocessing
２．　S＝Q
３．　w＝ε
４．　whileexistasynchronizingpairinSdo
５．　findasynchronizingpair{p,q}inSsuchthatΦ′{p,q}(S)isminiＧ

mum
６．　S＝Sw{p,q}

７．　w＝ww{p,q}

８．endwhile
９．returnw

推论３　对于任意n个状态k个字母的自动机A,算法５
可以在 O(kn２＋n５)时间内找到A 的一个终结字.

对于算法５我们不再使用实例进行说明.

４　结果及分析

本文实现了算法１－算法５并进行了相关实验.算法实

现语言为 C＋ ＋,编译器为 g＋ ＋.实验在 DellPrecision
T３６１０计 算 机 上 进 行,其 配 置 如 下:处 理 器:Intel􀆿 Xeon􀆿

CPUE５Ｇ１６５０V２＠３．５０GHz,内存为３２GB,操作系统为６４
位Linux操作系统.

实验样本的状态数设定为n＝２０,４０,６０,􀆺,２００,对每个

n随机生成１０００个n状态自动机.实验结果如表６、表７和

图１－图３所示.其中,表６是算法对各种状态数的样本的

平均执行时间,表７是算法对各种状态数的样本找到的终结

字的平均长 度,图 １和 图 ２分 别 是 表 ６ 和 表 ７ 的 图 形 表

示.由于在图１中无法直观地比较算法１－算法３的平均

执行时间,因此在图３中对这３种算法的平均执行时间单

独进行比较.

表６　平均执行时间

Table６　Averagerunningtime

time(n)/ms 算法１ 算法２ 算法３ 算法４ 算法５

２０ ０ ０ ０ ０ ０

４０ ０ ０ ０ ０．０１１ ０．０２１

６０ ０ ０ ０ １．９１８ １．９８１

８０ ０．０２２ ０ ０ ７．９５１ ７．９６３

１００ ０．０９６ ０．００２ ０．０４８ １７．８１３ １８．０６２

１２０ ０．５０６ ０．０２７ ０．０９９ ３４．２１９ ３４．２９８

１４０ １．０７８ ０．１０１ ０．１７６ ６６．５１５ ５９．３４７

１６０ １．３７３ ０．１９１ １．０３３ ９３．２３４ ９５．１６５

１８０ ２．０４５ １．０３９ １．０６０ １４７．９１ １４３．２１６

２００ ２．７５７ １．０８２ １．１４５ ２１６．４３８ ２１０．５７９

Sum ７．８７７ ２．４４２ ３．５６１ ５８６．００９ ５７０．６３２

表７　终结字平均长度

Table７　Averagelengthofterminalwords

length(n) 算法１ 算法２ 算法３ 算法４ 算法５
２０ １４．９８４ １４．８４３ １３．５８６ １１．７３０ １１．３５２
４０ ２４．６３０ ２４．６８５ ２１．４３６ １８．４００ １８．０１４
６０ ３２．５９９ ３２．５２８ ２７．５６３ ２３．４８２ ２２．９８７
８０ ３９．３６２ ３９．２４５ ３２．６０３ ２７．５１３ ２６．９５２
１００ ４５．０００ ４５．１８０ ３６．９３３ ３０．８１７ ３０．２８８
１２０ ５１．１９０ ５１．４２２ ４１．５４２ ３５．１３７ ３４．４２８
１４０ ５６．１５８ ５６．２１０ ４５．２３９ ３７．８６３ ３７．０５７
１６０ ６１．５８８ ６１．８７０ ４９．３７２ ４１．２６８ ４０．５４８
１８０ ６６．５２９ ６５．９８３ ５２．４３１ ４３．７３２ ４３．０２２
２００ ７１．１０４ ７０．６３９ ５５．５６８ ４６．４２０ ４５．５１０
Sum ４６３．１４４ ４６２．６０５ ３７６．２７３ ３１６．３６２ ３１０．１５８

２０６ ComputerScience 计算机科学 Vol．４７,No．１１A,Nov．２０２０



图１　算法平均执行时间

Fig．１　Averagerunningtime

图２　算法查找终结字平均长度

Fig．２　Averagelengthofterminalwords

图３　算法１－算法３的平均执行时间

Fig．３　Averagerunningtimeofalgorithm１－３

实验结果表明:在平均执行时间方面,有:
算法２≤算法３≤Rystsov算法≤算法４≈算法５
在查找到的自动机终结字平均长度方面,有:
算法５≤算法４≤算法３≤算法２≈Rystsov算法

由实验结果可以发现,Rystsov算法无论是在执行效率

方面还是计算结果方面都没有优势,因此算法２－算法５都

可以认为是 Rystsov算法的改进.
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