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摘　要　基于布尔因子分析的概念约简能够保持形式背景的二元关系不变.借鉴概念格中基于可辨识矩阵求解属性约简的思

想,在形式背景上定义概念可辨识矩阵,基于此给出保持二元关系不变的概念约简方法.首先,在形式背景上定义一种新的可

辨识矩阵,称之为概念可辨识矩阵.该矩阵的行和列都是形式概念,矩阵的每个元素是由属于所在行的形式概念的所有对象和

属性对,但不属于所在列的形式概念的对象和属性对构成的集合.其次,研究概念可辨识矩阵与概念协调集之间的关系,利用

概念可辨识矩阵给出概念协调集的判定方法.然后,利用概念可辨识矩阵详细讨论核心概念、相对必要概念和不必要概念的特

征,进而分别给出判断这３类形式概念的方法.最后,给出基于概念可辨识矩阵寻找概念约简的步骤.
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１　引言

形式概念分析[１Ｇ２]是数据分析、知识发现和知识处理的一

种有效的数学工具.形式概念分析有两个基本概念,一个是

由对象集、属性集和二元关系构成的形式背景,另一个是由外

延和内涵构成的形式概念.属性约简是形式概念分析的一个

重要研究课题,一个属性约简是一个极小属性子集,它能保

持全部属性所具有的某种特定的描述能力不变.在许多属性

约简方法[３Ｇ１０]中,基于可辨识矩阵的约简方法占据着主导地

位[１１].可辨识矩阵是由 Skowron等[１２]提出的,它为信息系



统提供了一种有力的属性约简方法.可辨识矩阵的行和列都

是对象等价类,它的每个元素均为属性子集,可以区分其所在

行和列的对象等价类.文献[３Ｇ４]提出了保持概念格的格结

构不变的属性约简的定义,并将可辨识矩阵的思想引入形式

概念分析中,定义了概念格的可辨识矩阵,用于求解属性约

简.该矩阵的行和列都是形式概念,它的每个元素均为属性

子集,可以区分其所在行和列的形式概念.文献[７]改进了文

献[３Ｇ４]中的可辨识矩阵,定义了一种新的可辨识矩阵,用该

矩阵求解属性约简可以大大降低计算量.该矩阵的行和列也

都是形式概念,不同的是它的每个元素是由行所在的形式概

念的内涵与列所在的形式概念的内涵的差构成的.为了进一

步降低时间复杂度并节省存储空间,文献[１０]基于粒概念定

义了对象Ｇ属性可辨识矩阵,以求解概念格的属性约简.可辨

识矩阵在属性约简中起着重要作用,目前已被成功应用于不

同的概念格模型中[１３Ｇ１８].

从形式概念的角度出发,Cao等[１９]提出了保持二元关系

不变的概念约简.一个概念约简是一个极小的形式概念子

集,它能保持形式背景中的所有二元关系不变,即一个概念约

简所描述的对象和属性之间的二元关系与原形式背景所描述

的二元关系是相同的.然而,文献[１９]并未给出有效的概念

约简方法,因此本文考虑在形式背景中定义一种可行的可辨

识矩阵,并基于此矩阵寻找保持二元关系不变的概念约简.

本文首先在形式背景中定义概念可辨识矩阵,并研究概

念可辨识矩阵与概念协调集之间的关系,从而利用概念可辨

识矩阵给出概念协调集的判定方法;然后,详细讨论核心概

念、相对必要概念和不必要概念的特征,并利用概念可辨识矩

阵分别给出判断这３类形式概念的方法;最后,给出基于概念

可辨识矩阵寻找概念约简的步骤.

２　相关工作

本节给出了形式概念分析和因子分析的基本概念和结论.

２．１　形式概念分析的相关知识

定义１[２]　称(G,M,I)为一个形式背景,其中G 是一个

对象集,M 是一个属性集,I是G 和M 之间的一个二元关系,

分别称G和M 的元素为对象和属性.若(g,m)∈I,则表示

对象g具有属性m.

一个形式背景可以用一个二维表来表示,每一行是一个

对象,每一列是一个属性.若(g,m)∈I,则g行m 列处记为

１;若(g,m)∉I,则g行m 列处记为０.于是G 和M 之间的二

元关系可以用一个布尔矩阵来表示,下文不加区分地用I表

示形式背景的二元关系以及该二元关系对应的布尔矩阵.

定义２[２]　设(G,M,I)为形式背景,A⊆G,B⊆M.若二

元组(A,B)满足 A′＝B,B′＝A,则称(A,B)为形式概念,

其中:

A′＝{m∈M|∀g∈A,(g,m)∈I}

B′＝{g∈G|∀m∈B,(g,m)∈I}

设(G,M,I)是形式背景,对任意的形式概念(A１,B１),

(A２,B２),定义如下偏序关系:

(A１,B１)≤(A２,B２)⇔A１⊆A２(⇔B１⊇B２)

记L(G,M,I)为形式背景(G,M,I)中所有形式概念构成

的集合.在L(G,M,I)上定义上、下确界:
(A１,B１)∧(A２,B２)＝(A１∩A２,(B１∪B２)″) (１)
(A１,B１)∨(A２,B２)＝((A１∪A２)″,B１∩B２) (２)

则概念格L(G,M,I)是一个完备格,称其为形式背景(G,M,

I)的概念格.

∀g∈G,∀m∈M,称({g}″,{g}′)为对象概念,({m}′,
{m}″)为属性概念.对象概念集和属性概念集分别记为:

O(G,M,I)＝{({g}″,{g}′)|g∈G}

A(G,M,I)＝{({m}′,{m}″)|m∈M}

性质１[２]　设(G,M,I)是形式背景,A,A１,A２ 为任意的

对象子集,B,B１,B２ 为任意的属性子集,则有下列几条性质

成立:

１)若A１⊆A２,则A２′⊆A１′;若B１⊆B２,则B２′⊆B１′.

２)A⊆A″,B⊆B″.

３)A′＝A‴,B′＝B‴.

４)(A１∩A２)′⊇A１′∪A２′,(B１∩B２)′⊇B１′∪B２′.

５)(A１∪A２)′＝A１′∩A２′,(B１∪B２)′＝B１′∩B２′.

６)(A″,A′)∈L(G,M,I).

７)A⊆B′⇔B⊆A′.

设(G,M,I)为形式背景,若对于∀g∈G,∀m∈M 均有

(g,m)∈I,则L(G,M,I)＝{(G,M),(Ø,Ø)};若对于∀g∈
G,∀m∈M 均有(g,m)∉I,则L(G,M,I)＝{(G,Ø),(Ø,

M)}.下文不考虑这两种特殊情形的形式背景(G,M,I).

２．２　因子分析相关知识

设A和B 分别为n×k和k×m 的布尔矩阵,称A􀳱B为布

尔矩阵的乘积,若:

(A􀳱B)ij＝∨
k

l＝１
Ail􀅰Blj (３)

其中,∨表示逻辑或,􀅰表示逻辑与.

为了方便构造布尔矩阵,下面将形式背景的对象集和属

性集分别记为G＝{１,２,􀆺,n}和 M＝{１,２,􀆺,m}.此时有

Iij＝１,当且仅当(i,j)∈I,i＝１,２,􀆺,n;j＝１,２,􀆺,m.

记F＝{(A１,B１),􀆺,(Ak,Bk)}⊆L(G,M,I),Belohlávek
等[２０]定义矩阵AF和BF 为:

(AF)il＝
１,i∈Al

０,i∉Al
{ ,１≤i≤n,１≤l≤k (４)

(BF)lj＝
１, j∈Bl

０, j∉Bl
{ ,１≤j≤m,１≤l≤k (５)

其中,(Al,Bl)∈F.

定义３[２０]　设(G,M,I)为形式背景,F＝{(A１,B１),􀆺,
(Ak,Bk)}⊆L(G,M,I).若I＝AF􀳱BF,则称F为一个因子概

念集.其中,AF和BF分别按照式(４)和式(５)生成.

定理１[２０]　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概

念格,总存在F⊆L(G,M,I)使得I＝AF􀳱BF,其中AF和BF按

照式(４)和式(５)生成.

定理２[２０]　 设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概

念格.∀F⊆L(G,M,I),若I＝AF􀳱BF,则O(G,M,I)∩A(G,

M,I)⊆F.

３　保持二元关系不变的概念约简

定义４[１９]　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概
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念格.∀F⊆L(G,M,I),若I＝ ∪
(Ai,Bi)∈F

Ai×Bi,则称F为保持

二元关系不变的概念协调集;进一步,若∀(A,B)∈F有I≠
∪

(Ai×Bi)∈F\{(A,B)}
　Ai×Bi,则称F为保持二元关系不变的概念约简.

引理１　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,F⊆L(G,M,I),则I＝AF􀳱BF⇔I＝ ∪
(Ai,Bi)∈F

　Ai×Bi.

证明:因为(i,j)∈I⇔Iij＝１,i＝１,２,􀆺,n,j＝１,２,􀆺,

m,且有:

(AF􀳱BF)ij＝１⇔∨
k

l＝１
(AF)il􀅰(BF)lj＝１

⇔∃l∈{１,２,􀆺,k},(AF)il＝１,(BF)lj＝１

⇔∃(Al,Bl)∈F,i∈Al,j∈Bl

⇔∃(Al,Bl)∈F,(i,j)∈Al×Bl

⇔(i,j)∈ ∪
(Al,Bl)∈F

Al×Bl

因此,I＝AF􀳱BF⇔I＝ ∪
(Ai,Bi)∈F

Ai×Bi.证毕.

推论１　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,∀F⊆L(G,M,I),则 F为保持二元关系不变的概念协调

集当且仅当F为一个因子概念集.

引理２　设O(G,M,I)和 A(G,M,I)为形式背景(G,M,

I)的对象概念集和属性概念集,则O(G,M,I)和A(G,M,I)都
是保持二元关系不变的概念协调集.

证明:显然有I＝ ∪
g∈G

{g}×{g}′＝ ∪
m∈M

{m}′×{m},且由性

质１可知,g∈{g}″,m∈{m}″,因此I＝ ∪
g∈G

{g}″×{g}′＝ ∪
m∈M

{m}′×{m}″.于是由定义４可知,O(G,M,I)和 A(G,M,I)都
是保持二元关系不变的概念协调集.证毕.

定义５[１９]　设(G,M,I)为形式背景,T＝ {Fi|i∈τ,τ为指

标集}为保持二元关系不变的概念约简全体构成的集合,则L
(G,M,I)中的形式概念可分为３类:

１)核心概念集C＝∩
i∈τ

Fi;

２)相对必要概念集K＝∪
i∈τ

Fi－∩
i∈τ

Fi;

３)不必要概念集U＝L(G,M,I)－∪
i∈τ

Fi.

结合定理２和定义５可得推论２.

推论２　O(G,M,I)∩A(G,M,I)⊆C.

４　保持二元关系不变的约简方法

定义６　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格.对于任意两个概念CCi＝(Ai,Bi),CCj＝(Aj,Bj),定义 D
(CCi,CCj)＝{(g,m)|(g,m)∈Ai×Bi\Aj×Bj},称 D＝ (D
(CCi,CCj)|CCi,CCj∈L(G,M,I))为形式背景(G,M,I)的概念

可辨识矩阵.

引理３　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,对于 ∀F⊆L(G,M,I),∀CC ＝(A,B)∈L(G,M,I)有

∩
CCi∈F\{CC}

D(CC,CCi)＝Ø⇔A×B⊆ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

Ai×Bi.

证明:因为有:

∩
CCi∈F\{CC}

D(CC,CCi)＝ ∩
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

(A×B\Ai×Bi)

＝ ∩
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

(A×B∩Ai×Bi)

＝A×B∩ ∩
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

Ai×Bi

＝A×B∩ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

(Ai×Bi)

所以 ∩
CCi∈F\{CC}

D(CC,CCi)＝Ø⇔∀(g,m)∈A×B,即(g,m)∉

∪
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

(Ai×Bi)⇔∀(g,m)∈A×B,于是有:

(g,m)∈ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

Ai×Bi⇔A×B

⊆ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈F\{CC}

Ai×Bi

证毕.

推论３　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格.对于∀F⊆L(G,M,I),CC ＝(A,B)∈L(G,M,I),有

∩
CCi∈F\{CC}

D(CC,CCi)≠Ø 当且仅当∃(g,m)∈A×B 使得(g,

m)∉ ∪
CCi∈F\{CC}

Ai×Bi,其中CC＝(A,B),CCi＝(Ai,Bi).

定理３　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,F⊆L(G,M,I).则F为保持二元关系不变的概念协调集

当且仅当∀CCi,CCj∈L(G,M,I),有:

D(CCi,CCj)⊆ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

　Ak×Bk

证明:(充分性)１)∀(g,m)∈I,若对于∀(A,B)∈L(G,

M,I)有(g,m)∈A×B,则(g,m)∈ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

　Ak×Bk.

２)∀(g,m)∈I,若 存在CCi,CCj∈L(G,M,I)使得(g,

m)∈D(CCi,CCj)∪D(CCj,CCi),则由条件∀CCi,CCj∈L(G,M,

I),D(CCi,CCj)⊆ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

　Ak ×Bk 知,(g,m)∈ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

Ak×Bk.因此,I＝ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

　Ak×Bk,即 F为保持二元关系

不变的概念协调集.

必要性显然成立.证毕.

定理４　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,F⊆L(G,M,I).则F∪C为保持二元关

系不变的概念协调集当且仅当 ∪
CCi∈L(G,M,I)\C

　 ∩
CCj∈C

D(CCi,CCj)⊆

∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

Ak×Bk.

证明:(充分性)∀(g,m)∈I,∃CC＝(A,B)∈L(G,M,I)

使得(g,m)∈A×B.若(g,m)∉ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈C

Aj×Bj,则CC∉C

且(g,m)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj).于是由条件 ∪
CCi∈L(G,M,I)\C

　 ∩
CCj∈C

D(CCi,

CCj)⊆ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

Ak ×Bk 知,(g,m)∈ ∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F

Ak ×Bk ⊆

∪
CCk＝(Ak,Bk)∈F∪C

Ak ×Bk.若(g,m)∈ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈C

Aj ×Bj,则 (g,

m)∈ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈F∪C

Aj×Bj.因此,I＝ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈F∪C

Aj ×Bj,即

F∪C为保持二元关系不变的概念协调集.

必要性显然成立.证毕.

例１　表１列出了形式背景(G,M,I),其中对象集G＝
{１,２,􀆺,１２},属性集 M＝{a,b,c,d,e,f,g,h}.

表１　形式背景(G,M,I)

Table１　Formalcontext(G,M,I)

a b c d e f g h
１ １ １ １ ０ １ ０ ０ ０
２ １ １ ０ ０ ０ １ ０ １
３ ０ １ ０ ０ １ ０ １ ０
４ １ １ ０ ０ ０ １ ０ １
５ １ １ １ ０ １ ０ ０ ０
６ ０ １ ０ ０ １ ０ １ ０
７ ０ １ ０ ０ １ ０ １ ０
８ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
９ １ １ １ ０ １ ０ ０ ０
１０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
１１ １ １ １ ０ １ ０ ０ ０
１２ １ １ ０ ０ ０ １ ０ １
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　　表１的形式背景(G,M,I)共有９个形式概念,具体如下:

CC０＝(Ø,M);CC１＝({１,５,９,１１},{a,b,c,e});CC２＝({２,４,

１２},{a,b,f,h});CC３＝({３,６,７},{b,e,g});CC４＝({３,６－８,

１０},{g});CC５＝({１,３,５－７,９,１１},{b,e});CC６＝({１,２,４,５,

９,１１,１２},{a,b});CC７＝({１－７,９,１１,１２},{b});CC８＝(G,Ø).

由于D(CC０,CCi)＝Ø,D(CCi,CC０)＝Ai×Bi,D(CC８,CCj)＝

Ø,D(CCj,CC８)＝Aj×Bj,i＝１,２,􀆺,８,j＝０,１,􀆺,７,因此

表２列出的概念可辨识矩阵中去掉了D(CC ０,CCi),D(CCi,

CC０),D(CC８,CCj),D(CCj,CC８)(i＝１,２,􀆺,８,j＝０,１,􀆺,７)以

节省空间.结合定理３、定理４和表２容易验证,表１所列的

形式背景有且仅有２个概念约简:

F１＝{CC１,CC２,CC３,CC４}和F２＝{CC１,CC２,CC４,CC５}.

表２　形式背景(G,M,I)的概念可辨识矩阵D
Table２　ConceptualdiscernibilitymatrixDofformalcontext(G,M,I)

CC１ CC２ CC３ CC４ CC５ CC６ CC７

CC１ Ø
{１,５,９,１１}×
{a,b,c,e}

{１,５,９,１１}×
{a,b,c,e}

{１,５,９,１１}×
{a,b,c,e}

{１,５,９,１１}×
{a,c}

{１,５,９,１１}×
{c,e}

{１,５,９,１１}×
{a,c,e}

CC２
{２,４,１２}×
{a,b,f,h} Ø

{２,４,１２}×
{a,b,f,h}

{２,４,１２}×
{a,b,f,h}

{２,４,１２}×
{a,b,f,h}

{２,４,１２}×{f,h}
{２,４,１２}×
{a,f,h}

CC３ {３,６,７}×{b,e,g} {３,６,７}×{b,e,g} Ø {３,６,７}×{b,e} {３,６,７}×{g} {３,６,７}×{b,e,g} {３,６,７}×{e,g}

CC４ {３,６－８,１０}×{g} {３,６－８,１０}×{g} {８,１０}×{g} Ø {３,６,７,８,１０}×{g} {３,６－８,１０}×{g} {３,６－８,１０}×{g}

CC５ {３,６,７}×{b,e}
{１,３,５－７,９,１１}×

{b,e}
{１,５,９,１１}×

{b,e}
{１,３,５－７,９,１１}×

{b,e} Ø
{{１,３,５－７,９,１１}×

{e},{３,６,７}×
{b}}

{１,３,５－７,
９,１１}×{e}

CC６
{２,４,１２}
×{a,b}

{１,５,９,１１}×
{b}

{１,２,４,５,９,
１１,１２}×{a,b}

{１,２,４,５,９,
１１,１２}×{a,b}

{{１,２,４,５,９,１１,１２}×
{a},{２,４,１２}×

{b}}
Ø

{１,２,４,５,９,
１１,１２}×{a}

CC７
{２－４,６,７,
１２}×{b}

{１,３,５－７,９,
１１}×{b}

{１,２,４,５,９,１１,
１２}×{b}

{１－７,９,１１,１２}
×{b}

{２,４,１２}×{b} {３,６,７}×{b} Ø

４．１　核心概念的判定方法

定理５　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,CC∈L(G,M,I).则CC为核心概念当且仅当 ∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D

(CC,CCi)≠Ø.

证明:不妨设CC＝(A,B),则CC为核心概念等价于对任意

的概念 约 简 F 有CC ∈F.因 此,CC 为 核 心 概 念 当 且 仅 当

∪
CCi＝(Ai×Bi)∈L(G,M,I)\{CC}

Ai×Bi≠ ∪
CCi＝(Ai×Bi)∈L(G,M,I)

Ai×Bi＝I,这等价

于∃(g,m)∈ ∪
CCi∈L(G,M,I)

Ai×Bi 使得(g,m)∉ ∪
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

Ai×

Bi.因此,由推论３知,它等价于 ∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D(CC,CCi)≠Ø.

证毕.

注:由定理５知,核心概念集为:

C＝{CC∈L(G,M,I)| ∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D(CC,CCi)≠Ø}.

例２　(续例１)由表２的概念可辨识矩阵计算得:

∩
８

i＝１
D(CC０,CCi)＝Ø

D(CC１,CC０)∩(∩
８

i＝２
D(CC１,CCi))＝{１,５,９,１１}×{c}≠Ø

(∩
１

i＝０
D(CC２,CCi))∩(∩

８

j＝３
D(CC２,CCj))＝{２,４,１２}×{f,

h}≠Ø

(∩
２

i＝０
D(CC３,CCi))∩(∩

８

j＝４
D(CC３,CCj))＝Ø

(∩
３

i＝０
D(CC４,CCi))∩(∩

８

j＝５
D(CC４,CCj))＝{８,１０}×{g}≠Ø

(∩
４

i＝０
D(CC５,CCi))∩(∩

８

j＝６
D(CC５,CCj))＝Ø

(∩
５

i＝０
D(CC６,CCi))∩(∩

８

j＝７
D(CC５,CCj))＝Ø

(∩
６

i＝０
D(CC７,CCi))∩D(CC８,CC７)＝Ø

∩
７

i＝０
D(CC８,CCi)＝Ø

根据定理５可得,核心概念集为C＝{CC１,CC２,CC４}.

推论４　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,(A,B)∈L(G,M,I).则(A,B)为核心概念当且仅当

∃(g,m)∈Y 使得(A,B)为唯一满足(g,m)∈A×B 的形式

概念.

定理６[１９]　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概

念格,(A,B)∈L(G,M,I).则(A,B)为核心概念当且仅当

(A,B)∈O(G,M,I)∩A(G,M,I).

证明:由定理５可知:

CC＝(A,B)为核心概念

⇔ ∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D(CC,CCi)≠Ø

⇔∃(g,m)∈ ∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D(CC,CCi)

⇔∃(g,m)∈Ai×Bi 且∀CCi＝(Ai,Bi)∈L(G,M,I)

若(Ai,Bi)≠(A,B),则(g,m)∉Ai×Bi,又由于(g,m)∈
({g}″,{g}′)且(g,m)∈({m}′,{m}″),这等价于(A,B)＝
({g}″,{g}′)＝({m}′,{m}″).即(A,B)∈O(G,M,I)∩A(G,

M,I).证毕.

注:核心概念集也可以表示为C＝O(G,M,I)∩A(G,M,

I).

４．２　相对必要概念的判断方法

设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念格,C为核

心概念集,(g,m)∈Y,记:

ε(g,m)＝{CC∈L(G,M,I)\C|(g,m)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj)} (６)

显然,∀(g,m)∈Y,若ε(g,m)≠Ø,则对于任意的概念约

简F,有F∩ε(g,m)≠Ø.

引理４　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,若∃(g０,m０)∈Y 使得|ε(g０,m０)|＝２,则

ε(g０,m０)⊆K.

证明:若|ε(g０,m０)|＝２,不 妨设ε(g０,m０)＝ {CCl,CCk}.由

式(６)和|ε(g０,m０)|＝２知,∃(g０,m０)∈Y 使得:
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(g０,m０)∈ ∩
CCj∈C

D(CCl,CCj)∩ ∩
CCj∈C

D(CCk,CCj)

记CCl＝(Al,Bl),CCk＝(Ak,Bk),则 (g０,m０)∈Al×Bl∩

Ak×Bk,且(g０,m０)∉Ai×Bi,∀CCi＝(Ai,Bi)∈L(G,M,I)\
{CCl,CCk}.

故,对于任意的概念约简F,若CCl∉F,则必有CCk∈F.又

因为CCl,CCk∈L(G,M,I)\C,因此存在约简F１ 使得CCk∉F１,

则此时必有CCl∈F１.于是,CCl,CCk∈K,即ε(g０,m０)⊆K.证毕.

引理５　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,若∃(g０,m０)∈Y 使得|ε(g０,m０)|≥３,且

∀ε⊂ε(g０,m０)有:∀(g,m)∈Y,ε≠ε(g,m),则ε(g０,m０)⊆K.

证明:若∃(g０,m０)∈Y 使得|ε(g０,m０)|≥３,则ε(g０,m０)∩

C＝Ø,因此∀CC∈ε(g０,m０)必存在不包含CC的概念约简.

由式(６)可知,任意的概念约简必包含ε(g０,m０)中的某个元

素,即ε(g０,m０)∩K≠Ø.又因为对于∀ε⊂ε(g０,m０)有∀(g,m)∈

Y,ε≠ε(g,m),所以∀CC∈ε(g０,m０)必存在包含CC的概念约简.

故,对于∀CC∈ε(g０,m０)有CC∈K,即ε(g０,m０)⊆K.证毕.

定理７　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,∀CC∈L(G,M,I).则CC ∈K⇔∃(g０,

m０)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj),使得CC∈ε(g０,m０)满足:|ε(g０,m０)|＝２,或者

|ε(g０,m０)|≥３且∀ε⊂ε(g０,m０)\{CC}有∀(g,m)∈Y,ε≠ε(g,m).

证明:(必然性)若CC ∈K,则存在约简 F１,F２,使得CC ∈

F１,且CC∉F２,则∃(g０,m０)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj),且(g０,m０)∈

∪
CCi∈F２

　 ∩
CCj∈C

D(CCi,CCj),即存在∃CC１∈F２ 使得(g０,m０)∈ ∩
CCj∈C

D

(CC１,CCj).故,CC,CC１∈ε(g０,m０),于是|ε(g０,m０)|≥２,即|ε(g０,m０)|＝

２或者|ε(g０,m０)|≥３.

接着证明:若∃(g０,m０)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj)使得|ε(g０,m０)|≥

３,则∀ε⊂ε(g０,m０)\{CC}有∀(g,m)∈Y,ε≠ε(g,m).否则,∀(gi,

mi)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj),若|ε(gi,mi)|≥３,且∃εi⊂ε(gi,mi)\{CC}使得

εi＝ε(gil,mil),则 F１ ∩εi ≠Ø.于 是,(g０,m０)∈ ∪
CCi∈F１\{CC}

　 ∩
CCj∈C

D(CCi,CCj),即F１\{CC}为概念协调集,矛盾.

(充分性)由引理４和引理５可知充分性成立.证毕.

例３　由表２中的概念可辨识矩阵可知,ε(３,e)＝{CC３,

CC５},因此根据定理７知,CC３,CC５为相对必要概念.又因为

∩
CCj∈C

D(CC７,CCj)＝{(３,b),(６,b),(７,b)},ε(３,b)＝ε(６,b)＝ε(７,b)＝

{CC３,CC５,CC７},且ε(３,e)⊂ε(３,b)＝ε(６,b)＝ε(７,b),所以由定理７
知,CC７不是相对必要概念.

４．３　不必要概念的判断方法

引理６　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,CC∈L(G,M,I)\C.若 ∩
CCi∈C

D(CC,CCi)＝

Ø,则CC为不必要概念.

证明:不妨设CC＝(A,B),若 ∩
CCi∈C\{CC}

D(CC,CCi)＝Ø,则根据

引理１可得A×B⊆ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈C\{CC}

Ai×Bi＝ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈C

Ai×Bi.

因此,对于任意的概念协调集 F,有 A×B⊆ ∪
CCi＝(Ai,Bi)∈C

Ai×

Bi⊆ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈F\{CC}

Aj×Bj.于是,对于任意的概念协调集 F,

有 ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈F\{CC}

Aj×Bj＝ ∪
CCj＝(Aj,Bj)∈F

Aj×Bj,即 F\{CC}也是概

念协调集.故,CC为不必要概念.证毕.

注:记U０＝{CC∈L(G,M,I)\C|∩
CCi∈C

D(CC,CCi)＝Ø},则

U０⊆U.

例４　(续例１)由表２的概念可辨识矩阵计算得:

D(CC０,CC１)∩D(CC０,CC２)∩D(CC０,CC４)＝Ø

D(CC３,CC１)∩D(CC３,CC２)∩D(CC３,CC４)＝{３,６,７}×{b,

e}≠Ø

D(CC５,CC１)∩D(CC５,CC２)∩D(CC５,CC４)＝{３,６,７}×{b,

e}≠Ø

D(CC６,CC１)∩D(CC６,CC２)∩D(CC６,CC４)＝Ø

D(CC７,CC１)∩D(CC７,CC２)∩D(CC７,CC４)＝{３,６,７}×
{b}≠Ø

D(CC８,CC１)∩D(CC８,CC２)∩D(CC８,CC４)＝Ø
结合引理６知,CC０,CC６,CC８为不必要概念.

推论５　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,对于∀CC＝(A,B)∈L(G,M,I),若A＝Ø 或者B＝Ø,则

(A,B)为不必要概念.

证明:对于∀CC ＝(A,B)∈L(G,M,I),若 A＝Ø 或者

B＝Ø,则 ∩
CCi∈C

D(CC,CCi)＝Ø,于是由引理６知,CC为不必要概

念.证毕.

引理７　设(G,M,I)为形式背景,则:１)(G,G′)∈C∪U;

２)(M′,M)∈C∪U.

证明:下面只证明１),类似地可证明２).

若G′＝Ø,则由推论５知,(G,G′)∈U,即(G,G′)为不必

要概念.

若 G′≠ Ø,且 ∀g∈G 有 (G,G′)≠ ({g}″,{g}′),则

∀g∈G使得{g}″⊂G.于是,∀m∈G′⊂{g}′,即∀(g,m)∈

G×G′,有(g,m)∈{g}″×{g}′.因此,结合定理５和定理７
知, ∩

CCi∈C\{CC}
D(CC,CCi)＝Ø,其中CC＝(G,G′).因此,由引理６

知,(G,G′)∈U,即(G,G′)为不必要概念.

若G′≠Ø,且∃g∈G使得(G,G′)＝({g}″,{g}′),则∀m∈
{g}′,{m}′⊇{g}″,因此({m}′,{m}″)＝(G,G′),即(G,G′)＝
({g}″,{g}′)＝({m}′,{m}″).则由定理６知,(G,G′)∈C,即

(G,G′)为核心概念.证毕.

定理８　设(G,M,I)为形式背景,则:

１)(G,G′)∈C⇔G′≠Ø 且∃g∈G 使得(G,G′)＝({g}″,

{g}′).

２)(G,G′)∈U⇔G′＝Ø 或者∀g∈G 有(G,G′)≠({g}″,

{g}′).

３)(M′,M)∈C⇔M′≠Ø 且 ∃m∈M 使得(M′,M)＝
({m}′,{m}″).

４)(M′,M)∈U⇔M′＝Ø 或者 ∀m∈M 有(M′,M)≠
({m}′,{m}″).

定理９　设(G,M,I)为形式背景,L(G,M,I)为其概念

格,C为核心概念集,∀CC∈L(G,M,I)\C,则CC∈U⇔ ∩
CCi∈C

D

(CC,CCi)＝Ø,或者∀(g,m)∈ ∩
CCi∈C

D(CC,CCi)有|ε(g,m)|≥３且

∃ε⊂ε(g,m)使得ε＝ε(g１,m１),(g１,m１)∈Y.

例５　(续例１)由表２的概念可辨识矩阵计算得:

D(CC６,CC１)∩D(CC６,CC２)∩D(CC６,CC４)＝Ø
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D(CC７,CC１)∩D(CC７,CC２)∩D(CC７,CC４)＝{３,６,７}×{b}≠

Ø,且ε(３,b)＝ε(６,b)＝ε(７,b)＝{CC３,CC５,CC７},ε(３,e)＝{CC３,CC５}⊂

ε(３,b)＝ε(６,b)＝ε(７,b).

根据定理９可知,CC６,CC７均为不必要概念.因此,结合例

４可知,不必要概念集为U＝{CC０,CC６,CC７,CC８}.

根据第４．１－４．３节,下面给出寻找概念约简或概念特征

的４个步骤.

步骤１　计算概念可辨识矩阵 D＝(D(CCi,CCj)|CCi,

CCj∈L(G,M,I)).

步骤 ２　 根据定理 ５,判断核心概念集 C,即CC ∈C⇔

∩
CCi∈L(G,M,I)\{CC}

D(CC,CCi)≠Ø.

步骤３　根据引理６,判断不必要概念子集 U０＝{CC∈L
(G,M,I)\C|∩

CCi∈C
D(CC,CCi)＝Ø}.

步骤４　根据定理７,判断相对必要属性集 K,即∀CC∈L
(G,M,I)\C∪U０,判断:

∃(g０,m０)∈ ∩
CCj∈C

D(CC,CCj)使 得CC ∈ε(g０,m０) 满 足:

|ε(g０,m０)|＝２,或者|ε(g０,m０)|≥３且∀ε⊂ε(g０,m０)\{CC}有∀(g,

m)∈Y,ε≠ε(g,m).

结束语　受可辨识矩阵思想的启发,本文定义了概念可

辨识矩阵,并基于此研究了概念约简与概念可辨识矩阵之间

的关系,包括核心概念、相对必要概念和不必要概念与概念可

辨识矩阵之间的关系,并相应地给出了判定方法.

将三元因子分析与三元概念分析相结合,可以研究三元

概念约简的相关问题.同样地,如何将可辨识矩阵引入三元

概念分析中研究三元概念约简的判定方法,将是我们进一步

要考虑的问题.
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