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摘 要 非线性降维和半监督学习都是近年来机器学习的热点。将半监督的方法运用到非线性降维中，提 出了基于 

图的半监督降维的算法。该算法用等式融合的方法推出了标记传播算法的另一种表达形式，用标记传播的结果作为 

初始的数据映射，然后在图谱张成的线性空间中寻找最逼近初始映射的数据作为最后的半监督降维的结果。实验表 

明，所提算法可以获得平滑的数据映射，更接近于理想的降维效果。与标记传播算法、图谱逼近算法、无监督的降维算 

法的比较也体现 出本算法的优越性。 
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Abstract Nonlinear dimensionality reduction and semi-supervised learning are both hot issues in machine learning area． 

Based on semi-supervised method，the article solved nonlinear dimensionality reduction problem to make up for the 

shortfal1 of ordinary methods．By using integration of equalities，a novel expression of 1abel propagation algorithm was 

proposed．We used the label propagation result as the initial value mapping，and then found the best approximation to it 

in the graph spectral spac~ The experiment shows that our semi-supervised dimensionality reduction method can a— 

chieve smooth data mapping that is closer to the ideal effeet． 

Keywords Semi-supervised learning，Manifold learning，Label propagation，Spectral graph theory 

1 引言 

随着信息技术的飞速发展，信息数据具有一些新的特点， 

如维数高、属性强相关、样本数巨大但标签样本很少等，这使 

得传统的机器学习方法难以直接用来分析来源于真实世界的 

高维和非线性数据。故产生了很多解决高维数据问题的方 

法。降维是从高维观测空间通过线性或非线性映射投影到一 

个低维特征空间，发现隐藏在高维观测数据中有意义的低维 

结构，来研究数据特性。传统的线性降维算法有主分量分析 

(PCA)、独立分量分析(IcA)、线性判别分析(LDA)等，这些 

算法产生简单的变换函数，运算简便，尤其对线性结构降维效 

果好I】]。但是现实中的高维数据大多是非线性的，用线性方 

法很难发现高维数据的内在性质，于是近年来涌现了许多基 

于流形的非线性降维方法，如等度规映射(Is0MAP)_2]、局部 

线性嵌 人 (LLE)[3]、拉普 拉斯特 征映射 (Laplacian Eigen— 

maps)l4]、图册化流形(Charting a Manifold)E 、基于局部切空 

间(LTSA)[6 等，这些算法能较好地解决数据处理中的非线 

性高维数位问题，保持原始数据的拓扑结构不变。 

由于图和流形有很多相近的性质，最重要的一点就是都 

可以嵌入到 Euclid空间，因此很多研究人员都使用图的方法 

逼近流形 ，并利用图的理论求解低维嵌入。流谱图理论在流 

形学习中已经得到了广泛的应用，很多流形降维的算法都是 

以谱理论为基础的。图谱分解方法更加促进了非线性降维的 

发展，文献[1O]用对齐不同流形内在关系的方法，对两组流形 

数据之间的降维问题进行了探讨，阐明了怎样根据一些附加 

的关于这些数据集之间的映射信息来对齐它们的低维表达， 

很好地解决了两个流形降维后在同一个坐标系中的排列问 

题。但是在流形降维算法实现中，提出用标记传播(1abel 

propagation)做半监督降维的算法，存在的问题是定义的状态 

转移矩阵是能量消耗型，降维易导致标记点在外围，未标记点 
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和标记点的映射没有平滑地衔接起来 ，与实际降维效果有些 

差距[11 14]。文献Es]提出了反映标签逼近和流形学习权重变 

化的正则化形式。由于标签逼近的二次型损失函数的约束性 

太强，该正则化形式直接的最优解并， 能提供很好的学习性 

能，而是用图谱张成的特征空间去逼近标签信息，得到最优 

解。然而谱分解足个非常耗时的过程 ，特别是当样本的数 目 

非常大的时候，大矩阵特征向量的迭代求解需要消耗大量时 

间和内存，这样效率不高，而且降维后效果也不够好。 

针对以上问题，本文以标记传播算法和图谱理论为基础， 

以标记传播算法获取样本的初始映射，利用流形图谱与流形 

特征之间的关系，提出了一种基于图的半监督降维算法。算 

法以等式融合的方法推出了标记传播算法的另一种表达形 

式，用标记传播的结果作初始的数据映射，然后在图谱张成的 

线性空间中寻找最逼近初始映射的数据作为半监督降维的最 

后结果。 

2 基于图的半监督降维算法 

先给出流形降维半监督的描述，在非线性降维中，假定有 
一 个 D维的数据集 X，而且这个数据集有 内部维数 (通常 

《D)。用数学语言描述就是，x中的点位于或者靠近一个 

嵌套在D维空间的一个d维流形上。非线性降维就是要找 

出这个低维流形，以研究数据集主要的和本质的特征。但很 

多时候，已经知道数据集的一部分标记信息，希望利用上这些 

信息，使得降维朝着期望的方向进行，这就是半监督降维。半 

监督可以描述如下 ：已知高维样本数据{嚣} ，给定 z个标记 

信息{ ，yi)一l ，需要找出样本的一个映射{ ) ，使得映射 

值既逼近标记信息 ，又反映样本的流形结构信息。 

本文的半监督降维算法分成如下两个步骤：1)用标记传 

播算法获取样本的初始映射；2)在图谱张成的线性空间中寻 

找最逼近初始映射的向量。这两个步骤都是必须的，如果跳 

过第一步直接做第二步会由于标记点的比例太小，而无法应 

用最小二乘法找出最好的线性表达系数。如果工作只做到第 

一 步，则会由于标记传播算法使用能量衰减的图，导致标记点 

映射在非标记点的外围，使映射不平滑。所以这里采样两步 

相结合的算法，先用标记传播算法获得反映流形主要形状的 

映射，再用谱空间逼近获得最终的平滑映射。 

2．1 获取初始映射值 ‘，0 

初始映射值采用标记传播算法来获取。标记传播算法的 

计算公式可以通过迭代收敛获得，也可以在电路模型中利用 

欧姆定律获得，在这里通过构建既能反映流形特征又能反映 

标签逼近的两个等式约束，提出一种基于等式融合的推导方 

法，从而得到标记传播算法的计算公式。 

1．构建反映流形特征的等式约束 

构造k-邻域连接矩阵w，如果 在i的邻域内，则wij= 

¨ ～ 一 ～ ll 2 

exp(一且盟 笋JL_)，否则 一0。其中 是一个控制邻域 
v  

影响的系数，取 —a ，D是样本的维数， 是与数据集有 

关的常数，一般默认为 1。计算 i点的连接浓度信息d 一∑ 

，获取状态转移矩阵P，其中 一号堕。要使得映射Jro符 

合流形的特征，即要求 

Pto≈ (1) 

2．构建反映标签逼近的等式约束 

igS=[ o ]，y一 y l* 1 1，则约束可以写为 
S尸一 (2) 

其中，S是一个选择矩阵，指明哪些点是标记点 ，y是对应的 

标记值。 

3．等式融合 

式(2)中 S是一个选择矩阵，选择标记点，同理(J—S)也 

是一个选择矩阵，用来选择未标记点 ，在式(1)两边同时乘以 

(J—s)，然后与式(2)相加得 

( ～S)P尸+ 一( —S)／0+y 

整理得 

： [I一(I—S)P] Y (3) 

式(3)就是标记传播算法的另一种表现形式 ，利用式(3) 

获取初始映射值 。 

2．2 用图谱空间逼近初始映射 

先分析流形图谱与流形特征之间的关系。要使 _厂能反 

映流形的主要特征，即要求 P +_厂成立，也就是(卜一P)产  

0 × ，若M—j—P，化为 0 ，而Mf趋近于0向量等效 

于要求 I}Mf Il最小，即要使(A ) (Mf)--~O成立，那么展开 

得厂M M产 0，很明显 I』，fI越小越能满足式 厂  ̂r+o 

的要求。为方便求解，加一个限制条件 厂_厂一1，那么问题变 

为有等式约束限制的优化问题。记 为拉格朗日乘子系数， 

由拉格朗 日乘子法得 一o，求解后 的 

M M|厂一一 ，，即，是MrM 对应的特征向量，所以M M 的 

特征向量组成的空间即图谱空间可以描述流形的主要特征。 

对M M做谱分解，取最小的m=min(n*0．2，z)个特征 

值(去掉0特征值)对应的特征向量，记为 E一[ ⋯ ]。 

] 

使用最小二乘法得到系数 —f；l，使得E ．．尸。 J 

： ( E) 酽 to (4) 

所求的映射是 

_厂一Eh (5) 

把式(3)和式(4)代人式(5)得到 

，一E(酽E) [卜 (I—S)P] Y (6) 

3 实验和讨论 

本文实验采用 自然数据集：FACE数据集和 COIL20数 

据集，如图1所示(只显示了部分数据)。图1(a)是 FACE数 

据集，由698张 64×64的头部方位图片构成；图 1(b)是 

COIL20数据集中的鸭子对象旋转 360。得到的数据集，共包 

含72张 64*64的图片数据。将图片转换成 4096维的向量 

作为样本数据，对于FACE数据集抽取部分样本的方位作为 

标记信息，对于COIL20数据则用旋转的方位数据作为标记 

信息。 
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(a)FACE数据集 

． 

8 8 

2 
． 

图 l 实验用的自然数据集 

图2显示了 FACE数据集的无监督降维效果 ，其中(a)是 

理想降维效果图，(b)一(f)为各种算法的无监督降维效果图。 

空心圈代表标记点，在无监督中没有利用标记点信息来指导 

降维，只用它们来观察降维的效果。由于没有利用标记信息， 

无监督降维后的效果与理想的效果差距很大，不但各种降维 

后效果图都不够规则，而且标记点信息不如理想效果图那样 

能够区分不同类别。 

(b)I I E降维教果 (c)Laplacian降维效果 

(d)LTSAI~ 效果 (e)lsomap降维效果 (f)DiffusionMap降雏效果 

图2 FACE数据集的无监督降维 

图 3是 FACE数据集上 25个固定标记点的半监督降维 

效果图，其中(a)是理想降维效果，(b)是标记传播的方法的降 

维效果，(c)是谱空间逼近效果，(d)是本文算法的降维效果。 

(b)一(d)由于利用了标记数据信息指导数据降维，因此降维 

后效果显现的形状更接近理想效果图，都 比无监督要好 。图 

4为特定标记点的半监督降维图，从理想降维效果 图中可以 

知道，降维后不但图形很规则，而且标记点能够很好地区分不 

同类别信息，其它 3种效果图(I))一(d)也是基本上区别了类 

别信息，标记传播的方法和谱空间逼近的方法未标记点和标 

记点的映射没有平滑地衔接起来，尤其标记传播的方法导致 

很多标记点在外围，而本文算法中的标记点和未标记点的映 

射都呈比较均匀的分布。从降维后的图形和标记点的分类情 

况，可以看出使用本文的方法得到的结果更接近于(a)中的理 

想效果。 

壤 o 0 c． 鬻。殴 
(a)理想降维效果 (b)标 传播降罐效果 (c)谱空间逼近效果 (d)本文降维效果 

图3 FACE数据集特定标记点的半监督降维 

下面用 COIL20数据集做实验，图4(a)表明理想降维效 

果，图4(b)一(f)为各种无监督算法的降维效果。由于没有监 

督数据的引入，按照不同的无监督方法数据降维后与图4(a) 

理想降维效果相 比，差距较大，尤其 LLE、Laplacian、Diffu一 
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了基于语义标签约束的特征点层次提取方法。不同于已有方 

法只是考虑极值理论进行特征点定义，算法对提取出来的外 

部特征点进行语义识别，从而能够通过语义标签来控制特征 

点的数量。此外，算法通过图割理论进行特征点优化，有效地 

提高了特征点提取的准确性；且通过实验分析表明，对于不同 

姿态的可变形物体，算法得到的特征点能够和物体的关节点 

相一致，符合人类的视觉感知结果。 

但是，算法还存在需要改进的地方；本文只是采用测地路 

径和分割边界线的交点作为关节点位置，而没有考虑不同模 

型在关节点位置上的局部相似性。在后续工作中，可以考虑 

对不同模型分割边界线上的顶点集合进行聚类分析，提取出 

更为一致的关节点位置。另外一方面，目前算法只是考虑一 

些三维造型数据，而没有考虑到扫描得到的三维数据，由于这 

些数据存在局部遮挡等问题 ，使得特征点具有不完全性。因 

此，需要设计更为准确的语义标签识别算法，这将是后续研究 

的另一问题。 
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