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摘　要　LévyFlight源自纯数学概念,目前已被广泛应用于许多领域,如物理、生物、统计、金融和计算机科学等.目前,国内

尚无文献对 LévyFlight的发展及其在智能优化算法方面的应用进行总结.因此,文中首先回顾了 LévyFlight的发展情况和

应用,介绍了 LévyFlight相关变体的基本原理和应用;然后着重讨论了近十年将 LévyFlight应用于智能优化算法的研究,对

其应用的方法进行了分类分析;最后总结了 LévyFlight的未来发展趋势.文中的目的是让学者了解 Lévyflight的基本原理和

其在智能优化算法中的发展情况,同时促进 LévyFlight及其变体在众多学科尤其是计算机科学的发展和应用.
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DevelopmentofLévyFlightandItsApplicationinIntelligentOptimizationAlgorithm
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Abstract　LévyFlight,originatedfrompuremathematicalconcepts,hasbeenwidelyusedinmanyfields,suchasphysics,biology,

statistics,financeandcomputerscience．Atpresent,thereisnosummaryofitsdevelopmentandapplicationinintelligentoptimizaＧ

tionalgorithminChina．Therefore,thispaperreviewsthedevelopmentandapplicationofLévyFlight,andintroducesthebasic

principleandapplicationofLévyFlightrelatedvariants．ThenitfocusesonthestudyofapplyingLévyFlighttointelligentoptiＧ

mizationalgorithminrecenttenyears,andclassifiesandanalyzesitsapplicationmethods．Finally,thefuturedevelopmenttrendof

LévyFlightissummarized．ThepurposeofthereviewistoletresearchersunderstandthebasicprincipleofLévyFlightandits

developmentinintelligentoptimizationalgorithm,andtopromotethedevelopmentandapplicationofLévyFlightanditsvariants

inmanydisciplines,especiallyincomputerscience．
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１　引言

多年来,物理、化学、数学的一些概念为研究生态现象提

供了宝贵的工具.最初,LévyFlight是数学、物理研究的热

门话题,它起源于数学相关的混沌理论.LévyFlight是以法

国数学家保罗列维(PaulLévy)的名字命名的,广义地讲,

LévyFlight(LF)是一种步长服从 Lévy分布的随机游动.

LévyFlight描述了一类随机游走,与常规随机游走不同的

是,其步长服从 Lévy分布,是一种幂律重尾分布,如L(s)~

s－１－λ.其中,λ是形状指数(０≤λ≤２).LF最初被用于混沌

物理现象的研究[１].随后,LF在物理方面的研究和应用更加

广泛,例如湍流扩散[２]、混沌电子轨迹[３]、异常扩散[４]、热蒸汽

光子[５]、纳米粒子[６]等.在生物学上,有学者发现动物觅食与

LF理论之间存在着密切联系.随后,LF觅食假说的产生引

起了大量学者对 LF理论的研究与关注.目前,在很多动物

上都发现了 LF 特征的存在,如蜜蜂[７]、黑豆蚜虫[８]、血吸

虫[９]、T细胞[１０]、信天翁[１１],甚至在人类的行走模式中[１２]也

发现了LF特征.越来越多的自然现象和人类现象可以用

LF来描述,其成为了一个跨学科的概念.

优化是在给定约束条件的情况下,从众多解决方案中获

得最佳结果的行为,优化问题几乎涵盖了所有科学和工程领

域.传统的数学优化方法在处理复杂的优化问题时存在局限

性,因此研究人员开发了很多智能优化算法来克服这些困难.

智能优化算法在函数优化、经济调度、生产调度、控制工程、路

径规划等领域取得了成功,各种算法的提出、改进和应用成为

了国内外学者关注的热点.智能优化算法的灵感通常来自于

大自然的规律和生物群体的行为,例如遗传算法源于生物的

进化过程,蚁群算法源于蚁群的觅食行为,模拟退火算法源于



退火过程中的物理规律等.目前,智能优化算法已发展为一

类多学科交叉融合的优化方法,而其中部分智能优化算法的

灵感与LF在自然界的各种发现密切相关,例如蜜蜂觅食行

为中的LF特征与蜂群算法[１３Ｇ１４].因此,近十年,有大量学者

在智能优化算法中引入了LF方法,以提升算法的性能.

本文第２节概述了LF的发展情况及其应用;第３节介绍

了LF和其变体及应用;第４节讲述了 LF在智能优化算法中

的应用;第５节讨论了LF性能和应用方法;最后总结全文.

２　LF的发展情况

Shlesinger等[１５]被认为是首次认识LévyFlight“超扩散”

的学者,他们在蚂蚁的觅食运动中观察到了类似 LF的特征,

LF开始进入生物学的研究.Viswanathan等[１６]在信天翁的

觅食行为中发现飞行时间间隔呈现幂律分布,这份研究报告

是创造性的.LF觅食假说自此开始酝酿,众多学者开始研究

LF.然而,许多早期研究使用了不适当的统计技术,得出了

错误的结论,从而错误地在许多物种上发现了 LF特征.EdＧ

wards等[１７]引入了健壮准确的替代统计方法来研究 LF.之

后的研究都运用这些方法,越来越多的证据表明许多生物体

具有LF特征.Reynolds等[１８]记录下正在寻找蜂巢的蜜蜂

的飞行路径,结果研究表明该飞行路径具有 LF特征,并且证

明了蜜蜂的这种飞行模式处于最佳搜索模式.他们又以性信

息素为源研究蛾类飞行规律,实验结果表明其符合 LF 特

征[１９].Petrovskii等[８]分析了黑豆蚜虫的路径,结果表明个

体主要以扩散的方式运动,种群的运动共同表现出 LF特征.

Bazazi等[９]分析了沙漠蝗虫血吸虫的间歇运动和 LF特征.

Harris等[１０]的研究表明 T细胞利用Lévy形式的搜索方法来

优化对病原体弓形虫的控制.Humphries等[１１]发现信天翁

在觅食过程中表现出了 Lévy模式.关于人类流动性的报告

显示,人类步行的许多统计特征与 LF相似[１２].LévyFlight
觅食假说影响了随后的很多研究,然而它可能并不涵盖生物

界中所有的 Lévy模式[２０].一些研究表明,当猎物稀疏分布

时,LF是动物觅食过程中的最佳搜索策略.Sims等[２１]的研

究结果预测,白鲨表现出具有 LF特征的运动是对稀疏猎物

场的适应.Humphries等[２２]研究了二维LF的觅食和搜索效

率,进一步说明了LF运动方式的优势,它能够在不可预测的

环境中产生更多的资源.Reynolds[２３]认为 LF觅食假说是临

时的,应该用一个更加简单、更加笼统的假设加以补充或者代

替.对于LF觅食假说是否为最佳的动物觅食策略,目前尚

且没有明确的结论,其中还存在许多问题值得研究[２４].但

是,LF作为一种随机游走的方法,在相对较大的空间尺度上

仍能够很好地工作.在人类移动和认知的过程中,也有类似

LF特征的情况.根据对在线票据跟踪网站的数据分析[２５]发

现,人的流动性中存在幂律分布.自从有研究者进行人类的记

忆恢复实验后[２６],在人类的认知过程中也有LF的特征现象.

LévyFlight已被应用于建模许多物理过程.Mercadier
等[２７]通过实验研究了热原子蒸汽中光子异常扩散的过程,证

明了它遵循 LF的基本特征.Pereyra[２８]建立了从皮肤组织

反向散射的超声信号收敛到具有非高斯α稳定统计量的复杂

LF随机模型.Volpert等[２９]讨论了异常扩散的许多模型,包

括LF、截尾LF等.Grafov[３０]证明了 LF可能是基于非高斯

马尔可夫噪声构建的,并且符合概率论的中心极限定理.

Baudouin等[３１]认为原子共振的高质量因子和大多数普勒展

宽之间的相互作用使光子产生 LF现象,为研究原子物理学

和天体物理学中的LF现象奠定了基础.Kharcheva等[３２]研

究了一 维 势 和 二 维 势 中 LF 形 式 的 异 常 扩 散.Magdziarz
等[３３]介绍了基于LF的淬火陷阱模型,可用于描述静态环境

中的LF动力学.纳米粒子的 LF模型增强了纳米流体的对

流传热能力[３４],为新型多孔介质的设计提供了思路.

近十年来,LF在许多领域中得到了应用.基于 LF的雷

达扫描系统能够加快目标的检测速度,并且不需要对后续数

据进行全面扫描,从而提升了系统的性能[３５].高效搜索算法

对机器人研究有重大作用,Sutanyo等[３６]提出了一种基于 LF
搜索策略的人工势场方法,用于多机器人执行搜索任务.

Deng等[３７]介绍了一种用于复杂网络的新搜索策略,该策略

基于LF随机游动,显示出了 LF在随机搜索问题上的优势.

Tomassini等[３８]讨论了LF在二维网格上对空间进化游戏的

影响,表明LF在博弈论也有一定的发展.Zhang等[３９]提出

了一种具有LF特性的四舵分配方法,可以解决局部最优问

题,能够提供准确可靠的控制能力.Dey等[４０]提出一种基于

马尔可夫链模型的方法对电网进行分析,该方法利用 LF原

理来确定影响区域.在认知心理学中,带有重尾分布的 LF
扩散模型比 Wiener扩散模型更适合实验数据[４１].BeccarＧ

Varela等[４２]使用LF理论和小波分析技术研究火山爆发过程

中产生的地震信号的统计,实验结果表明用 LF模型能够对

地震释放的能量进行建模和分析.LF独特的随机游走特征

使得其在智能优化领域发挥了重要作用,许多算法的搜索策

略源自于LF或者混合 LF,如布谷鸟算法[４３]、人类心理搜索

算法[４４]、蛾搜索算法[４５]等.

此外,许多研究者提出了LF相关变体,如图１所示.在

生物学文献中,LévyFlight(LF)与莱维步行 (Lévy Walk,

LW)基本表达同一个意思,而在物理学和数学的研究中,LF
和LW 具有不同的意义.LW 在早期的研究中主要应用于经

典混沌和非线性流体动力学.目前的研究发现人类移动具有

超扩 散 性,人 类 步 态 与 LW 具 有 统 计 上 相 似 的 特 征[４６].

Schelling等[４７]通过 LW 所走的路径将数据点连接起来,将

LW 转化为寻找集群中心的有效方法,提出了一种新型聚类

算法.另外,具有多个内部状态的 LW 可以有效地模拟不会

立即移回其初始位置的粒子的运动[４８].Mantegna等提出了

遵循比例关系的具有有限方差的随机过程,称为截尾莱维飞

行(TruncatedLévyFlight,TLF)[４９].

图１　LF的相关变体

Fig．１　LFrelatedvariants

１９１郑洁锋,等:LévyFlight的发展和智能优化算法中的应用综述



在 TLF 的 基 础 上,出 现 了 很 多 不 同 形 式 的 变 体.

SmoothlyTruncatedLévyFlight(STLF)[５０]建立在 Mantegna
等的思想的基础上,通过平滑指数回归实现了良好的解析形

式.GraduallyTruncatedLévyFlight(GTLF)[５１]由Gupta等

提出,其将截尾与统计分布因子进一步结合,对于实际系统,

给定大小的步长概率取决于统计因子和系统或其组件的物理

限制.ExponentiallyDampedLévyFlight(EDLF)[５２]先 对

GTLF进行修正,在正反馈情况下实现平稳逐渐偏离.TLF
被广泛应用于经济物理学[５３],其适用于描述交易量很大的发

达市场的金融指数.Mariani等[５４]使用 TLF描述了发达市

场和新兴市场接近崩溃时的金融指数的演变.Terdik等[５５]

应用了STLF和线性分形模型来检验互联网流量从自相似到

Poisson的变化.Romanovsky等[５６]对 TLF 进行了自然推

广,阐述的理论与国际市场和俄罗斯股市的股票指数收益的

经验数据非常吻合.Mariani等[５７]使用了一种基于 TLF模

型的技术来研究地震相关的地球物理数据特征.ConstantiＧ

nides等[５８]将 GARCH 过程和条件 TLF相结合,建立混合模

型,并且该模型显著地描述了不同时间段内的价格变化和相

关的波动概率密度分布.Coelho等[５９]用 TLF和群体多样性

度量策略改进 DE算法的交叉变异操作,改进了控制参数CR
和MF,从而使算法有效地避免了过早收敛.他们将该算法

应用于经济负荷分配问题,发现能够以更高的效率获得质量

更好的解决方案.移动模型对多跳无线网络协议的仿真和评

估至关重要,Cao等[６０]提出了一种基于STLF的移动模型,并

且从理论和经验角度证明了该模型更加准确.Pandey等[６１]

使用 TLF对分子通信通道中的首次到达时间进行建模.机

会犯罪通常具有一致的统计特性,可以使用定量工具对其进

行建模,Pan等[６２]针对一维度空间的住宅入室盗窃问题,提

出了一种基于 TLF的平均场连续模型,用于预测犯罪情况的

犯罪热点分布,该模型比 URW 和BRW 模型更有效.

３　LF及其变体

３．１　LévyFlight
在数学上,Lévy分布可以被定义为:

L(s,γ,μ)＝

γ
２πexp － γ

２(s－μ)[ ] １
(s－μ)３/２,

０＜μ＜s＜∞

０, otherwise

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１)

其中,μ＞０是最小步长;γ 是规模参数.当s→ ∞ 时,可以

得到:

L(s,γ,μ)≈ γ
２π

１
s３/２ (２)

Lévy分布可以被定义为傅里叶变换的形式:

F(k)＝exp[－α|k|β],０＜β≤２ (３)

其中,α是规模参数.式(３)只有在一些特殊情况下有解析形

式.第一种特殊情况是β＝２,可以得到F(k)＝exp[－αk２],

它的傅里叶变换的倒数符合高斯分布.第二种特殊情况是

β＝１,可以得到F(k)＝exp[－α|k|],它符合柯西分布.稳定

分布族不能通过基本概率密度函数来描述,由以下积分显示

其特征:

L(s)＝１
π∫

∞

０
exp(－α|k|β)cos(qs)dq (４)

L(s)→αβΓ(β)sin(πβ/２)
π|s|１＋β

,s→∞ (５)

其中,Γ(β)是 Gamma函数,一般情况下,当s的值很大时,可
以得到:

Γ(z)＝∫
∞

０
tz－１e－tdt (６)

当z＝n且为整数时,有Γ(n)＝(n－１)!.一般认为 LF
的生成过程包含两个步骤:方向的选择和服从Lévy步长的生

成.方向的选择服从均匀分布,随机生成.在 LF中,短距离

步长与偶尔较长距离步长相间,用程序语言来表示 LF比较

困难,通常使用 Mentegna算法、McCulloch算法、Rejection算

法来模拟Lévy分布.在大部分情况下,对于对称的 Lévy稳

定分布最直接有效的方法是使用 Mantegna算法[６３].其中,

对称的意思是运动方向可以是坐标轴的正方向也可以是坐标

轴的反方向.

Mantegna提出的算法中,步长s的计算公式为:

s＝ μ
|ν|１/β

(７)

其中,μ和ν服从正态分布,定义为:μ~N(０,σ２
μ),ν~N(０,

σ２
ν).σμ＝

Γ(１＋β)sin(πβ
２

)

Γ
(１＋β)

２[ ]β∗２
(β－１)

２
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１/β

,σν 一般取１.

一般把LF用于位置更新的公式,可以表示为:

xt＋１
i ＝xt

i＋α⊕Levy(λ),i＝１,２,􀆺,n (８)

其中,xt
i 表示第t代第i个个体的位置,⊕表示点对点乘法,α

为步长控制参数,Levy(λ)为服从 Lévy分布的路径,并且

Levy~μ＝t－λ－１,０≤λ≤２.

３．２　LévyWalk
本节对物理学中的LW 进行了介绍.一般认为,LF的飞

行时间是恒定的,LW 的步行速度是恒定的.因此,在 LW
中,时间与长度成正比,LF和 LW 之间的区别主要在于移动

速度.

本文讨论的 LW 是连续时间随机游走模型的特例,假设

粒子随机游走的速度是恒定的,移动的方向是不断改变的,位
移x(t)与时间t有关.在初始时刻t＝０时,粒子以恒定速度

v游走,然后随机选择一个方向进行下一次运动,这个过程被

称为更新过程.粒子运动的持续时间的概率密度函数为

φ(t),每次游走需要的时间间隔是独立的.如图２所示,假设

粒子从t＝０时刻开始运动,t１,t２,t３,t４ 分别改变了一次方向,
可以得出第一次运动花费的时间为τ１＝t１,第二次为τ２＝
t２－t１,第三次为τ３＝t３－t２,第四次为τ４＝t４－t３.

图２　粒子位移图

Fig．２　Particledisplacementdiagram
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粒子在时间(０,t)内,最后一步花费时间的分布函数为:

∫
t

０
φ(t′)dt′ (９)

粒子在(０,t)时间内发生一次跳跃以后保持静止的概率为:

Φ(t)＝１－∫
t

０
φ(t′)dt′＝∫

∞

t
φ(t′)dt′ (１０)

Φ(t)有时被称为粒子在某个位置上的生存概率.引入时

间Ｇ空间的耦合函数ψ(s,t),用于表示粒子花费时间t游走的

距离为s.

ψ(s,t)＝１
２δ(|s|－vt)φ(t) (１１)

其中,φ(t)为等待时间的概率密度函数,服从 Lévy分布,粒子

移动速度v决定了跳跃的步长.LW 也可以定义为连续时间

的随机行走,其转折点是相关LF的访问点,与LF不同的是,

LW 包含完成每个飞行所花费的时间[４６].

３．３　TruncatedLévyFlight

Lévy[１０]和 Khintchine[１１]解决了所有稳定分布都必须遵

循的函数形式的问题,TruncatedLévyFlight最一般的表示

是通过特征函数φ(q)来表示,如式(１２)所示:

ln(φ(q))＝
iμq－γ|q|２ １－iβ

q
|q|tan

(π
２α)[ ] , α≠１

μq－γ|q| １＋iβ
q
|q|

２
πln|q|[ ] , α＝１

ì

î

í

ïï

ïï

(１２)

其中,０≤α≤２;i＝ －１;γ为正比例因子;μ为实数;β为不对

称参数,其取值范围为[－１,１].只有在３种特殊情况下才知

道稳定的Lévy分布的解析形式:１)LévyＧSmirnov分布,α＝

１/２,β＝１;２)Lorentz分布,α＝１,β＝０;３)Gaussian分布,α＝２.

在这里建立 TLF时,只讨论均值为零 (μ＝０)的对称分布

(β＝０).在这种情况下,特征函数采用以下形式:

φ(q)＝e－γ|q|α (１３)

分布的特征函数是其傅里叶变换,因此α和γ 的稳定分

布为:

PL(x)≡１
π∫

∞

０
e－γ|q|α

cos(qx)dq (１４)

对于|x|较大的情况,分布渐近性由以下计算式给出:

PL(|x|)≈γΓ(１＋α)sin(πα/２)
π|x|１＋α ≈|x|－(１＋α) (１５)

PL(x＝０)＝Γ(１/α)
παγ１/α (１６)

TLF分布的定义如下[４９]:

PT(x)＝

０, x＜－l
C􀅰PL(x), －l≤x≤l

０, x＞l
{ (１７)

其中,C是满足概率密度归一化条件的常数,即变化曲线下的

总面积始终等于１,并且当l→∞时,C→１.TLF的分布是不

稳定的,但方差有限,收敛于高斯分布,收敛速度较慢.TLF
在分布的中央部分与 LF 类似,但远端的衰减比 LF 陡峭,

TLF实际上是在指定的位置进行截尾.

４　LF在智能优化算法中的应用

LF在很多智能优化算法中都能发挥重要的作用,有部分

算法是直接基于LF提出的,也有很多学者将LF策略引入智

能优化算法中.同时,研究者发现基于 LF的算法比其非 LF
同类算法表现出了更好的或等效的结果,尤其是 LF策略能

够在无法获得先验信息、目标难以确定且目标分布稀缺的情

况下发挥重要作用.本节对近十年 LF在智能优化算法中的

应用进行了整理总结,如图３所示.表１列出了本节出现的

部分符号的说明.

图３　应用LF的算法

Fig．３　AlgorithmsusingLF

表１　符号说明

Table１　Symboldescription

符号 含义

α 步长控制参数

xt
i 第t代第i个个体的位置

xt＋１
i 第t＋１代第i个个体的位置

xt
best 第t代最优个体的位置

xgbest 全局最优解

vti 第t代第i个个体的速度

⊕ 点对点乘法

Levy(λ) LF运动

s LF的步长

rand [０,１]之间的均匀分布

randn [０,１]之间的高斯分布

T 最大迭代次数

t 当前迭代次数

sign 符号函数

D 搜索空间维度

lb 搜索空间下界

ub 搜索空间上界

４．１　直接应用算法

４．１．１　布谷鸟算法

布谷鸟算法被用于许多领域,包括图像处理、负荷经济调

度、组合优化、设计优化、数据挖掘等.布谷鸟算法由 Yang
等[４３]提出,其主要思想来源于布谷鸟独特的繁殖方式.在布

谷鸟算法中,鸟巢中的每个蛋都代表一个解决方案,其策略是

不断使用更好的解决方案来代替鸟巢中不太好的解决方案.

布谷鸟算法的具体步骤如下.

步骤１(初始化)　设置鸟巢种群规模n、搜索空间维数

D、最大迭代次数T、发现概率pa、搜索精度ε等参数.随机

初始化鸟巢的位置xi(i＝１,２,􀆺,n),定义适应度函数f(x).

步骤２　 计算每个鸟巢位置的适应度值并进行比较,

３９１郑洁锋,等:LévyFlight的发展和智能优化算法中的应用综述



得到当前的最优函数值.

步骤３　利用LF方式对除最优鸟巢以外的其他鸟巢的

位置和状态进行更新,计算适应度值,将获得的适应度值与当

前的最优适应度值进行比较,若获得的适应度值较好,则更新

当前最优值.

其中,位置更新公式为:

xt＋１
i ＝xt

i＋α⊕Levy(λ) (１８)

由 Mantegana算法计算的位置更新公式为:

xt＋１
i ＝xt

i＋α􀅰s􀅰(xt
i－xt

best) (１９)

步骤４　位置更新后,将随机数r与pa 进行比较,如果

r＞pa就以偏好随机游走的方式更新鸟巢位置,保留适应度较

好的位置;若r≤pa,则鸟巢位置不变.

步骤５　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转回步骤３.

步骤６　输出全局最优鸟巢的位置.

４．１．２　人类心理搜索算法

人类心理搜索算法模拟在线竞拍空间的探索策略[４４],人

类心理搜索算法用 LF方法搜索每个解周围的区域,将解移

向最佳区域,寻找更优解.Radicchi等[６４]证明了人类在探索

在线拍卖的竞价空间中有类似 LF的特征.这种算法主要分

为３个步骤:心理搜索、分组、移动.人类心理搜索算法的具

体步骤如下.

步骤１(初始化)　设置种群规模n、搜索空间维度 D、最

大迭代次数T、搜索精度ε等参数,随机初始化投标,计算出

价成本值.

步骤２(心理搜索)　为每个出价生成连续值,一部分新

的出价是基于 LF创建的.计算出价成本值,若新的出价更

低则替换原出价,否则不变.产生新的出价的计算式如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋(２－t∗(２/T))∗０．０１∗s∗(xt
i－xgbest) (２０)

其中,(２－t∗(２/T))是衰减因子,从２减少到０.

步骤３(分组)　用聚类算法对出价进行分组.计算每个

分组的平均成本值,选择平均成本值最低的小组作为赢家

小组.

步骤４(移动)　选择赢家小组中的最佳出价,根据移动

公式将其他出价移向它.计算出价成本值,新的出价更低则

替换原出价,否则不变.

步骤５　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转步骤２.

步骤６　输出全局最优出价.

在算法开始时,衰减因子较大,提高了算法的多样性,后

期衰减因子变小,提高了算法的优化性能.对于每个出价,参

数β在０到２之间分配一个随机数.目前,研究者已验证人

类心理搜索算法在优化函数、工程问题、图像分割[６５]中的有

效性.

４．１．３　花授粉算法

Yang[６６]根据花卉的授粉过程,提出了花授粉算法.授粉

过程可以分为自花授粉或异花授粉.异花授粉指不同植物的

花朵之间的授粉行为,自花授粉指同一植物的花朵之间的授

粉行为,而异花授粉可能发生在远距离,可以认为是全局授

粉,而自花授粉被认为是局部授粉.花授粉算法[６７]的步骤

如下.

步骤１　初始化种群规模n、最大迭代次数T、搜索空间

维度D、切换概率p等参数,随机初始化种群.

步骤２　寻找初始种群的最优花粉.

步骤３　如果随机数r＜p,则进行异花授粉行为,遵循

LF方法更新全局授粉;否则,进行自花授粉,随机更新局部搜

索.计算适应度值,若更新后的解更优,则替换,否则解保持

不变.

步骤４　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转回步骤３.

步骤５　输出最优解.

全局授粉表示为:

xt＋１
i ＝xt

i＋s􀅰(xt
i－xgbest) (２１)

全局授粉时,昆虫携带花粉长距离飞行和移动,用 LF来

模拟昆虫授粉过程中的飞行行为.Gao等[６８]研究了花授粉

算法在３种随机游动模型下的搜索性能,结果表明Cauchy模

型可以在低维测试函数上快速获得全局最优解,Gaussian模

型在多维单峰函数上实现了精度和时间的最佳平衡,LF模型

是多维单峰函数的最佳搜索策略.

４．１．４　蛾搜索算法

蛾搜索算法模拟飞蛾的趋光性特性,即靠近光源或远离

光源的运动.研究人员在飞蛾的飞行过程中发现了 LF特

征,结合趋光性和 LF特性[１９],提出了蛾搜索算法[４５].蛾搜

索算法将最优的飞蛾作为目标,将其置于停止移动状态,与最

优飞蛾距离较小的飞蛾以 LF方式围绕最优飞蛾运动,与其

距离较远的飞蛾会直线飞向目标.蛾搜索算法的步骤如下.

步骤１　初始化种群规模n、最大迭代次数T、搜索空间

维度D、最大步长smax、适应度函数f(x)等参数.随机产生初

始种群.

步骤２　计算每个飞蛾的适应度值.

步骤３　根据适应度值对飞蛾个体进行排序,将其平均

分成两个子种群.

步骤４　用LF方式更新子种群１中的所有飞蛾的位置,

以直线飞行方式更新子种群２中的所有飞蛾的位置.根据更

新后所有飞蛾的适应度值决定是否更新位置.

LF更新位置的公式为:

xt＋１
i ＝xt

i＋(smax/t２)􀅰s (２２)

其中,smax表示最大步长,由问题给定.

步骤５　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转回步骤３.

步骤６　输出最优解.

在大多数测试函数和工程应用中,蛾搜索算法可以更高

效、更准确地搜索最优解,并且实现过程简单灵活.

４．１．５　核反应优化算法

核反应优化算法[６９]模拟物理的核反应过程,由核裂变和

核聚变两个阶段组成.核裂变阶段指核与中子之间的高斯游
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走和微分演化,核聚变阶段由电离和聚变组成.LF的变体在

核聚变阶段应用,帮助算法逃离局部最优解.在核裂变阶段

寻求在当前最优解附近的更好解,在核聚变阶段执行全局搜

索.核反应优化算法的步骤如下.

步骤１　初始化种群规模n、最大迭代次数T、搜索空间

维度D、适应度函数f(x)等参数.随机产生初始种群.

步骤２　计算核的适应度值.

步骤３　核裂变阶段.计算中子,若发生裂变,则计算次

级或初级裂变产物;否则,计算偶数核的非裂变状态,计算核

的适应度值,利用精英策略更新种群.

步骤４　核聚变阶段.计算电离概率pa,判断原子核是

否发生电离,用LF方法更新电离状态和非电离状态,计算核

的适应度值,更新种群.计算融合概率,若原子核发生电离,

则产生融合核;否则用LF方法跳出局部最优,修改离子的非

融合状态,计算核的适应度值,更新种群.

步骤５　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转回步骤３.

步骤６　输出最优解.

在电离过程中,使用LF策略的更新方式为:

XIon
i,d＝XFi

i,d＋(α⊕s)d􀅰(XFi
i,d－XFi

best,d),XFi
r２,d＝XFi

i,d (２３)

XIon
i,d＝XFi

i,d＋(α⊕s)d􀅰(ubd－lbd),XFi
r２,d≠XFi

i,d (２４)

其中,XIon
i,d表示电离后第i个离子的第d 个变量,XFi

i,d表示第i
个裂变核的第d 个变量.

在融合过程中,使用LF策略的更新方式为:

XFu
i ＝XIon

i ＋α⊗s⊕(XIon
i －XIon

best) (２５)

其中,XFu
i 是第i个融合产物,α＝０．０１.利用 LF策略进行随

机搜索,可以避开各个阶段的局部最优解.核反应优化算法

在约束工程设计问题上表现得准确、高效.

４．１．６　蝴蝶算法

蝴蝶算法[７０]是基于蝴蝶觅食的思想,蝴蝶通过感知不同

花朵的味道来寻找合适的食物.蝴蝶算法的步骤如下.

步骤１　初始化种群规模n、最大迭代次数T、搜索空间

维度D、适应度函数f(x)、转换概率p等参数.随机初始化

种群.

步骤２　计算蝴蝶个体的适应度值,找出最优的解.计

算最优蝴蝶个体产生的香味浓度.

步骤３　如果随机数r＜p,则进行全局位置更新;否则进

行局部位置更新.

步骤４　更新蝴蝶个体和全局最优解.

步骤５　若满足最大迭代次数或搜索精度要求,则继续

下一步,否则转回步骤３.

步骤６　输出最优解.

蝴蝶算法中的全局搜索方法为:

xt＋１
i ＝xt

i＋(xgbest－xt
i)×Levy(λ)×Fi (２６)

其中,Fi 表示第i只蝴蝶的香味吸引程度.局部搜索的方

法为:

xt＋１
i ＝xt

i＋(xt
j－xt

k)×Levy(λ)×Fi (２７)

其中,xt
j 和xt

k 是第t次迭代过程中随机选择的两只蝴蝶的位

置.蝴蝶算法在探索和利用最优解方面具有优越的性能,并

且收敛速度快,能够避免陷入局部最优.

４．２　混合应用算法

许多学者将LF机制混合应用到各种智能优化算法中,

以发挥其优势.本文结合８５篇文献对混合应用算法进行了

综述,图４给出了各智能优化算法文献数的占比,LF在这些

算法中的应用方式如后文的表２、表３所列.

图４　各智能优化算法的占比

Fig．４　Proportionofintelligentoptimizationalgorithms

表２　部分算法中LF的应用方式

Table２　LFapplicationmodeinsomealgorithms

原算法 参考文献 LF的应用方式

粒子群

算法

[７１,７６] 改进速度更新公式

[７９] 替换惯性系数

[７２Ｇ７４,７７] 条件判断,更新最差粒子位置

[７５,８０] 以一定概率采用 LF更新粒子位置

[７８] 对一部分粒子采用 LF机制

人工蜂群

算法

[１３] 对一部分雇佣蜂采用 LF机制

[１４,８１] 更改初始化操作

[８２] 结合混沌理论更新雇佣蜂位置

[８３] 局部搜索策略

[８４] 以一定概率采用 LF更新

[８５] 侦察蜂采用 LF机制

[８６] 观察蜂采用 LF游动

萤火虫

算法

[８７] 结合混沌理论更新位置

[８８] 引入到全局搜索算子

[９０Ｇ９４]
[９６]

更改原公式

[９５] 结合精英主义策略、反对学习理论

[８９] 增加全局搜索算子

灰狼优化

算法

[９７] 引入到围捕阶段

[９８] 引入到跟踪阶段

[９９] 引入到系数向量

[１００] 引入到狩猎策略

[１０２] 结合正余弦算子后,再根据条件选择更新

[１０３] 结合心理搜索算子,再根据概率选择更新

鲸鱼优化

算法

[１０４] 引入到探索猎物阶段

[１０７] 引入到狩猎和搜索阶段

[１０８] 结合混沌理论引入到狩猎阶段

[１０９] 引入到系数向量

[１０５] 增加 LF策略更新步骤

[１０６] 引入到螺旋运动,再根据概率选择更新

蝙蝠算法

[１１０] 结合混沌理论引入到局部搜索

[１１１] 替换随机分布

[１１２] 引入到搜索过程

[１１３] 初始化内部子群采用 LF模型

差分进化

算法

[１１４Ｇ１１６] 更改变异操作

[５９] TLF更改调节机制
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表３　其他算法中LF的应用方式

Table３　LFapplicationinotheralgorithms

原算法 参考文献 LF的应用方式

其他算法

[１１７Ｇ１２０,１２２] 引入到位置或速度更新公式

[１２１] 概率选择,再更新位置

[１２３] 更改恒星位置更新方式

[１２４] 替换随机游走

[１２５] 引入到局部搜索

[１２９,１３２,１３７,１３９,１４１]
[１４２,１４４,１４６,１４９Ｇ１５０]

更改原位置更新公式

[１３０] 引入到变异操作

[１３１] 引入到交换操作

[１３３] 引入到领导者位置更新

[１３４,１３５] 更改地图和指南针算子

[１３６] 引入到种群迭代阶段

[１４０,１５３] 引入到步长算子

[１４３] 建立信息共享机制

[１４７] 引入到初始化操作

[１４８] 引入到全局搜索算子

[１５２] 结合混沌理论求涡流圆心

[１５４] 引入到原子速度更新公式

[１２６] 条件选择更新

[１２７Ｇ１２８] 增加 LF策略更新步骤

[１３８] 并行增加 LF策略更新步骤

[１４５,１５１] 概率选择更新

４．２．１　粒子群算法

粒子群算法是受鸟群觅食过程的启发而提出的.该算法

将鸟群中的个体称为粒子,不断迭代更新粒子的位置和速度,

不断追寻个体极值和群体极值,直到得到满足终止条件的最

优解.标准粒子群算法的粒子速度和位置更新方式为:

vt＋１
i ＝ω∗vt

i＋b１∗rand∗(pt
i－vt

i)＋b２∗rand∗(xgbest－

vt
i) (２８)

xt＋１
i ＝xt

i＋vt＋１
i (２９)

其中,ω为惯性系数,pt
i 为第i个粒子在觅食过程中的个体极

值,b１ 表示自我认知参数,b２ 表示社会认知参数.将 LF策略

引入粒子群算法,粒子群算法改进的方向主要有位置、速度、

惯性系数.文献[７１]将 LF引入多目标粒子群算法,将速度

的更新公式改进为:

vt＋１
i ＝ω∗vt

i＋b１∗rand∗(Pt
i－vt

i)＋b２∗rand∗(xgbest－

vt
i)＋s (３０)

文献[７２]指出,在粒子的演化过程中,如果多次迭代更新

粒子位置,粒子并没有得到改善,即Particle．flag≤T,则按

照原算法更新粒子位置,否则用 LF 方式更新粒 子 位 置.

Particle．flag表示粒子迭代没有得到改善的次数,T 为极限

值.使用LF更新粒子的方式为:

xt＋１
i ＝xt

i＋S (３１)

S＝
α􀅰s􀅰(xgbest－xt

i), rand＞０．５

α􀅰s, rand≤０．５{ (３２)

文献[７３]结合了正弦余弦策略和 LF策略,先判断粒子

经过多次迭代是否改善,再将正弦余弦与 LF相结合来更新

粒子位置,更新公式如下:

xt＋１
i ＝

Levy(xt
i)＋r１sin(r２)|r３xgbest－xt

i|, r４＜０．５

Levy(xt
i)＋r１cos(r２)|r３xgbest－xt

i|, r４≥０．５{
(３３)

Levy(xt
i)＝xt

i＋０．０１×s⊕xt
i ⊕rand(size(xt

i)) (３４)

其中,r１,r２,r３ 是随机数.文献[７４]用式(３５)更新粒子位置:

xt＋１
i ＝xt

i＋０．０１∗s∗(xt
i－xgbest) (３５)

文献[７５]中,粒子的新状态计算式如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋vt
i＋α∗sign(rand－０．５)⊕Levy(λ) (３６)

文献[７６]将速度更新公式更改为:

vt＋１
i ＝w∗Levy(λ)＋b１∗rand∗(pt

i－xt
j)＋b２∗rand∗

(xgbest－xt
j) (３７)

文献[７７]中的算法在每次迭代中,群中最坏的粒子都是

目标,并且它的位置通过 LF来更新,更新方式如式(１８)所

示.文献[７８]对一部分粒子采用 LF机制,以避免局部最优,

并确保搜索空间的多样性.粒子的更新方式如式(１８)所示.

文献[７９]提出了一种新的粒子群优化方法,将 LF应用于惯

性系数,将惯性系数设置为随机变量并且其具有 Lévy分布.

文献[８０]提出了一种基于 LF和随机搜索的改进粒子群算

法,LF的更新方式如式(１８)所示,随机搜索方法为布谷鸟

算法.

４．２．２　人工蜂群算法

人工蜂群算法是模拟蜜蜂采蜜行为而提出的,组成因素

有雇佣蜂、观察蜂和侦查蜂.每个雇佣蜂对应一个解,在迭代

中对食物源的邻域进行搜索.观察蜂根据食物源的丰富程度

对解进行改进.侦查蜂不断且随机地在蜂巢附近寻找蜜源.

LF策略对人工蜂群的改进主要用在初始化阶段、雇佣蜂阶

段、观察蜂阶段.文献[８１]使用 LF对人工蜂群算法进行初

始化:

xt＋１
ij ＝xt

ij＋α⊕Levy(λ) (３８)

文献[８２]采用混沌映射和 LF相结合的方法更新雇佣

蜂,更新公式为:

vt
i＝xt

i＋(α(g)⊕Levy(λ))􀅰(xt
i－xgbest) (３９)

α(g＋１)＝４􀅰α(g)􀅰(１－α(g)) (４０)

文献[８３]提出基于 LF随机游走的局部搜索策略,并与

反对学习理论相结合,更新方式如式(３８)所示.文献[１４]基

于斑块概念和LF初始化算法中的蜜蜂种群,模拟蜜蜂在自

然界的真实觅食情况,使得蜜蜂群体的移动更自然,与自然界

接近.文献[１３]将雇佣蜂分为两部分,一部分根据原始算法

采集区域的最优信息,另一部分围绕当前全局最优解进行 LF
游动,如式(１８)所示.文献[８４]中,观察蜂考虑适应度值的情

况,若适应度值较差,观察蜂就会以一定概率以 LF形式游

动.文献[８５]的多目标蜂群算法中,侦察蜂更新位置公式用

LF方法代替Rw 函数.文献[８６]中的观察蜂阶段采用LF游

动,如式(１８)所示.

４．２．３　萤火虫算法

萤火虫算法是模拟萤火虫的闪烁吸引行为,萤火虫会聚

集在最亮的个体附近,较亮的萤火虫具有较大的吸引力.基

于这种特性,萤火虫算法依靠个体之间的吸引来移动位置,通
过不断移动更新位置,最终趋于最优解.萤火虫的相对光亮

度为:

I＝I０×e－γrij (４１)

其中,I０ 表示萤火虫自身的亮度,γ表示光强吸收系数,rij表

示萤火虫个体i和j之间的距离.萤火虫的吸引度公式为:

β＝β０×e－γr２
ij (４２)
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其中,β表示萤火虫的吸引度;β０ 是光源处的吸引度,即最大

吸引度.文献[８７]将混沌理论与 LF相结合,然后引入萤火

虫算法中,如式(４３)、式(４４)所示:

cs(t＋１)＝４．０×cs(t)×(１－cs(t)),０≤cs(０)≤１ (４３)

xi＝xi＋β􀅰(xj－xi)＋cs ⊕Levy(λ) (４４)

文献[８８Ｇ８９]将LF方法作为全局搜索算子,提高了传统

萤火虫算法的性能,全局搜索公式如式(１８)所示.文献[９０Ｇ

９４]将位置更新公式修改为:

xi＝xi＋β(xj－xi)＋rand􀅰sign[rand－１/２]⊕

Levy(λ) (４５)

文献[９５]用精英主义策略、LF策略和反对学习理论来改

进基本萤火虫算法,其中LF策略的更新方式如式(４５)所示.

在目标稀疏分布情况下,LF具有更好的搜索性能,受此启发,

文献[９６]用萤火虫算法改善 LF性能,该方法被成功用于水

下机器人的部署,对机器人运动的分布模式进行优化.

４．２．４　灰狼优化算法

灰狼优化算法模拟自然界中灰狼的领导层结构和猎杀机

制.狼群社会等级层次制度中,第一层为领导者α,是具有管

理能力的个体;第二层为智囊团β,协助α进行决策;第三层为

δ,听从α和β的命令;最底层是ω,负责种群内部关系的平衡.

狼群的狩猎过程主要包括跟踪、包围、攻击.文献[９７]先进行

混沌初始化操作,然后在狼围捕阶段引入 LF特性,位置更新

方式如下:

xt＋１
i ＝xgbest＋rand∗s∗|xgbest－xt

i| (４６)

文献[９８]改进的算法将 LF引入到跟踪阶段,位置更新

方式如下:

S＝０．０１×s×(X
→
－X

→
α) (４７)

X
→

１＝X
→
α＋S,X

→
２＝X

→
β＋S,X

→
３＝X

→
δ＋S (４８)

X
→(t＋１)＝X

→
１＋X

→
２＋X

→
３

３
(４９)

其中,X
→
α,X

→
β 和X

→
δ 分别表示α,β和δ的当前位置,X

→
表示当前

灰狼的位置,X
→(t＋１)表示ω的最终位置.

文献[９９]在灰狼算法中引入 LF方法,使得系数向量的

取值不再是线性下降,而是按照Lévy分布,其计算方式如下:

A＝Levy(S)∗r１ (５０)

其中,S是狼的位置,r１ 是随机向量.

文献[１００Ｇ１０１]将灰狼的狩猎策略与二项式交叉杂交,再

引入LF策略更新每一只狼的位置,位置更新方式如下:

X
→
t＋１＝X

→
t＋α×s×(Xt

→
－Xα

→ ) (５１)

文献[１０２]结合了LF策略和正余弦算子,正余弦算子与

LF策略能够相互协调.改进算法中,LF的位置更新公式如

式(１８)所示.文献[１０３]的改进算法针对寻优过程中的领导

层灰狼根据概率选择更新操作,其中一个操作就是LF.

４．２．５　鲸鱼优化算法

鲸鱼优化算法(WOA)是模拟座头鲸的捕猎行为而提出

的,座头鲸利用bubbleＧnet狩猎方法将猎物吞下,整个捕食过

程可以分成３个阶段:包围猎物、狩猎行为、搜索猎物.文献

[１０４]中,在探索猎物阶段,WOA 利用 LF增强全局优化能

力,LF用于更新座头鲸的位置,公式如下:

xt＋１
i ＝xt

rand＋sign[rand－１/２]×０．０１×s×[xt
rand－xt

i]

(５２)

其中,sign函数有３个取值,即－１,０,１,其本质上表示方向.

xt
rand是从当前一代中随机选择的位置向量.文献[１０５]将更

新公式表示为:

xt＋１
i ＝xt

i＋rand×sign[rand－１/２]⊕Levy(λ) (５３)

文献[１０６]将LF引入鲸鱼优化算法中的螺旋运动中,则

狩猎行为的数学描述为:

xt＋１
i ＝

xgbest－A􀅰D
→ , rand＜０．５

s×(xt
i－xgbest)＋xt

i, rand≥０．５{ (５４)

文献[１０７]将狩猎行为和搜索猎物模型分别修改为:

xt＋１
i ＝xgbest－randn􀅰s􀅰D

→ (５５)

xt＋１
i ＝xt

rand－randn􀅰s􀅰D
→ (５６)

文献[１０８]在狩猎行为中引入 LF和混沌理论的数学描

述为:

xt＋１
i ＝

xt
i＋(xgbest－randnD

→)􀅰Levy(λ),, p＜０．５

xt
i＋(Deblcos(２πl)＋xgbest)􀅰Levy(λ), p≥０．５{

(５７)

其中,A＝２a􀅰r－a,C＝２􀅰r,r是[０,１]之间的随机数,D＝

|C􀅰xt
rand－xt

i|,D＝|xgbest－xt
i|,b用来定义螺旋线的形状,l

是[－１,１]之间的随机数,p 是[０,１]之间的随机数.文献

[１０９]修改系数向量C
→
使其服从Lévy分布.

４．２．６　蝙蝠算法

蝙蝠算法是模拟自然界中蝙蝠的特征而设计的,蝙蝠利

用自身的“声纳”来探测猎物,采用回声定位原理避免障碍物.

研究者将蝙蝠的移动和搜寻过程模拟成优化和搜索过程.文

献[１１０]将混沌理论与LF相结合,以改进蝙蝠对最优解区域

的局部搜索,搜索更新方式如下:

xt
i＝xt＋１

i ＋cs⊗Levy(λ) (５８)

cs(t＋１)＝４．０×cs(t)×(１－cs(t)),０≤cs(０)≤１ (５９)

文献[１１１]将局部搜索更新方式改为:

xt＋１
i ＝xt

i＋Levy(λ)􀅰A∗
t (６０)

其中,A∗
t 是t迭代次数下所有蝙蝠的平均响度.

文献[１１２]在搜索过程中引入 LF方法来更新蝙蝠的位

置,其计算式如下:

xt＋１
i ＝vt

i＋０．０１×s×xt
i (６１)

文献[１１３]在初始化时将蝙蝠种群设置成双子群,在外部

子群采用动态权重模型,在内部子群采用 LF模型.内部开

发小组用于提高本地开发能力,其更新形式如下:

fi＝fmin＋(fmax－fmin)rand

vk
ij＝vk－１

ij ＋Levy(λ)⊗(xgbest－xk－１
ij )fi

xk
ij＝xk－１

ij ＋vk
ij

ì

î

í

ïï

ïï

(６２)

其中,fmax和fmin分别表示频率的最大值和最小值;vk
ij表示在

第k次迭代时,第i个蝙蝠的第j个速度的变化值;xk
ij和xk－１

ij

是位置变量.

４．２．７　差分进化算法

差分进化算法模拟生物进化的随机模型,保存适应环境

的个体,主要根据个体之间的差异实现个体进化.差分进化
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算法主要包括变异、交叉、选择３个操作,通常在变异操作中

引入LF来改善原始算法的性能.文献[１１４Ｇ１１６]将变异操作

更新为:

xt＋１
i ＝xt

i＋F×(xt
j－xt

k)＋０．００１×s×SLC×(xt
j－xt

k)

(６３)

其中,F是变异因子,SLC表示社会学习组件.文献[５９]结合

变体 TLF随机游动来改进差分进化算法,其主要目的是改善

突变因子和交叉率之间的调节机制:

SMd＝(１－divd(k))􀅰ln(１
u

) (６４)

其中,divd(k)是解向量第d维的归一化参数,u是 TLF生成

的值,SMd 表示改进的突变因子.

４．２．８　其他算法

由上文可知,许多算法会直接应用式(１８)对算法中的个

体位置或速度等进行更新,以提升算法的全局搜索能力、收敛

速度和 种 群 的 多 样 性,例 如 蚱 蜢 优 化 算 法[１１７]、磷 虾 群 算

法[１１８]、和声算法[１１９]、分布估计算法[１２０]、果蝇优化算法[１２１]、

生物地理优化算法[１２２].

文献[１２３]将 LF引入黑洞算法中,每颗恒星的运动由

LF决定,改进后的恒星位置更新方式为:

xt＋１
i ＝xt

i＋(０．０１×s×rand×(xgbest－xt
i)) (６５)

文献[１２４]将原始恒星位置更新后,通过 LF局部搜索算

子更新其位置,计算方式如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋０．０１５∗sign(rand－１/２)⊕s (６６)

文献[１２５]在混合蛙跳的局部搜索步骤中采用基于 LF
的吸引子,更新最差的青蛙位置,以提高算法的局部搜索能

力.更新公式如下:

xw′＝xw＋rand．(rand􀅰randn􀅰s⊗xgbest－xw) (６７)

其中,xw 表示最差的青蛙位置.文献[１２６]采用类似的思想,

将青蛙种群根据适应度排序分成两个子群,前半部分采用随

机微分更新法,后半部分采用LF方式更新:

xt＋１
i ＝xt

i＋rand∗s⊕(xbest－xt
i) (６８)

其中,xbest表示子群中最好的解.

文献[１２７Ｇ１２８]中改进正弦余弦算法的策略是应用LF产

生新的解,具体计算方式如式(１８)所示.LF用于扩展搜索过

程以发现新的区域,这是绕过停滞状态和防止陷入局部最优

的最佳保证.文献[１２９]用LF来提高正弦余弦算法的性能,

替换的更新方式如下:

xt＋１
i ＝

xt
i＋r１∗sin(r２)∗|r３xgbest－xt

i|, rand＜０．５

s􀅰(xt
i－xgbest)＋xt

i, rand≥０．５{
(６９)

其中,r１,r２ 和r３ 是随机数.文献[１３０]利用 LF优化变异算

子,从而提高遗传算法的搜索能力,变异操作如式(１８)所示.

文献[１３１]提出了一种基于 LF的遗传算法,基于 LF的算法

是一种连续优化技术,因为使用的基因是离散值,所以不能直

接适应LF的概率密度函数.文献[１３１]通过以下规则重新

定义了飞行长度:如果一条染色体a进行了m 次交换操作,

那么由此产生的新染色体为B,m 是a和B 之间的飞行长度,

交换操作的次数就是搜索空间上的飞行长度.更新解决方案

时,交换操作的数量为:

m＝
[l]＋１,l＜L/２
０, otherwise{ (７０)

其中,L是染色体的长度,执行 m 次交换操作.文献[１３２]将

LF策略引入到 SalpSwarm 算法中,以提高全局搜索能力.

Salp的位置更新公式如下:

xt＋１
i ＝xt

t＋０．０１􀅰s􀅰xt
i􀅰rand (７１)

文献[１３３]对Salp领导者位置进行更新,更新公式为:

xt
i＝F＋c[(ubi－lbi)⊕Levy(λ)＋lbi] (７２)

其中,c为收敛因子.

文献[１３４Ｇ１３５]中的算法利用 LF扩展解的多样性,改进

鸽子启发式算法中的地图和指南针算子:

xt＋１
i ＝xt

i＋s⊕(xt
i－xgbest)􀅰randn (７３)

文献[１３６]为避免Jaya算法陷入局部最优解,将LF纳入

种群迭代阶段,将LF应用于当前迭代的每个变量,计算形式

如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋０．０１×s×(xt
i－xgbest)×rand(size(xt

i))＋

rand×(xgbest－|xt
i|)－rand×(xworst－|xt

i|)

(７４)

文献[１３７]用LF随机游动代替蚁狮算法中的均匀分布

随机游动,提高了算法全局寻优的局部搜索能力.文献[１３８]

在蚁狮算法过程中新增并行的 LF搜索策略,然后将其与原

算法生成的解进行对比,以选择更合适的解.文献[１３９]用

LF代替原算法中的随机游走机制.文献[１４０]提出的文化算

法是一种超启发算法,其明确利用信念空间中的知识作为指

导改进搜索的重要组成部分,并将 LF搜索的模糊系统作为

一个新的组成部分.改进后的方法用于指导个体在搜索空间

的开发,步长自适应改变且符合Lévy分布:

τ(g)＝０．００１８×Levy(λ)×CLC (７５)

xt＋１
i ＝xt

i＋τ(g)×rand (７６)

其中,CLC是文化学习的组成部分.文献[１４１]提出了一种

基于LF的多宇宙优化算法,通过 LF对黑洞/白洞进行远距

离改造,该算法将在更广阔的宇宙跳出局部最优,改造的计算

式如下:

xt＋１
i ＝

xt
i＋TDR×((ubi－lbi)×Levy(λ)＋lbi),

rand＜H

xt
i－TDR×((ubi－lbi)×Levy(λ)＋lbi),

rand≥H

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７７)

其中,TDR是动态参数;H 是极限值,取０．５.

动物迁徙优化算法是动物从一个地方迁徙到另一个地方

寻找食物和安全栖息地的过程,主要分为迁移阶段和动物数

量更新阶段.文献[１４２]提出了用 LF策略改进动物迁徙优

化算法.一般情况下,LF产生的步长很大,导致解出了边界,

故使用一个乘法器０．０００１来减小步长.全局搜索算法还使

用了社会学习组件SLC,全局搜索算法的更新公式如下:

xt＋１
i ＝xt

j＋rand×(xgbest－xt
i)＋０．０００１×s×

SLC×(xt
k－xt

i) (７８)

文献[１４３]提出一种基于LF的回溯搜索算法,建立了一

种基于LF的信息共享机制,增强了种群多样性.信息共享

机制的计算式如下:
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vi＝

xi＋s􀅰(xold－xi), ０≤rand≤１/３

xi＋s􀅰(xj－xk), １/３＜rand≤２/３

xi＋rand􀅰(xgbest－xi), ２/３＜rand≤１
{ (７９)

其中,j和k是随机选择的１至 N 之间的数.式(７９)第一行

由历史人口生成,第２行由当前人口产生,第３行表示当前最

优个体引导产生新解.文献[１４４]针对乌鸦搜索算法中每个

个体的位置根据两种行为进行调整,用感知概率决定乌鸦进

行追击还是选择逃避,并引入了LF的位置更新方式:

xt＋１
i ＝xt

i＋０．０１－s⊕(xt
i－xgbest) (８０)

文献[１４５]指出 LF适合于远离全局最优值的乌鸦个体,

具有较强的开发能力.其通过选择性因子判断是否使用 LF
方法,对远离全局最优个体进行邻域搜索,以提高算法的局部

开发能力,具体更新方式如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋Levy(D)．∗xt
i (８１)

文献[１４６]用LF策略代替鸟群算法中的随机行走策略:

xt＋１
i ＝xt

i＋(xt
j－xt

k)∗s∗rand (８２)

文献[１４７]利用LF改进鸟群算法的初始化操作,保证了

初始种群的多样性:

xi＝lb＋(ub－lb)×α×s (８３)

文献[１４８]在入侵杂草优化算法中利用 LF机制作为空

间搜索过程中的全局搜索算子,使用该算子的更新方法如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋N(０,σ２
t)＋s􀅰rand (８４)

文献[１４９]用LF策略更新大象位置,便于象群优化算法

跳出局部最优,位置更新公式如下:

xt＋１
i ＝xt

i＋Levy(λ)＋α∗(xgbest－xt
i)∗rand (８５)

文献[１５０]提出一种新的经济调度算法,利用 LF策略丰

富更新过程,新的粒子位置计算式为:

xt＋１
i ＝rand􀅰Fi＋rand􀅰kv􀅰vi＋０．０１􀅰

s􀅰(xgbest－xt
i)＋xt

i (８６)

其中,Fi 表示第i个粒子的力矢量,kv 为线性下降函数.文

献[１５１]在自私兽群优化算法中加入 LF策略,提高了其全局

搜索能力和精度.当兽群受到捕食者的攻击时,领导者以一

定概率命令兽群进行LF操作,使得兽群得到分散,避免了巨

大的损失.在领导者更新过程中加入 LF操作,可以更好地

模拟被捕食者攻击时兽群的逃逸状态.领导者的位置更新方

式如下:

xt＋１
i ＝

xt
i＋rand(size(D))⊕(０．０１􀅰s􀅰(xt

i－xgbest)),

ϑ＜０．５

xt
i＋ck, ϑ≥０．５

{
(８７)

其中,ϑ在[０,１]之间,ck 是执行算法原来的位置更新操作.

涡流搜索算法的灵感来自于由搅拌流体的涡流形成的涡

流模式.文献[１５２]用LF结合混沌理论改进涡流搜索算法,

其用LF策略求圆心,因为LF在不确定环境下能够最大限度

地提高资源搜索过程的效率.求圆心的方式如下:

xt
i＝xgbest＋０．０１×s×(xgbest－xt

j)×rand (８８)

文献[１５３]改进了细菌觅食算法,每个细菌移动的长度由

LF决定.迭代开始时,较大的步长搜索效率高,到了迭代后

期,较小的步长可以对解进行微调.改进的细菌趋化运动方

式为:

L＝ω
t ∗|s| (８９)

其中,ω控制步长的权重.该算法采用全局最优解来指导细

菌的运动:

xt＋１
i ＝xt

i＋(xgbest－xt
i)∗L∗Δ′(i) (９０)

其中,Δ′是改进的翻滚方向,每个细菌随机选择一个维度翻

滚,以减小不同维度之间的相互干扰.文献[１５４]在原子搜索

算法中用LF更新原子的速度方程:

vt＋１
i ＝ω∗rand∗vt

i．∗０．０１×s×(xt
i－xgbest)＋

rand(gt
i－xt

i)＋ai (９１)

其中,ai 为原子的加速度,gt
i 为相邻原子的最佳位置.

５　讨论

５．１　LF的性能

近十年来,LF被应用于上述智能优化算法中,对原算法

所起的作用主要是增强搜索能力、避免局部最优、加快收敛速

度、增加种群多样性.Lévy分布是一种稳定的分布,具有无

限均值且方差具有发散特性,因此可能发生较大距离的跳跃.

LF飞行模式的特点就是有许多的小步长和偶尔的大步长,如

图５所示.它能够在全局优化问题中有效搜索空间中的远处

区域,并且有助于算法避免陷入局部最优值.例如,在人工蜂

群算法中,如果步长较大,则当前解与随机选择的解差异较

大,跳过最优解的可能性也较大;如果步长很小,算法的收敛

速度会显著降低,容易陷入局部最优.因此,使用 LF作为随

机游动策略提高了算法的勘探开发能力.将 LF策略应用于

算法以增强局部搜索能力时,步长可能不匹配.若原始的 LF
步长太大,则可能在域外或边界上产生新的解.由前文可知,

LF的有效性很大程度上取决于步长分布参数的正确选择.

研究过程中常选用乘法器来减小步长,保证 LF策略的搜索

性能,通常乘法器选择０．０１,０．００１.

在缺乏食物源位置先验知识的情况下,LF运动是非破坏

性觅食中搜索者的最优搜索策略[１８].LF策略经常用来替换

原始算法中的均匀分布、高斯分布.与高斯分布相比,LF使

改进算法的迭代次数更少,算法的收敛速度更快.在事先没

有可用资源信息的情况下,基于 LF的算法能够得到更好的

结果.假设一个D 维空间,该空间特征的长度为L,精度为

ε,那么高斯随机游动所需的最大迭代次数为[１８]:

Nmax≈L２

ε２D
(９２)

如果使用LF代替高斯随机游动,那么所需的最大迭代

次数为:

N′max≈ L２

ε２D( )
１/(３－β)

(９３)

假设L＝１０,D＝２０,ε＝１０－５,β＝１．５,那么 Nmax≈５∗

１０１０,N′max≈１．４∗１０７.由此可见,在智能优化算法中引入LF
后收敛速度更快.

LF的一个重要参数是β
[１５５],在Lévy分布中,β是控制分

布形状的参数.由LF轨迹可知,β值越小,飞行跳跃的距离

就越大,那么搜索空间的能力就越强,而β值越大,则越能增

强算法的开发能力.通过研究发现,LF在未知空间内获得最

大搜索效率时β＝１．５[１５６].因此,第４节所述的大部分文献
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是这样取值的;有部分文献根据改进效果对β的取值进行了

研究,最终选取合适的值;还有一部分文献随机选择β的取

值,以增加多样性.因此,使用 LF改进智能优化算法时,可

以根据需要来改变β值,比如若需要增强开发能力,则可以取

较大的β值.

(a)１００steps(β＝０．８) (b)１００steps(β＝１．５)

(c)１０００steps(β＝１．５)

图５　二维平面下LF的运动轨迹 (从原点开始)

Fig．５　MotiontraceofLFintwoＧdimensionalplaneLF
(Startingfromtheorigin)

５．２　混合其他策略

根据第４节可以看出,LF经常与其他策略结合(如混沌

理论、正弦余弦方法、精英策略、对立学习理论等),以共同提

升智能优化算法的性能.目前,结合最多的是混沌理论和精

英策略,并且取得了较好的效果.

混沌映射是一个传递函数,在初始条件下产生一个不可

预测的有界随机数序列,具有随机性、遍历性和规律性特征.

混沌理论对解空间进行搜索,以提高算法的优化性能.混沌

理论经常被用于算法的初始化阶段,以提高种群个体的多样

性.文献[８２]将带有混沌映射的 LF策略用于雇佣蜂阶段,

避免搜索过程陷入局部最优,同时最大限度地提高了解空间

内的搜索效率.文献[１３,９７]进行混沌初始化操作,以保证种

群的多样性和种群搜索过程的遍历性,而将 LF策略用于增

强算法的全局搜索能力.文献[１０８]同步结合 LF策略和混

沌局部搜索,以提升鲸鱼优化算法的搜索能力和收敛速度.

文献[８７]使用了基于LF的混沌序列cs ⊕Levy(λ)的邻域搜

索方法,有助于算法在区域内找到最优解.文献[１１０]也是用

带有LF的混沌序列生成新的解,以避免局部最优.文献

[１５２]用混沌映射代替高斯分布产生候选解,以提高算法的收

敛速度和开发能力,然后用LF策略求圆心,以进一步增强算

法的探索能力.

精英策略是在搜索更新的中间过程中保留出现的较优

解,以提高解的质量,防止更新时破坏优良个体的特性.因为

在智能优化算法中引入 LF策略通常会产生新的解,因此保

留较好的解是必要的.大部分智能优化算法都会用到该策

略,有些隐藏在如布谷鸟算法、人类心理搜索算法等算法的流

程中.简单的精英策略可以用式(９４)表示:

X(t＋１)＝
Xp(t＋１), F(Xp(t＋１))＞F(X(t＋１))

X(t), otherwise{
(９４)

其中,X(t＋１)表示下一迭代过程的个体参数,Xp(t＋１)表示

中间过程产生的解.若中间过程产生的解优于原来的解,则

替换解,否则保留原来的解到下一代,即保留较优解.

５．３　应用方法研究

LF引入智能优化算法的形式有很多种,并且其有规律可

循.本文以流程图的形式将其分成两类,即串联和并联,如

图６所示.应用方法如图７所示.串联形式的应用方法又可

以分为:更改原本公式、增加流程步骤.串联形式的思想是对

算法原本的某一机制进行更改或者剔除,亦或对所有解都应

用LF机制进行更新,以提升算法性能.根据前文的内容,更

改原本算法公式又可分为替换、相加、更改.替换就是用 LF
策略替换算法中的某种策略或某个系数,这是 LF策略应用

到算法中最显著的方法.由上文的分析可知,LF搜索策略优

于随机分布、高斯分布,因此很多文献用 LF策略替换其他随

机搜索策略.例如:文献[１２４]用 LF 替换随机游走;文献

[７９]用LF替换惯性系数;文献[１１１]用 Lévy分布替换随机

分布.相加就是直接在原算法的某个公式中加上α􀅰Levy
(λ),在原算法的机制上直接增加步长,以提升算法的全局搜

索能力.这种方法需要添加合适的步长控制参数,相关的文

献不多,具体更新方式如文献[７１]中的粒子速度更新公式、文

献[１４９]中的杂草个体位置更新方式、文献[１５０]中的象群位

置更新过程.更改表示引入 LF策略时,混合其他思想或方

法修改原算法中的策略,多种策略同时结合到某个机制来提

升算法的性能,有很大的发展空间.例如:文献[１１０]将 LF
策略和混沌理论相结合来产生新解;文献[８１]用 LF策略对

算法进行初始化;文献[１４]基于斑块概念和 LF策略初始化

蜜蜂种群,模拟自然界的真实情况.

并联形式的应用方法可以分成直接分类、条件选择、概率

选择.并联形式的改进思想是一部分个体使用原算法的机

制,另一部分个体使用 LF策略进行改进.直接分类是直接

将个体随机分为几类,某一类应用 LF策略进行改进,以随机

的形式选择部分个体利用 LF策略跳出局部最优.例如:文

献[７８]对一部分粒子采用LF机制来更新位置;文献[１１３]在

初始化阶段就将个体分成两个子种群,其中一个子种群用 LF
模型;文献[１３]将蜜蜂分成两部分,一部分围绕当前解进行

LF.条件选择就是根据条件的结果来判断个体是否应用 LF
策略来进行改进.根据个体的具体情况选择具体的策略,更

有利于提升算法的收敛速度和搜索能力.例如:文献[７２]通

过判断粒子多次迭代改善的次数来决定更新的策略;文献

[１２７]对适应度值较差的个体采用 LF方法;文献[１０２]通过

判断‖A‖２ 的值来选择位置更新方式,若‖A‖２＞１,则使用

LF位置更新,否则使用正余弦算子位置更新.概率选择就是

根据随机概率来判断个体是否应用 LF策略来进行改进,也

是以随机的形式判断个体,但是每个个体都有可能进行 LF
策略.例如:文献[７５]通过判断随机数是否大于０．８来决定

是否更新LF策略;文献[１２１]通过判断随机数小于α决定用

LF策略更新位置.
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图６　分类方式

Fig．６　Classificationmethod

图７　应用方法

Fig．７　Applicationmethod

结束语　本文首先介绍了 LévyFlight在各学科的发展

情况,以及相关变体的理论和应用,然后总结分析了近十年将

LF策略应用到智能优化算法的研究.本文仍有以下不足和

局限性:
(１)LF理论的根本性和实质性仍未完全得到解释,有很

多相关理论只是假设,无法解释其现象.
(２)本文分析了LF应用到智能优化算法的方法,但是目

前针对如何将某种策略应用到算法中的理论研究较少,本文

提出的方法流程可能还不够准确.
(３)本文未对文献中提及的应用算法进行仿真实验,仅参

考文献提及的部分.
(４)本文没有研究LF策略与其他策略混合的理论分析.
(５)目前几乎没有将 LF变体应用到智能优化算法的研

究,无法分析其更具体的性能.
(６)文中对LF应用的研究只涉及近十年的文献.

未来仍有很多方面待进一步研究,具体的工作包括:
(１)各学科深度合作,完善 LF理论.未来仍需大量的研

究来得出令人信服的结论.
(２)维持多学科之间的合作,激发更多的灵感.数学、物

理学、生物学的知识可以应用到计算机科学等学科领域,当然

其他学科的发现研究也可以用来解释大自然的现象规律.
(３)加强对LF变体的研究和应用,将其合理应用在智能

优化算法中.
(４)对LF进行改进.将 LF应用到智能优化算法时,一

方面可以对其本身进行改进,可以对 LF的步态分布进行调

整,也可以对其增加自适应调整步长参数;另一方面,可以增

加其他策略结合LF的研究,充分发挥LF的优势.
(５)借助本文提出的LF策略应用方法,未来可系统研究

探讨更为标准的应用方法.本文分析了 LF策略以何种形式

应用到算法中.未来可以通过其他改进策略应用的方式总结

更加准确的应用方法.
(６)LF可以有效探索搜索空间,未来可以用到更多的学

科和领域中,本文的目的也在于激发学者将其用于其他领域

的兴趣.
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