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摘　要　分形维数及多重分形是分形理论的重要研究内容.复杂网络的多重分形已经得到了较为深入的研究,但对复杂网络

多重分形的度量目前并没有可行的方法.带权图是复杂网络研究的重要对象,其中的节点权重及边权重可以为正实数、负实

数、纯虚数及复数等多种不同的类型.除节点权重及边权重均为正实数的情形外,其他类型的带权图都具有多重分形特性,且

均具有无穷多个复数形式的网络维数.通过对带权图多重分形的研究,文中给出了１５种具有多重分形特性的带权图多重分形

维数的模所构成的集合,并采用集合的势对带权图的多重分形特性进行度量.研究表明,１５种带权图多重分形维数的 模 所 构

成的集合均是可数集,其中有２种集合是２重集合,另外１３种 集 合 是 通 常 意 义 上 的 集 合,而 且 所 有 的 集 合 均 是 等 势 的,

其势均为 ０.
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Abstract　FractaldimensionandmultiＧfractalareimportantresearchcontentsoffractaltheory．ThemultiＧfractalofcomplexnetＧ

workshasbeenstudiedindepth,whilethereisnofeasiblemethodtomeasurethemultiＧfractalofcomplexnetworks．Weighted

graphisanimportantresearchobjectofcomplexnetwork．Bothnodeweightandedgeweightinweightedgraphscanbepositive

realnumber,negativerealnumber,pureimaginarynumberandcomplexnumber,andsoon．Amongalltypesofweightedgraphs,

excepttheweightedgraphswithbothnodeweightandedgeweightbeingpositiverealnumbers,othertypesofweightedgraphs

sharemultiＧfractalsandappend withinfinitycomplexnetworkdimensions．ThroughthestudyofmultiＧfractalsofweighted

graphs,thispaperpresentsmodulusofinfinitycomplexnetworkdimensionsofall１５weightedgraphsthatsharemultiＧfractal,

andmeasuresmultiＧfractalofthembycardinalityofsetsobtainedfrommodulusofinfinitycomplexnetworkdimensionsofthem．

ItshowsthatallsetsobtainedfrommodulusofinfinitycomplexnetworkdimensionsofweightedgraphssharemultiＧfractalare

countablesets,while２aremultisets,andtheother１３areordinarysets．Moreover,allsets,regardlessofmultisetsorordinary

sets,areequipotentwithcardinalityof ０．
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１　引言

复杂网络是以图论作为研究基础的.图将复杂系统中的

各个实体抽象为节点,并将各个实体之间的关联抽象为节点

与节点之间的连接,即边,从而可以较为简洁地刻画复杂系统

的各项特性.图论起源于１８世纪欧拉对哥尼斯堡七桥问题

的研究,现代意义上的复杂网络的研究则起源于 Erdos及

Renyi两位科学家对随机图模型的研究[１].随后,一系列不

同的复杂网络模型相继被提出[２Ｇ４].

在对真实系统所抽象出的复杂网络的研究中,人们发现,

小世界[２Ｇ３]、无标度[４]、自相似[５]是复杂网络的三大特性.复

杂网络的小世界特性及无标度特性目前已有较多的研究成



果,其理论及应用均较为成熟.但人们对复杂网络自相似特

性的研究并不深入,而复杂网络的自相似特性是目前复杂网

络研究的重点.从邻接矩阵及关联矩阵的视角出发对复杂网

络的自相似特性进行研究是一种可行的方法[６].

复杂网络自相似特性研究的重点是对其分形维数的研

究.网络维数是度量复杂网络自相似特性的可行方法,可视

为复杂网络的分形维数[７].网络维数可以应用于节点权重及

边权重为正实数、负实数、纯虚数及复数等多种不同类型的带

权图中.除节点权重及边权重均为正实数的带权图外,其他

类型的带权图均具有多重分形特性,且均具有无穷多个复数

形式的网络维数[８].复杂网络理论在社交网络及语义网络等

领域有着广阔的应用前景.目前对复杂网络多重分形的度量

并没有公认的可行方法,如何对带权图的多重分形特性进行

度量成为复杂网络的新研究热点.

针对具有无穷多个复数形式的多重分形维数的带权图,

本文提出采用多重分形维数的模所构成集合的势对带权图的

多重分形特性进行度量.本文的研究表明,尽管带权图的多

重分形维数各不相同,但所有带权图多重分形维数的模所构

成的集合均是可数集,其中包括２种２重集合及１３种通常意

义上的集合,而且所有的集合均是等势的,其势均为 ０.

２　预备知识

２．１　图与网络

一般情况下,图G可以表示为G＝(V,E),其中,V 表示

图G 的节点集,E 表示图G 的边集,且有E⊂V×V.|V|为

图G的节点数目,称为图的阶数.|E|为图G的边数目,称为

图的大小.在|V|及|E|均为有限的情况下,图G 称为有限

图;在|V|无限的情况下,图G称为无限图.文中只对有限图

进行研究.邻接矩阵及关联矩阵是描述图的两种较为便捷的

方法,下文将分别论述图的邻接矩阵及关联矩阵.

定义１[９]　对图G＝(V,E)来说,其邻接矩阵A(G)是一

个|V|×|V|阶的方阵,其中,若节点vi 与节点vj 直接相连,

则Aij＝１,否则,Aij＝０.

定义２[９]　对图G＝(V,E)来说,其关联矩阵C(G)是一

个|V|×|E|阶的矩阵,其中,若节点vi 是边ej 的一个端点,

vi∈ej,则Cij＝１,否则,Cij＝０.

定义３[９]　对图G＝(V,E)来说,其任一节点vi 的度是

指与节点vi 直接相连的节点的数目,即以节点vi 为端点的边

的数目,表述为d(vi).

邻接矩阵及关联矩阵与图均是一一对应的,一般情况下,

二者是等价的,可以进行相互转换.但通常邻接矩阵的规模

较关联矩阵小,并且邻接矩阵使用得较多.除邻接矩阵及关

联矩阵外,描述图的矩阵还包括度矩阵、Laplace矩阵、无符号

Laplace矩阵、标准化Laplace矩阵等.对于有向图及混合图

等其他类型的图,还有Skew 矩阵、Hermitian矩阵等更为复

杂的矩阵.但这些矩阵与图不一定一一对应或者过于复杂,

通常情况下使用得不是很多.

对通常意义上的图而言,图中的节点及边均是不带有权

重的,即权重非０即１,称为无权图.节点或边带有权重的图

称为带权图,且节点或边的权重可以为正实数、负实数、纯虚

数及复数等.对图的研究均是从无权图开始的,无权图是

图研究的基础.一些经典的图模型或网络模型均是无权

图,如 ER随机图模型[１]、WS/NW 网络模型[２Ｇ３]、BA 网络

模型[４]等.

２．２　分形与多重分形

分形理论是描述分形现象的重要工具.现有的研究表

明,分形现象在自然界中广泛存在,并且由分形理论衍生出了

分形几何、分形图案、分形设计等[１０].描述分形现象的重要

工具是分形维数,而分形维数有很多不同的计算方法.通用

的分形维数计算方法是 Hausdorff维数,其计算公式为[１１]:

d＝lim
ε→０

logN(ε)
log(ε－１) (１)

一般情况下,任一物体的 Hausdorff维数dimHX 与拓扑

维数dimtX 之间满足下式的大小关系[１２]:

dimtX≤dimHX (２)

对一些特殊图的 Hausdorff维数的研究是分形理论研究

的重要内容[１３].

采用式(１)计算的分形维数往往是分数,这也是分形得名

的一个重要原因,如 Koch雪花的分形维数为:

dKoch＝log３
log２＝log２３ (３)

实际情况中也存在整数分形维数形式的分形现象.

对于高维物体而言,在难以用式(１)计算其分形维数时,

可以先将其降到低维,计算低维物体的分形维数,再根据余维

相加定律[１４],还原得到原始物体的分形维数[１５].如计算三

维空间中 Menger海绵的分形维数FD３ 时,可以先将其投射

到一个二维的平面,计算所得到图像的分形维数FD２,再通

过式(４)得到 Menger海绵的分形维数:

FD３＝FD２＋１ (４)

对于该问题,也可将其投射到一个一维的直线,计算所得

线的分形维数FD１,再通过式(５)得到 Menger海绵的分形

维数:

FD３＝FD１＋２ (５)

在对分形理论的深入研究中,研究人员发现采用一个点

状的分形维数并不能全面刻画分形物体的各项特性,因此,其

尝试采用多个不同的分形维数对分形现象进行描述,这就是

多重分形[１６].双分形是最简单的多重分形[１７].双分形及多

分形等其他多种形态的分形理论大大拓展了经典分形理论的

研究应用领域[１８].在具体的研究应用中,也存在无穷多个分

形维数的情形.多重分形理论是分形理论研究的前沿,目前

尚没有严格的定义.对多重分形的研究是分形理论研究的重

要内容.

２．３　带权图的多重分形

分形现象在复杂网络中是广泛存在的[１９Ｇ２０].由于带权

图不同于传统意义上的物体,对带权图的分形维数进行研究
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不便于直接应用式(１)进行计算.网络维数是一种度量带权

图分形维数的可行方法,表述为带权图中所有边权重和的对

数值与所有节点权重和的对数值的比值[７],如式(６)所示:

ND(G)＝ １
log∑

v∈V
　f(v)log∑

e∈E
f(e) (６)

其中,f(e)和f(v)分别表示图G中边e与节点v的权重.

对于节点权重及边权重均为正实数的带权图而言,可以

直接使用式(６)计算带权图的分形维数,而对于节点权重及边

权重为负实数、纯虚数及复数形式的带权图,则需要先采用欧

拉公式进行变换,再计算带权图的分形维数.欧拉公式表示

如下:

eix＝cosx＋isinx (７)

式(７)所示的欧拉公式实际上是一个多值周期函数,需要

在多个周期内对其进行分析研究,这将导致得到的分形维数

计算结果不唯一,这其实就是带权图的多重分形.本文的研

究表明,在节点权重及边权重为正实数、负实数、纯虚数、复数

等１６种情形中,除节点权重及边权重均为正实数的情形之

外,其他１５种情形均具有多重分形特性,而且都有无穷多个

分形维数[８].

３　带权图的多重分形维数

对于１６种不同权重形式的带权图而言,有１５种带权图

有无穷多个分形维数,即具有多重分形特性.在这些不同类

型的带权图中,３种带权图的分形维数分布在一条直线上,３
种带权图的分形维数分布在一个圆上,９种带权图的分形维

数分布在整个复平面.

分布在直线或圆上的６种线状分布的带权图多重分形维

数统计如表１所列.

表１　６种线状分布的带权图多重分形维数统计

Table１　StatisticsofmultiＧfractaldimensionsbylineardistributionof６weightedgraphs

No． NodeWeight EdgeWeight MultiＧFractalDimension

１ f(v) －f(e)
１

ln∑
v∈V

　f(v)[ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２m＋１)],m∈Z (８)

２ f(v) if(e)
１

ln∑
v∈V

　f(v)[ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２m＋ １
２

)],m∈Z (９)

３ f(v) (a＋bi)f(e)
１

ln∑
v∈V

　f(v)[ln a２＋b２ ∑
e∈E

　f(e)＋i(２mπ＋tan－１ b
a

)],m∈Z (１０)

４ －f(v) f(e)
ln∑

e∈E
　f(e)

(２m＋１)２π２＋ln２ ∑
v∈V

　f(v)
[ln∑

v∈V
　f(v)－iπ(２m＋１)],m∈Z (１１)

５ if(v) f(e)
ln∑

e∈E
　f(e)

(２m＋ １
２

)２π２＋ln２ ∑
v∈V

　f(v)
[ln∑

v∈V
　f(v)－iπ(２m＋ １

２
)],m∈Z (１２)

６ (a＋bi)f(v) f(e)
ln∑

e∈E
　f(e)

(tan－１ b
a ＋２mπ)２＋ln２ a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)

[ln a２＋b２ ∑
v∈V

　f(v)－i(tan－１ b
a ＋２mπ)],m∈Z (１３)

　　对于９种分形维数分布在整个复平面上的带权图而言,

其分形维数可以视为圆系与直线系的交点,可以通过参数方

程的形式对这些带权图的多重分形维数进行表述.我们分别

对节点权重为负实数、纯虚数及复数形式的带权图的多重分

形维数进行了分析.由于前文已经分析了边权重为正实数的

带权图的分形维数,这里只对边权重为负实数、纯虚数及复数

形式的带权图的分形维数进行分析.表２－表４分别是节点

权重为负实数、纯虚数以及复数形式的带权图多重分形维数
统计表.在表２－ 表 ４中,n∈Z,而且在表 ２中,θ＝tan－１

１
(２m＋１)πln∑

v∈V
　f(v)(m∈Z),在表３中,θ＝tan－１ １

(２m＋１
２

)π

ln∑
v∈V

　f(v)(m∈Z),在 表 ４ 中,θ＝tan－１ １

２mπ＋tan－１b
a

ln

a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)(m∈Z).

表２　３种节点权重为负实数的带权图多重分形维数统计

Table２　StatisticsofmultiＧfractaldimensionsof３weightedgraphswithnodeweightbeingnegativerealnumber

No． EdgeWeight MultiＧFractalDimension

１ －f(e) ２zln∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋１)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋１)２π２(cosθ＋isinθ) (１４)

２ if(e) ２zln ∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋ １
２

)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋ １
２

)２π２(cosθ＋isinθ) (１５)

３ (a＋bi)f(e) ２zln∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　 a２＋b２f(e)＋i(２nπ＋tan－１ b
a

)＋ ln２ ∑
e∈E

　 a２＋b２f(e)＋(２nπ＋tan－１ b
a

)２(cosθ＋isinθ) (１６)
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表３　３种节点权重为纯虚数的带权图多重分形维数统计

Table３　StatisticsofmultiＧfractaldimensionsof３weightedgraphswithnodeweightbeingpureimaginarynumber

No． EdgeWeight MultiＧFractalDimension

１ －f(e) ２zln∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋１)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋１)２π２(cosθ＋isinθ) (１７)

２ if(e) ２zln∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋ １
２

)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋ １
２

)２π２(cosθ＋isinθ) (１８)

３ (a＋bi)f(e) ２zln∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

a２＋b２f(e)＋i(２nπ＋tan－１ b
a

)＋ ln２ ∑
e∈E

a２＋b２f(e)＋(２nπ＋tan－１ b
a

)２(cosθ＋isinθ) (１９)

表４　３种节点权重为复数的带权图多重分形维数统计

Table４　StatisticsofmultiＧfractaldimensionsof３weightedgraphswithnodeweightbeingcomplexnumber

No． EdgeWeight MultiＧFractalDimension

１ －f(e) ２zln a２＋b２ ∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋１)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋１)２π２(cosθ＋isinθ) (２０)

２ if(e) ２zln a２＋b２ ∑
v∈V

　f(v)＝ln∑
e∈E

　f(e)＋iπ(２n＋ １
２

)＋ ln２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２n＋ １
２

)２π２(cosθ＋isinθ) (２１)

３ (a＋bi)f(e)
２zln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)＝ln a２＋b２ ∑

e∈E
　f(e)＋i(２nπ＋tan－１ b

a
)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E

　f(e)＋(２nπ＋tan－１ b
a

)２(cosθ＋isinθ)
(２２)

４　带权图的多重分形度量

４．１　线状分布的带权图多重分形度量

根据表１可以计算出节点权重为正实数、边权重为负实

数的带权图分形维数的模为:

MPN ＝fPN (m)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)| ln２∑

e∈E
　f(e)＋π２(２m＋１)２ (２３)

其中,m∈Z.

我们发现,fPN (m)＝fPN (－m－１),即∪{MPN }为２重集

合,则有∪{MPN }~１
２Z~Z,且有|∪{MPN }|＝ ０.

此外,

min{MPN }＝fPN (０)＝fPN (－１)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)| ln２∑

e∈E
　f(e)＋π２

同理,节点权重为正实数、边权重为纯虚数的带权图分形

维数的模为:

MPI＝fPI(m)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)| ln２∑

e∈E
　f(e)＋π２(２m＋１

２
)２ (２４)

其中,m∈Z.

则有∪{MPI}~Z,且有|∪{MPI}|＝ ０.

此外,

min{MPI}＝fPI(０)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)| ln２∑

e∈E
　f(e)＋１

４π２

同理,节点权重为正实数、边权重为复数的带权图分形维

数的模为:

MPC＝fPC(m)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２ (２５)

其中,m∈Z.

则有∪{MNP}~Z,且有:|∪{MNP}|＝ ０.

根据表１,可以计算出节点权重为负实数、边权重为正实

数的带权图分形维数的模为:

MNP ＝fNP(m)

＝ １
ln２ ∑

v∈V
　f(v)＋π２(２m＋１)２

|ln∑
e∈E
　f(e)| (２６)

其中,m∈Z.

可以发现,fNP (m)＝fNP (－m－１),即∪{MNP}为２重集

合,则有∪{MNP }~１
２Z~Z,且有|∪{MNP}|＝ ０.

此外,

max{MNP}＝fNP(０)＝fNP(－１)

＝ １
ln２∑

e∈E
　f(e)＋π２

|ln∑
v∈V
　f(v)|

对比式(２３)与式(２６)可以发 现,MPNMNP ＝１,且 min
{MPN }max{MNP}＝１,即二者互为倒数.这隐含着二者之间

存在内在的关联,即对于∪{MNP}中的任一元素,在∪{MNP}中均

存在其倒数,反之亦然.可以认为二者之间存在一一对应的

双射映射关系.

同理,节点权重为纯虚数、边权重为正实数的带权图分形

维数的模为:

MIP ＝fIP(m)
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＝ １

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋π２(２m＋１

２
)２

|ln∑
e∈E
　f(e)| (２７)

其中,m∈Z.

则有∪{MIP}~Z,且有|∪{MIP}|＝ ０.

此外,

max{MIP}＝fIP(０)＝ １

ln２∑
e∈E
　f(e)＋１

４π２

|ln∑
v∈V
　f(v)|

对比式 (２４)与 式 (２７)可 以 发 现,MPIMIP ＝１,且 min
{MPI}max{MIP}＝１,即二者互为倒数.这隐含着二者之间存

在内在的关联,即对于∪{MPI}中的任一元素,在∪{MIP}中均存

在其倒数,反之亦然.可以认为二者之间存在一一对应的双

射映射关系.

同理,节点权重为复数、边权重为正实数的带权图分形维

数的模为:

MCP ＝fCP(m)

＝ １

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(tan－１b

a ＋２mπ)２

|ln∑
e∈E
　f(e)|,m∈Z (２８)

则有∪{MCP}~Z,且有|∪{MCP}|＝ ０.

对比式(２５)与式(２８)可以发现,MPCMCP ＝１,即二者互

为倒数.这隐含着二者之间存在内在的关联,即对于∪{MPC}

中的任一元素,在∪{MCP}中均存在其倒数,反之亦然.可以认

为二者之间存在一一对应的双射映射关系.

至此,我们分析了多重分形维数呈线状分布的６种带权

图.可以看出,在这６种呈线状分布的带权图多重分形维数

中,３种分布在直线上的带权图多重分形维数分别与３种分

布在圆上的带权图多重分形维数之间存在一一对应的双射映

射关系.而且,这些带权图多重分形维数的模所构成的集合

均是可数集,其中,２种集合为２重集合,４种集合为通常意义

上的集合,这些集合均与整数集Z等势,其势均为 ０.

４．２　面状分布的带权图多重分形度量

对９种多重分形维数呈面状分布的带权图而言,它们的

分形维数可以视为直线系与圆系的交点,下面分别进行分析.

先对表２所列的节点权重为负实数的３种带权图的分形维数

进行分析.

表２中,节点权重为负实数、边权重为负实数的带权图的

分形维数的模为:

MNN ＝fNN (m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２cosθ]２＋[π(２n＋１)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２sinθ]２}１

２ (２９)

其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１)πln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

由于θ＝tan－１ １
(２m＋１)πln∑

v∈V
　f(v),m∈Z,则有:

sinθ＝ １
ln２ ∑

v∈V
　f(v)＋(２m＋１)２π２

ln∑
v∈V
　f(v)

cosθ＝ １
ln２ ∑

v∈V
　f(v)＋(２m＋１)２π２

(２m＋１)π

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,m∈Z

(３０)

将式(３０)代入式(２９),即得:

MNN ＝fNN (m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ ∑
v∈E
　f(e)＋π２(２n＋１)２＋

π
ln２∑

e∈E
f(e)＋(２n＋１)２π２

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１)２π２

[(２m＋１)

ln∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)ln∑

v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z

(３１)

则有∪{MNN }~Z×Z~Z,且有|∪{MNN }|＝ ０.

同理,节点权重为负实数、边权重为纯虚数的带权图的分

形维数的模为:

MNI＝fNI(m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２cosθ]２＋[π(２n＋ １

２
)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２sinθ]２}１

２ (３２)

其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１)πln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

将式(３０)代入式(３２),即得:

MNI＝fNI(m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２∑
e∈E
　f(e)＋π２(２n＋１

２
)２＋

π
ln２∑

e∈E
f(e)＋(２n＋１

２
)２π２

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１)２π２

[(２m ＋１)ln ∑
e∈E

f(e)＋(２n＋１
２

)ln∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (３３)

则有∪{MNI}~Z×Z~Z,且有|∪{MNI}|＝ ０.

同理,节点权重为负实数、边权重为复数的带权图的分形

维数的模为:

MNC＝fNC(m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E

a２＋b２f(e)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２cosθ]２＋

[(２nπ＋tan－１b
a

)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２sinθ]２}１

２

(３４)

０４１ ComputerScience 计算机科学 Vol．４８,No．３,Mar．２０２１



其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１)πln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

则有∪{MNC}~Z×Z~Z,且有|∪{MNC}|＝ ０.

将式(３０)代入式(３４),即得:

MNC＝fNC(m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１

b
a

)２＋
ln２ a２＋b２ ∑

e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２

ln２∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１)２π２

[(２m＋１)πln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(e)＋(２nπ＋tan－１

b
a

)ln∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (３５)

表３中,节点权重为纯虚数、边权重为负实数的带权图的

分形维数的模为:

MIN ＝fIN (m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２cosθ]２＋[π(２n＋１)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２sinθ]２}１

２ (３６)

其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１

２
)π
ln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

由于θ＝tan－１ １
(２m＋１

２
)π
ln∑

v∈V
　f(v),m∈Z,则有:

sinθ＝ １

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１

２
)２π２

ln∑
v∈V
　f(v)

cosθ＝ １

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１

２
)２π２

(２m＋１
２

)π

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３７)

其中,m∈Z.

将式(３７)代入式(３６),即得:

MIN ＝fIN (m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２∑
e∈E
　f(e)＋π２(２n＋１)２＋

π
ln２∑

e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１

２
)２π２

[(２m＋１
２

)

ln∑
e∈E

f(e)＋(２n＋１)ln∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z

(３８)

则有∪{MIN }~Z×Z~Z,且有|∪{MIN }|＝ ０.

同理,节点权重为纯虚数、边权重为纯虚数的带权图的分

形维数的模为:

MII＝fII(m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２cosθ]２＋[π(２n＋１

２
)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２sinθ]２}１

２ (３９)

其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１

２
)π
ln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

将式(３７)代入式(３９),即得:

MII＝fII(m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２∑
e∈E
　f(e)＋π２(２n＋１

２
)２＋

π
ln２∑

e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２

ln２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１

２
)２π２

[(２m＋１
２

)

ln∑
e∈E

f(e)＋(２n＋１
２

)ln∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (４０)

则有∪{MII}~Z×Z~Z,且有|∪{MII}|＝ ０.

同理,节点权重为纯虚数、边权重为复数的带权图的分形

维数的模为:

MIC＝fIC(m,n)

＝ １
２|ln∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E

a２＋b２f(e)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２

cosθ]２＋[(２nπ＋tan－１b
a

)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２sinθ]２}１

２

(４１)

其中,θ＝tan－１ １
(２m＋１

２
)π
ln∑

v∈V
　f(v),m,n∈Z.

将式(３７)代入式(４１),即得:

MIC＝fIC(m,n)

＝ １
|ln∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１

b
a

)２＋
ln２ a２＋b２ ∑

e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２

ln２∑
v∈V
　f(v)＋(２m＋１

２
)２π２

[(２m＋１
２

)πln a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１

b
a

)ln∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (４２)

则有∪{MIC}~Z×Z~Z,且有|∪{MIC}|＝ ０.

表４中,节点权重为复数、边权重为负实数的带权图的分

形维数的模为:

MCN ＝fCN (m,n)

＝ １
２|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋
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ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２cosθ]２＋[π(２n＋１)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２sinθ]２}１

２ (４３)

其中,θ＝tan－１ １

２mπ＋tan－１b
a

ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v),m,n∈Z.

由于θ＝tan－１ １

２mπ＋tan－１b
a

ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v),m∈

Z,则有:

sinθ＝ １

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２

ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)

cosθ＝ １

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２

(２mπ＋tan－１b
a

)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

(４４)

其中,m∈Z.

将式(４４)代入式(４３),即得:

MCN ＝fCN (m,n)

＝ １
|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１)２π２

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２

[ln∑
e∈E
　f(e)(２mπ＋tan－１b

a
)＋

(２n＋１)πln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z

(４５)

则有∪{MCN }~Z×Z~Z,且有|∪{MCN }|＝ ０.

同理,节点权重为复数、边权重为纯虚数的带权图的分形

维数的模为:

MCI＝fCI(m,n)

＝ １
２|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E
　f(e)＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２cosθ]２＋

[π(２n＋１
２

)＋ ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２

sinθ]２}１
２ (４６)

其中,θ＝tan－１ １

２mπ＋tan－１b
a

ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v),m,n∈Z.

将式(４４)代入式(４６),即得:

MCI＝fCI(m,n)

＝ １
|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋ １

２
)２π２＋

ln２∑
e∈E
　f(e)＋(２n＋１

２
)２π２

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２

[ln∑
e∈E
　f(e)(２mπ＋tan－１b

a
)＋(２n＋１

２
)

πln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (４７)

则有∪{MCI}~Z×Z~Z,且有|∪{MCI}|＝ ０.

同理,节点权重为复数、边权重为复数的带权图的分形维

数的模为:

MCC＝fCC(m,n)

＝ １
２|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{[ln∑
e∈E

a２＋b２f(e)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２cosθ]２＋

[(２nπ＋tan－１b
a

)＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２sinθ]２}１

２

(４８)

其中,θ＝tan－１ １

２mπ＋tan－１b
a

ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v),m,n∈Z.

将式(４４)代入式(４８),即得:

MCC＝fCC(m,n)

＝ １
|ln a２＋b２ ∑

v∈V
　f(v)|

{ln２ a２＋b２ ∑
e∈E

　f(e)＋

(２nπ＋tan－１b
a

)２＋

ln２ a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋tan－１b

a
)２

ln２ a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)＋(２mπ＋tan－１b

a
)２

[(２mπ＋tan－１b
a

)ln a２＋b２ ∑
e∈E
　f(e)＋(２nπ＋

tan－１b
a

)ln a２＋b２ ∑
v∈V
　f(v)]}１

２ ,m,n∈Z (４９)

则有∪{MCC}~Z×Z~Z,且有|∪{MCC}|＝ ０.

至此,我们分析了多重分形维数呈面状分布的节点权重

分别为负实数、纯虚数及复数的９种带权图.可以看出,这些

带权图多重分形维数的模所构成的集合中,所有的９种集合

均为可数集,而且均与整数集Z等势,其势均为 ０.

可以发现,采用多重分形维数的模的集合对具有无穷多

个复数形式的带权图的多重分形维数进行度量是可行的,而

且所得到的集合均是可数集,其中,２种集合为２重集合,１３

种集合为通常意义上的集合,这些集合均与整数集Z 等势,

其势为 ０.

结束语　复杂网络的自相似特性是复杂网络的重要特性

之一,对复杂网络自相似特性的研究是复杂网络研究的重要

内容,网络维数是度量复杂网络自相似特性的可行方法.针
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对带权图的多重分形特性,本文采用将带权图的无穷多个复

数形式的分形维数的模所构成的集合的势对带权图的多重分

形特性进行度量.我们发现,尽管带权图的分形维数各不相

同,但１５种具有多重分形特性的带权图的分形维数的模构成

的集合均是可数集,其中２种集合为２重集合,１３种集合为

通常意义上的集合,所有的集合均与整数集Z 等势,其势均

为 ０.后续研究的重点在于深入分析不同类型带权图的多

重分形维数之间的内在关联,并探讨多重分形度量在相关领

域的研究与应用.
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