
http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２００１０００４６

到稿日期:２０２０Ｇ０１Ｇ０７　返修日期:２０２０Ｇ０５Ｇ２０　　本文已加入开放科学计划(OSID),请扫描上方二维码获取补充信息.

基金项目:国家自然科学基金(６１７０３２９９);国家重点研发计划资助(２０１８YFB１４０４５００)

Thiswork wassupportedbythe NationalNaturalScienceFoundationofChina(６１７０３２９９)and NationalKey R&D Program ofChina
(２０１８YFB１４０４５００)．
通信作者:陈泽华(zehuachen＠１６３．com)

基于等价关系的最小乐观概念格生成算法

温　馨１ 闫心怡２ 陈泽华１

１太原理工大学大数据学院　太原０３００２４
２太原理工大学电气与动力工程学院　太原０３００２４
　(wx２０１２６１０６＠１６３．com)

　
摘　要　决策信息系统的规则提取是数据挖掘的研究内容之一,概念格理论与粒计算理论是该领域研究的主要数学工具.文

中通过探究这两大理论间的关系,利用等价关系定义了最小乐观概念格及其结构,最小乐观概念区别于传统经典概念,但是具

有格的结构.在此基础上,提出了一种决策信息系统的规则提取算法,该算法引入了粒度思想,通过求取每一粒层中的最小乐

观概念,并根据最小乐观概念的外延与决策属性等价类间的蕴含关系进行决策规则提取,通过设置算法的终止条件来加快其收

敛速度,以达到针对决策信息系统知识约简的目的.最小乐观概念的定义比经典概念的定义更宽泛,其生成过程也更简单.最

后,通过理论证明、实例验证以及数值实验对比验证了该方法的正确性与优越性.
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Abstract　Ruleextractionofdecisioninformationsystemisanimportanttopicinthefieldofdatamining．Conceptlatticetheory
androughsettheoryareboththeoreticaltoolfordataanalysis．Thispaperexplorestherelationshipbetweenthesetwotheories,

andusestheequivalentrelationshiptodefinetheminimaloptimisticconceptlatticeanditsstructure．TheminimaloptimisticconＧ

ceptisdifferentfromthetraditionalclassicconcept,buthasalatticestructure,andaruleextractionalgorithmfordecisiontableis

proposed．Basedongranularcomputing,thealgorithmcomputestheconceptsineachlayerfromcoarsetofinegranularityspace,

andextractsdecisionrulesaccordingtotherelationshipbetweenminimaloptimisticconceptsanddecisionequivalenceclasses．In

ordertoachievethepurposeofknowledgereductionfordecisioninformationsystems,thealgorithmacceleratesitsconvergent

speedbysettingtheterminationconditions．Thedefinitionofminimaloptimisticconceptisbroaderthanclassicalconcept,andthe

generationalgorithmissimpler．Thecorrectnessandeffectivenessofthenewalgorithmareverifiedbytheoremprovingandcase

analysis．Finally,theexperimentalresultsbasedondifferentdatasetsdemonstratethattheproposedalgorithmismoreeffective

forruleextractioninmostcasesthanotheralgorithms．
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１　引言

信息系统是一种描述感兴趣对象相关定性与定量信息的

标准形式,常被作为数据分析工具与理论的标准输入,结果的

输出被称作知识,知识指一些基于信息的数学结构.知识的

表示与获取是人工智能领域的关键技术,其中规则挖掘是一

项重要的研究内容.粗糙集理论(RoughSetTheory,RST)[１]

是一种处理不确定信息以及进行数据处理的数学工具,很多

学者利用该理论进行数据分析[２Ｇ４].Meng等[２]针对异构不

完备信息系统的数据处理,提出了参数化公差粒化模型,并基

于此提出了基于分辨函数与启发式函数的优化规则集提取算

法;Junzo等[３]针对利用粗糙集方法获取的规则过多的问题,

提出了一种通过合并决策规则与减少条件属性的个数来降低

决策规则数量的方法,并利用该方法对时间序列数据进行分

析,从而获取预测知识.文献[４]通过定义粒关系矩阵,寻找

矩阵中的“０”元素,来实现在不同粒度下获取决策信息系统规



则,该算法的正确识别率较高且规则泛化能力强,但算法的时

间复杂度和空间复杂度依然很高.

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)[５]是由

Wille于２０世纪８０年代提出的同样能够挖掘数据潜在信息

的工具.针对信息系统的知识获取问题,一些学者多年来致

力于此[６Ｇ８].Zhi等[６]提出了一种新的知识发现的粒度描述

方法并生成三支概念,通过对粒度更加简洁的描述挖掘出近

似决策规则,与当前已有方法相比,该算法只需要密切相关的

粒度描述,大大降低了挖掘近似决策规则的时间复杂度.由

于三支概念格相比传统概念格具有更加丰富的信息,因此

Wei等[７]利用这种特点,从三支概念格出发提出了基于决策

形式背景的规则提取方法,并与传统概念格进行规则提取的

算法进行了对比.Li等[８]提出了一种从决策形式背景生成

概念,进而推导无冗余规则的算法,该算法在一定程度上降低

了算法的复杂度,在某些情况下,获取的决策规则仍然存在冗

余属性.同时,针对不完备决策信息系统的研究也较多[９Ｇ１０].

而本文基于完备决策信息系统利用等价关系定义了最小乐观

概念格及其结构.最小乐观概念有别于传统形式概念,其生

成过程更加简单,同时也可推广到不完备信息系统的规则提

取中.

FCA与 RST理论虽在数据处理的方法与方式上存在差

异,但由于它们的研究目标相同,因此在某种意义上具有一定

的共性.José等[１１]利用FCA,RST以及它们的泛化理论,针

对属性约简问题,结合 RST中的约简思想,提出了一种模糊

FCA中属性约简的新方法,并对其主要性质进行了研究.这

种方法使得两种理论间的关系更加密切.Xiao等[１２]在形式

背景中定义了基于格论算子的逼近概念,并讨论了它们的性

质,同时为了弥补已有的两种生成近似概念方法的不足,提出

了基于集论算子的近似方法,该研究有助于进一步理解粗糙

集理论和形式概念分析在数据分析中的应用.Li等[１３]比较

了通过FCA和 RST两种理论进行规则提取的过程,用两种

规则提取的算法比较了两种方式之间的异同,并对两种理论

的发展进行了展望,但是其没有探讨两种理论之间的对应关

系.Zhu等[１４]同时将FCA和 RST理论用于决策表的多知识

获取,提出了一种新的知识获取算法,该算法降低了传统概念

格规则提取算法的复杂度.

本文通过分析 FCA 与 RST两者之间的联系,构造出了

最小乐观概念格,并据此提出了基于决策信息系统的规则提

取算法.该算法的主要任务是依据选取的最小乐观概念,探

究其外延与决策属性等价类间的蕴含关系,最终实现决策规

则的提取.最小乐观概念提出的意义在于其简化了传统求取

形式概念的计算复杂性,并且省去了决策规则中去除冗余属

性的过程.

２　基本知识

本节将介绍本文主要用到的FCA和 RST的基本概念.

２．１　概念格

定义１[５]　形式背景可以用一个三元组T＝{U,A,V,f}

来表示,其中U 表示非空有限对象集,称为论域;A 表示非空

有限属性集;I满足I⊆U×A,表示形式背景的一种二元关

系,(u,a)∈I(其中,u∈U,a∈A)表示对象u拥有属性a,(u,

a)∉I表示u没有属性a.

在形式背景T＝{U,A,V,f}中,令２U 和２A 分别为对象

集U 和属性集A 的幂集.对于任意对象集合P(P⊆U)和任

意属性集合Q(Q⊆A),Wille定义了两个映射P↑ :２U →２A 和

Q↓ :２A→２U [５]:

P↑ ＝{a∈A|∀u∈P,uIa} (１)

Q↓ ＝{u∈A|∀a∈Q,uIa} (２)

易知,(↑ ,↓ )为２U 和２A 之间的伽罗瓦(Galois)连接[８].

定义２[５]　三元组T＝{U,A,I}为一个形式背景,令P⊆

U,Q⊆A,若P↑ ＝Q 且Q↓ ＝P,则称二元组(P,Q)为一个形

式概念,其中P 被称为这个概念的外延,Q 被称为这个概念

的内涵.

为了方便叙述,将形式背景T 下的所有概念存入Ψ(T)

中.记Ψ(T)中的两个概念为(P１,Q１),(P２,Q２),若满足条

件P１⊆P２(或Q１⊆Q２),则称概念(P１,Q１)是(P２,Q２)的子概

念,概念(P２,Q２)是(P１,Q１)的父概念.

２．２　等价类

定义３[１]　决策信息系统可以用一个四元组T＝{U,A,

V,f}来表示,其中U 为对象集,A 表示属性集,其中A＝C∪
D,且C∩D＝Ø,同时C为非空有限条件属性集,D 为非空有

限决策属性集.V 为全部属性A 的值域;f:U×A→V 是信

息函数,它指定U 中每个对象的属性值.对于任意的属性集

合B⊆A,一种不可分辨关系被定义为RB＝{(x,y)∈U×U|

f(x,a)＝f(y,a),∀a∈B},而U/RB＝{[x]B|x∈U}(可表示

为U/B)则可以表示为U 关于RB 的划分.其中,[x]B＝{y∈
U|(x,y)∈RB},表示论域对象x在属性B 下的等价类.

定义４[４]　在决策信息系统中,令１≤ω≤n,ω表征当前

系统的粒度,n为条件属性个数.这样的系统对应有n种粒

度,并且粒度ω越小,系统的知识粒度就越粗.

３　乐观概念与最小乐观概念

大量文献[１５Ｇ１６]表明,根据定义２的形式概念进行规则提

取是存在冗余的,其冗余体现在概念的内涵存在冗余属性,因

此本文在概念定义的基础上提出了最小概念.

定义５　形式背景T＝{U,A,I}中,对于集合P⊆U,Q⊆

A,满足P↑ ＝Q且Q↓ ＝P.若存在Q１⊆Q,满足Q↓
１ ⊆Q↓ ,且

不存在Q０⊆Q１ 满足Q↓
０ ⊆Q↓

１ ,则定义(P,Q１)为最小概念.

性质１　最小概念不是概念.

证明:由定义５可知P↑ ＝Q１,不满足定义２,因此最小概

念不是概念.

可以通过提取形式背景中的最小概念,来提取信息系统

的非冗余规则,从而在规则提取时简化冗余规则的判断过程,

降低算法的复杂度.

定义６　在决策信息系统 T＝{U,A,V,f}中,设集合

B⊆A,P⊆U,若将T 转化为形式背景,属性集B 需扩展的所

有属性值为{b１,b２,}.若存在B′⊆{b１,b２,}使得B′↓ ＝

P,则定义(P,B)为一个乐观概念,称P 为乐观概念的外延,B
为乐观概念的内涵.

定理１　在决策信息系统T＝{U,A,V,f}中,若U 关于
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属性子集B(B⊆A)产生的某一个等价类为Ui,则集合(Ui,

B)为一个乐观概念.

证明:１)设集合B中只有一个属性a,即B＝{a},且属性

a下有多个属性值{a１,a２,,ai,}.设由属性值ai 所产生

的等价类为Ui＝{x∈U|f(x,a)＝ai}.在决策信息系统转化

成的单值背景(U,A′,I)中,单个属性下满足f(x,a)＝ai⇒
(x,ai)∈I,而根据定义１得,a↓

i ＝{x∈U|(x,a)∈I}＝{x∈
U|f(x,a)＝ai}＝Ui,即存在ai∈{a１,a２,,ai,}使得

a↓
i ＝Ui,由定义５可知(Ui,B)为一个乐观概念.

２)设集合B中有两个属性a和b,即B＝{a,b},其中a＝
{a１,a２,},b＝{b１,b２,}.若有集合B′＝{ai,bk},则产生

等价类Ui＝{x∈U|f(x,a)＝ai∧f(x,b)＝bk}.在转化的单

值背景中,B′↓ ＝{x∈U|∀a∈B′,(x,a)∈I}＝{x∈U|(x,

ai)∈I∧(x,bk)∈I}＝Ui},因此(Ui,B)为一个乐观概念.

３)设集合B中有多个属性,即B＝{a,b,c,},可同样设

集合B′＝{ai,bk,cl,},与２)同理,可求得(Ui,B)同样为一

个乐观概念.

综上所述,无论集合B 中有多少属性,皆可得到(Ui,B)

为一个乐观概念,定理１得证.

决策信息系统中所有属性子集产生的关于论域的所有等

价类之间可能存在重复,由此便得到外延相同、内涵不同的多

个乐观概念.在这种情况下,本文定义了最小乐观概念以提

取不含冗余属性的最简规则.

定义７　在决策信息系统T＝{U,A,V,f}中,可设属性

集B(B⊆A)关于U 的任一个等价类为UB,若不存在B′⊆B
使得B′关于U 的等价类为UB′满足UB′＝UB,则称乐观概念

(UB,B)为最小乐观概念.

在相同的粒度下,任意给定两个属性子集为B１ 和B２,满
足|B１|＝|B２|,当B１ 和B２ 产生相同的乐观概念时,为了后

续提取规则,我们设第一个求得的乐观概念为最小乐观概念,

即(Ui,B)为最小乐观概念.

定理２　在决策信息系统T＝{U,A,V,f}中,由所有等

价类产生的最小乐观概念组成的集合BT 是一个完备格[５].

证明:从以下两部分进行证明.

１)BT 是一个格

对于任意两个乐观概念(U１,B１),(U２,B２),需证明(U１∪U１,

B２∩B２),(U１∩U１,B２∪B２)均为最小乐观概念.

由定理１可知,U１ 和U２ 分别为论域U 关于属性B１ 和

B２ 的一种等价类,则根据粗糙集的基础理论[２],U１∪U２ 和

U１∩U２ 分别为U 关于属性B１∩B２ 和B１∪B２ 的一种等价

类,由定理１以及(U１,B１)和(U２,B２)均为最小乐观概念可

知,上述两个乐观概念为最小乐观概念.BT是一个格得证.

２)BT 是完备的

对于任意两个乐观概念(U１,B１)和(U２,B２),根据定义可

知必满足(U１,B１)∪(U２,B２)＝(U１∪U２,B１∩B２)和(U１,

B１)∩(U２,B２)＝(U１∩U２,B１∪B２).因此,对于任意S个乐

观概念,必满足∪
S

i＝１
(Ui,Bi)＝(∪

S

i＝１
Ui,∩

S

i＝１
Bi)和∩

S

i＝１
(Ui,Bi)＝(∩

S

i＝１

Ui,∪
S

i＝１
Bi),故完备性成立.BT是完备的得证.

综上所述,可知BT 是一个完备格.

４　规则提取算法

４．１　算法描述

基于前文定义的最小乐观概念,本节针对决策信息系统,
提出了基于最小乐观概念格的决策信息系统最简规则提取算

法.基于最小乐观概念的决策信息系统规则提取算法如算法

１所示.
算法１　基于最小乐观概念的决策信息系统规则提取算法

输入:决策信息系统 T＝{U,A,V,f}

输出:所有最简规则rules

１．计算决策属性 D下所有等价类,初始化粒度ω＝１、已覆盖论域元素

Un＝Ø.

２．在当前粒度ω下计算属性子集B关于论域的等价类并生成乐观概

念,选取所有最小乐观概念.

３．对于任意的最小乐观概念(P,B),判断其外延是否为某个决策等价

类的子集.

４．若P为决策等价类Di的子集,即P⊆Di,则得到规则B→Di,并且将

规则存入rules,并更新 Un:Un:＝Un∪P.

５．若P不包含于任何决策等价类,则转至步骤３,对下一乐观概念进

行判断,直至所有概念判断结束转至步骤６.

６．判断 Un是否等于 U,若相等,则转步骤８;否则,转步骤７.

７．若ω＜|C|,则ω＝ω＋１,返回步骤２继续计算;否则转步骤８.

８．输出rules中的逻辑规则.

４．２　实例解析

例１　表１列出了一个完备决策信息系统,其中论域为

U＝{x１,x２,,x８},条件属性集为C＝{a,b,c},决策属性集

为D＝{d}.

表１　决策信息系统

Table１　Decisioninformationsystem

U a b C d
１ ０ ０ ０ １
２ ０ ０ １ ０
３ ０ １ ２ １
４ ０ １ １ １
５ １ ０ ２ ０
６ １ ０ １ １

首先需求得决策属性下所有等价类:U/d＝{{１,３,４,６},
{２,５}}.

在粒度ω＝１的情况下,求所有条件属性子集关于U 的

划分,可得到７个最小乐观概念,如表２所列.判断每个概念

的外延是否为决策等价类的子集,可知只有概念(３４,b１)和
(１,c０)满足条件,据此可得到两条决策规则:１)根据决策信息

系统中论域{３,４}在属性b下的取值,得到rule１＝{b＝１→
d＝１};２)由论域{１}在属性c下的取值得到rule１＝{c＝０→
d＝１}.此时,Un＝{３,４}∪{１}＝{１,３,４}≠U,需要继续

计算.
当ω＝２时,求得的所有最小乐观概念如表３所列.其中

加粗部分表示同一粒度下外延相同、内涵不同的最小乐观概

念,这些概念会重复提取决策信息系统的规则,在这种情况

下,只保留第一个生成的最小乐观概念,以保证格结构的最简

化(见定义７).因此,在该粒度下,可得到７个最小乐观概

念,判断每个概念的外延是否为决策等价类的子集,由结果可

知只有概念(５,a１c２)和(６,a１c１)满足条件,据此可得到两条决

策规则:１)根据决策信息系统中论域{５}在属性a和c下的
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取值,得到rule３＝{a＝１∧c＝２→d＝０};２)由论域{６}在属性

a和c下的取值得到rule４＝{a＝１∧c＝１→d＝１}.此时,

Un＝Un∪{５,６}＝{１,３,５,６}≠U,需要继续计算.

当ω＝３时,求得所有最小乐观概念如表４所列.在该粒

度下,可得到１个最小乐观概念(２,abc),可得规则rule５＝
{a＝０∧b＝０∧c＝１→d＝０},此时Un＝{１,２,３,４,５,６}＝U,

计算结束.最终,决策信息系统T 规则提取的结果为rule１~

rule５.图１给出了决策信息系统T 的最小乐观概念格结构.

表２　当ω＝１时最小乐观概念的计算过程

Table２　Computationprocessofminimaloptimisticconcepts

whenω＝１

粒度 等价类
较粗粒度下

已存在等价类

最小乐观

概念

１
U/a＝{{１,２,３,４},{５,６}}
U/b＝{{１,２,５,６},{３,４}}

U/c＝{{１},{２,４,６},{３,５}}

Ø
Ø
Ø

(１２３４,a０)(５６,a１)
(１２５６,b０)(３４,b１)

(１,c０)(２４６,c１),(３５,c２)

表３　当ω＝２时最小乐观概念的计算过程

Table３　Computationprocessofminimaloptimisticconcepts

whenω＝２

粒度 等价类
较粗粒度下

已存在等价类
最小乐观概念

２

U/ab＝{{１,２},{３,４},{５,６}} {３,４},{５,６} (１２,a０b０)

U/ac＝{{１},{２,４},{３},
{５},{６}}

{１}
(２４,a０c１),(３,a０c２),
(５,a１c２),(６,a１c１)

U/bc＝{{１},{２,６},{３},
{４},{５}}

{１}
(２６,b０c１),(３,b１c２),
(４,b１c１),(５,b０c２)

表４　当ω＝３时最小乐观概念的计算过程

Table４　Computationprocessofminimaloptimisticconcepts

whenω＝３

粒度 等价类
较粗粒度下

已存在等价类
最小乐观概念

３
U/abc＝{{１},{２},{３},

{４},{５},{６}}
{１},{２},{３},
{４},{５},{６}

(２,a０b０c１)

图１　最小乐观概念格结构

Fig．１　Minimaloptimisticconceptlatticestructure

５　实验与分析

５．１　实验测试

为了进一步验证本文算法的有效性,本文从 UCI数据集

中选取８组常用数集,如表５所列,用于测试比较本文算法、

文献[４]中的算法和文献[１５]中的算法的性能,并分别对比了

每组实验规则个数、平均规则长度、正确识别率、运行时间等

测试指标.图２－图５显示了实验结果和对比效果.

表５　测试数据集信息

Table５　Informationofdatasets

数据集 论域个数 条件属性个数 决策类个数

Wine １７８ １３ ３
Glass ２１４ ９ ７
Ecoli ３３６ ７ ８
Liver ３４５ ６ ２
Voting ４３５ １６ ３
Balance ６２５ ４ ５
German １０００ ２０ ２

car １７２８ ６ ４

图２　规则个数对比

Fig．２　Comparisonofnumberofrules

图３　平均规则长度对比

Fig．３　Comparisonoflengthofrules

图４　运行时间对比

Fig．４　Comparisonoftime

图５　识别率对比

Fig．５　Comparisonofrecognitionrate

首先,从规则个数来看,本文算法较文献[４]中的算法与

文献[１５]中的算法具有更少的规则数,其相应的规则长度也

更少;其次,如图５所示,从识别率角度观察,本文算法在多数

数据集上的表现良好,在部分数据集上,文献[４]中的算法略

胜一筹;最后,在运行时间方面,本文算法较文献[４]中的算

法、文献[１５]中的算法时间更短,由于文献[４]中的算法通过

计算粒矩阵与粒关系矩阵的方式来获取知识,因此其运行时

间更长,而本文算法求取最小乐观概念的过程,在本质上是对

各属性集等价类进行计算的过程,因此运行时间相对较短.
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综上所述,本文算法具有较少的规则和较高的识别率,说明该

算法更具有代表性.

５．２　算法复杂度分析

本文算法可分为两大步骤:１)计算决策信息系统中的所

有决策等价类以及各个粒度层下的最小乐观概念;２)对所生

成的最小乐观概念中的外延与决策等价类进行关系判断,进
而确定最简决策规则.算法１中的步骤１－步骤３为第一大

步,其核心在于求决策等价类及最小乐观概念,假设属性个数

为|C|、论域元素个数为|U|,在粒度为ω时,求取该层的所有

最小乐观概念的复杂度为Cω
|C|.因此,在最坏的情况下,计算

所有的 最 小 乐 观 概 念 的 复 杂 度 为 O{C１
|C|＋C２

|C|＋  ＋

C|C|
|C|}＝O(２|C|),计算决策等价类的算法复杂度为 O(１),故第

一大步中的算法复杂度为 O(２|C|)＝O(１).算法１中的步骤

４－步骤８为规则提取部分,其计算核心为判断每个最小乐观

概念是否为决策等价类的子集,故时间复杂度为 O(１).因

此,算法１的总时间复杂度为 O(２|C|).但这只是特殊情况,

由于该算法只需满足终止条件即可结束计算,即当算法１中

集合Un的元素提前覆盖论域,下一粒层的最小乐观概念可

以不用再计算与判断.因此,一般情况下,算法１的复杂度小

于O(２|C|).该算法与文献[４]中的算法均引入了粒度思想,

均在由粗到细的粒度空间下进行规则提取,但该算法的时间

复杂度小于或等于文献[４]中的算法,并且空间复杂度要也小

于文献[４]中的算法.
结束语　本文考虑了 FCA 与 RST之间的联系,在不同

的粒度空间下,通过求取本文定义的乐观概念和最小乐观概

念,利用最小乐观概念的外延与决策信息系统中决策属性等

价类之间的蕴含关系提取最简规则.最后,通过实例验证与

数值实验进一步说明该方法的正确性与有效性.本文有以下

贡献:１)提出了一种新的最小乐观概念格形式,由其特点可

知,所得到的决策规则是最简规则,无需增加去除冗余属性的

过程;２)利用最小乐观概念的外延与决策属性等价类之间的

联系进行规则提取,简化了规则的判断,降低了算法的复杂

度;３)本文避免了传统概念格规则提取算法需要扩展决策信

息系统的过程,降低了算法的空间和时间复杂度;４)通过设定

最终算法的结束条件,即提取完规则的最小乐观概念的外延

并集是否等于论域,从而加快算法的收敛速度,降低计算成

本;５)从决策信息系统直接生成概念和概念之间的关系,丰富

了决策信息系统知识的含义.本文算法的不足之处在于,最
小乐观概念的求取过程较传统形式概念更简单,在一定程度

上降低了算法的复杂度,但其时间复杂度依然呈指数阶,在对

较大规模数据集进行测试时会显示出一定的劣势;此外,决策

信息系统各属性子集下的最小乐观概念的计算是相互独立

的,本文算法并没有对其实现并行计算.因此,对于大规模的

决策信息系统的并行化规则提取,相关研究工作仍在继续.
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