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摘　要　并行计算机系统互连网络的拓扑性质对系统功能的实现起着重要的作用.为了精确度量基于(n,k)Ｇ冒泡排序网络构

建的并行计算机系统的子网络容错能力,建立了(n,k)Ｇ冒泡排序网络中(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络与特定字符串之间的一

一对应关系,研究了点故障模型下(n,k)Ｇ冒泡排序网络中(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络的可靠性.当２≤k≤n－２,１≤m≤k－

１时,首先在概率故障条件下给出了(n,k)Ｇ冒泡排序网络中存在无故障的(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络的概率估计,并通过仿

真实验验证了所得结果的精确性;其次,得出了不同数目的(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络保持无故障状态的平均失效时间的

计算公式,仿真实验表明理论结果与仿真结果趋于一致.
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Abstract　Topologicalpropertiesoftheinterconnectionnetworkofaparallelcomputersystemplayanimportantroleinrealizing
functionsofthesystem．Inordertomeasurethefaulttoleranceabilitiesofsubnetworksintheparallelcomputersystemwhichis

builtbasedonthe(n,k)ＧbubbleＧsortnetwork,theoneＧtoＧonerelationbetween(n－m,k－m)ＧbubbleＧsortsubnetworksofthe(n,

k)ＧbubbleＧsortnetworkandspecificstringsisconstructed,andthereliabilityof(n－m,k－m)ＧbubbleＧsortsubnetworksinthe
(n,k)ＧbubbleＧsortnetworkisstudiedunderthenodefaultmodel．Assumingthat２≤k≤n－２and１≤m≤k－１,theprobability
thatatleastone(n－m,k－m)ＧbubbleＧsortsubnetworkisfaultＧfreeinan(n,k)ＧbubbleＧsortnetworkundertheprobabilisticfault

conditionisfirstlygiven,andthesimulationexperimentsdemonstratetheaccuracyofthegivenresults．ThenthecalculationforＧ

mulaofthemeantimetofailuretomaintainthefaultＧfreestatusofdifferentnumberof(n－m,k－m)ＧbubbleＧsortsubnetworksis

obtained,andthetheoreticalresultsareshowntobeinaccordancewiththesimulationresults．
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１　引言

并行计算机系统将大量的处理器按照某种模式连接起

来,使得这些处理器可以通过信息交互进行协同工作,从而提

高系统运算能力.并行计算机系统功能的实现很大程度上依

赖于系统处理器之间的连接模式(即系统的互连网络).因

此,并行计算机系统互连网络的设计和优化成为高性能计算

领域的一个研究热点.

以具有可划分性的互连网络(即网络可以被划分为一些

独立的子网络,并且每个子网络具有同原网络几乎一致的拓

扑性质,仅在规模上有所不同)构建的并行计算机系统支持单

指令流多数据流机制,可以更有效地利用系统资源执行用户

任务.可划分性已经成为系统互连网络设计需要遵循的基本

原则之一.当系统互连网络中有故障发生时,网络关于其子

网络的保持能力对系统实际应用至关重要.在此背景下,互
连网络的子网络可靠性研究得到了广泛的关注.Chang等[１]

提出了概率故障条件下无故障子网络存在性的概率评估方

法,并对n维超立方体网络中无故障的(n－１)维超立方体子

网络的存在概率进行了估计.受此启发,概率故障条件下(n,

k)Ｇ排列图网络[２]、(n,k)Ｇ星图网络[３]、splitＧstar网络[４]和k
元n方体网络[５]的无故障子网络存在性的概率估计问题在近

几年分别得到了研究.另一类子网络可靠性研究工作重点关

注互连网络中不同数目的某一规模子网络保持无故障状态的

平均失效时间.Abraham 等[６]分别在不同故障模型下得出

了n维超立方体网络中不同规模子网络保持无故障状态的平

均 失效时间.最近,文献[７]、文献[８]和文献[９]分别对(n,



k)Ｇ星图网络、DCell数据中心网络和k元n 方体网络中不同

数目的某一规模子网络保持无故障状态的平均失效时间进行

了分析.
(n,k)Ｇ冒泡排序网络[１０]是传统的n维冒泡排序网络的

一种扩展,它在保持规则性、可划分性、可扩性等优良特性的

同时,在网络规模的选取上更具有灵活性.近年来,(n,k)Ｇ冒

泡排序网络的拓扑结构性质得到了广泛研究.Cheng等[１１]

对(n,k)Ｇ冒泡排序网络的匹配排除性质进行了刻画.文献

[１２]研究了(n,k)Ｇ冒泡排序网络的子网络排除问题.文献

[１３]和文献[１４]分别对(n,k)Ｇ冒泡排序网络的广义３Ｇ连通性

和hＧ好邻连通性进行了分析.
在实际应用中,许多并行计算机系统为保证各处理器之

间通信的稳定,对处理器之间的通信线路都采用了冗余设计

的策略(在这种情况下,系统处理器之间通信线路的故障相比

处理器故障可以忽略不计).基于这一考虑,本文将在点故障

模型下(假定互连网络中边故障可以忽略不计,各个顶点发生

故障是相互独立的)深入研究(n,k)Ｇ冒泡排序网络中(n－m,

k－m)Ｇ冒泡排序子网络的可靠性,一方面在概率故障条件下

对无故障的(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络的存在概率进行

估计,另一方面对不同数目的(n－m,k－m)Ｇ冒泡排序子网络

保持无故障状态的平均失效时间进行分析.对于文中其他未

加以定义而被使用的图论术语和记号请参见文献[１５].

２　基本概念和性质

(n,k)Ｇ冒泡排序网络(n＞k),记为Bn,k,是一个具有n!/
(n－k)!个顶点的连通图,它的任意一个顶点可表示为x＝
x１x２􀆺xk,其中对于任意的i∈{１,２,􀆺,k}均有xi∈{１,２,􀆺,

n}且满足x１,x２,􀆺,xk 互不相同.两个顶点x＝x１x２􀆺xk 和

y＝y１y２􀆺yk 相邻当且仅当下列两个条件之一成立:
(１)存在r∈{２,３,􀆺,k}使得xr＝yr－１,xr－１＝yr,并且对

于任意的i∈{１,２,􀆺,k}\{r－１,r},均有xi＝yi(这样的一条

边(x,y)称为Bn,k中的一条rＧ边).
(２)x１≠y１ 且对于任意的i∈{２,３,􀆺,k}均有xi＝yi(这

样的一条边(x,y)称为Bn,k中的一条１Ｇ边).
由Bn,k的定义可知,Bn,k中每个顶点的度为n－１.具体

地,对于任意的x＝x１x２􀆺xk∈V(Bn,k),与x关联的１Ｇ边有

且仅有n－k条,与x关联的rＧ边有且仅有１条(这里r∈{２,

３,􀆺,k}).当k＝１时,Bn,k同构于n个顶点的完全图;当k＝
n－１时,Bn,k同构于n维冒泡排序网络.B４,２如图１所示.称

Bn,k中一个同构于Bn－m,k－m的子图为一个Bn－m,k－m 子网络,其
中１≤m≤k－１.当k≥２时,Bn,k具有以下性质.

图１　(４,２)Ｇ冒泡排序网络

Fig．１　(４,２)ＧbubbleＧsortnetwork

性质１[１１]　Bn,k是点传递的.
性质２[１１]　通过删除Bn,k中的所有kＧ边,可以将Bn,k划

分为n个不相交的Bn－１,k－１子网络.

由性质２,有如下性质成立.

性质３　可以将Bn,k划分为n(n－１)􀆺(n－m＋１)个不相

交的Bn－m,k－m子网络 H１,H２,􀆺,Hn(n－１)􀆺(n－m＋１),且V(H１)∪
V(H２)∪􀆺∪V(Hn(n－１)􀆺(n－m＋１))＝V(Bn,k).

给定正整数n,k和m,且满足２≤k≤n－２,１≤m≤k－１.

设a１,a２,􀆺,am 为{１,２,􀆺,n}中 m 个互不相同的整数.记

M＝{x１x２􀆺xk－ma１a２􀆺am:x１,x２,􀆺,xk－m ∈{１,２,􀆺,n}\
{a１,a２,􀆺,am}且互不相同}.显然,Bn,k中由M 导出的子图

同构于Bn－m,k－m.为了便于表述,将Bn,k中由M 导出的子图

记为一个k位的字符串Xk－ma１a２􀆺am,其中Xk－m＝XX􀆺X
︸k－m

.

进一步地,有如下结论成立.

定理１　Bn,k中任意一个Bn－m,k－m 子网络可用某个Xk－m

a１a２􀆺am 唯一表示,其中２≤k≤n－２,１≤m≤k－１.

证明:首先证明以下３个断言成立.

断言１　Bn,k中任意一个Bn－k＋１,１子网络仅含１Ｇ边且可用

某个Xa２a３􀆺ak 唯一表示.

用反 证 法.假 设 H 为Bn,k 中 一 个Bn－k＋１,１ 子 网 络 且

E(H)中包含rＧ边,其中r∈{２,３,􀆺,k}.不妨设rＧ边(x１􀆺

xr－１xr􀆺xk,x１􀆺xrxr－１􀆺xk)∈E(H).显然,点x１􀆺xr－１

xr􀆺xk 和x１􀆺xrxr－１􀆺xk 在 H 中.由k≤n－２可知,n－
k＋１≥３,这意味着 H 中至少包含３个顶点.设a１a２􀆺ak∈V
(H)\{x１ 􀆺xr－１xr 􀆺xk,x１ 􀆺xrxr－１ 􀆺xk}.由 H 同构 于

Bn－k＋１,１可知,点a１a２􀆺ak,x１􀆺xr－１xr􀆺xk 和x１􀆺xrxr－１􀆺

xk 两两相邻.由 Bn,k 的定义可知,边(a１a２ 􀆺ak,x１ 􀆺xr－１

xr􀆺xk)或者是１Ｇ边或者是r′Ｇ边(r′∈{２,３,􀆺,k}且r′≠r).

无论边(a１a２􀆺ak,x１􀆺xr－１xr􀆺xk)是１Ｇ边还是r′Ｇ边,由Bn,k

的定义可知,a１a２􀆺ak 和x１􀆺xrxr－１􀆺xk 均不相邻,这与 H
同构于Bn－k＋１矛盾.从而可知,Bn,k中任意一个Bn－k＋１,１子网

络仅含１Ｇ边.

设T 为Bn,k中任一Bn－k＋１,１子网络,且a１a２􀆺ak∈V(T).

由T 中仅含１Ｇ边可知,对于任意的b１b２􀆺bk∈V(T)\{a１a２􀆺

ak},有b１≠a１,且对于任意的i∈{２,３,􀆺,k}均有bi＝ai 成

立.可知,V(T)⊆V(Xa２a３ 􀆺ak).又 因 为|V(T)|＝|V
(Xa２a３􀆺ak)|＝n－k＋１,故V(T)＝V(Xa２a３􀆺ak),这意味

着T 可用Xa２a３􀆺ak 唯一表示.断言１证毕.

断言２　Bn,k中任意一个Bn－m,k－m 子网络Q 必然包含１Ｇ
边且Q中每个顶点恰好与n－k条１Ｇ边关联.

此时Q 同构于Bn－m,k－m.由性质３可知,Q 可以被划分

为(n－m)(n－m－１)􀆺(n－k＋２)个不相交的Bn－k＋１,１子网络

Q１,Q２,􀆺,Q(n－m)(n－m－１)􀆺(n－k＋２),且V(Q１)∪V(Q２)∪ 􀆺 ∪
V(Q(n－m)(n－m－１)􀆺(n－k＋２))＝V(Q).对于任意的a１a２􀆺ak∈V
(Q),必存在i∈{１,２,􀆺,(n－m)(n－m－１)􀆺(n－k＋２)},

使得a１a２􀆺ak∈V(Qi).由断言１可知,Qi 仅含１Ｇ边且可用

Xa２a３􀆺ak 唯一表示.可知,Q 必然包含１Ｇ边,并且a１a２􀆺ak

在Q 中至少与n－k条１Ｇ边关联.由Bn,k的定义可知,在Bn,k

中与a１a２􀆺ak 关联的１Ｇ边有且仅有n－k条.故a１a２􀆺ak 在

Q中恰好与n－k条１Ｇ边关联.断言２证毕.

断言３　Bn,k中任意一个Bn－m,k－m子网络Q 仅含１Ｇ边,t１Ｇ
边,t２Ｇ边,􀆺,tk－m－１Ｇ边,其中t１,t２,􀆺,tk－m－１∈{２,３,􀆺,k}且
互不相同.
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由Bn,k的定义可知,Q 中每个顶点的度为n－m－１.对

于任意的x∈V(Q),记IQ(x)为Q 中与x 关联的边的集合.
由断言２可知,x在Q 中恰好与n－k条１Ｇ边关联.又因为在

Bn,k中与x 关联的１Ｇ边有且仅有n－k条,并且与x关联的rＧ
边有且仅有１条(这里r∈{２,３,􀆺,k}),故存在互不相同的

px
１,px

２,􀆺,px
k－m－１∈{２,３,􀆺,k},使得IQ (x)仅含１Ｇ边,px

１Ｇ
边,px

２Ｇ边,􀆺,px
k－m－１Ｇ边.同理,对于任意的y∈V(Q)\{x},

存在互不相同的py
１,py

２,􀆺,py
k－m－１∈{２,３,􀆺,k},使得IQ(y)

仅含１Ｇ边,py
１Ｇ边,py

２Ｇ边,􀆺,py
k－m－１Ｇ边.由性质１可知,Q 是

点传递的,即存在Q的一个自同构映射φ 使得φ(x)＝y且在

V(Q)上保持相邻性,这意味着{px
１,px

２,􀆺,px
k－m－１}＝{py

１,

py
２,􀆺,py

k－m－１}.令{t１,t２,􀆺,tk－m－１}＝{px
１,px

２,􀆺,px
k－m－１},

则t１,t２,􀆺,tk－m－１∈{２,３,􀆺,k}且互不相同.由x的任意性

可知,Q仅含１Ｇ边,t１Ｇ边,t２Ｇ边,􀆺,tk－m－１Ｇ边.断言３证毕.
当m＝k－１时,由断言１可知,Bn,k中任意一个Bn－m,k－m

子网络(即Bn－k＋１,１子网络)可用某个Xa２a３􀆺ak 唯一表示.
当m＝k－２时,设Q为Bn,k中任意一个Bn－m,k－m 子网络

(即Bn－k＋２,２子网络).由断言３可知,Q 中仅含１Ｇ边和t１Ｇ边

(t１∈{２,３,􀆺,k}).由性质３可知,可以将Q划分为n－k＋２
个不相交的Bn－k＋１,１子网络Q１,Q２,􀆺,Qn－k＋２,且V(Q１)∪V
(Q２)∪􀆺∪V(Qn－k＋２)＝V(Q).假设t１≠２,则３≤t１≤k.设

t１Ｇ边(a１􀆺at１－１at１
􀆺ak,a１􀆺at１at１－１􀆺ak)∈E(Q).由断言１

可知,点a１􀆺at１－１at１
􀆺ak 和a１􀆺at１at１－１􀆺ak 必然在Q 的不

同的Bn－k＋１,１子网络中,不妨设a１􀆺at１－１at１
􀆺ak ∈V(Q１),

a１􀆺at１at１－１􀆺ak ∈V(Q２)(此时 Q１ 和 Q２ 可分别用 Xa２ 􀆺

at１－１at１
􀆺ak 和 Xa２ 􀆺at１at１－１􀆺ak 唯一表示).此 时,n－

k＋２＞３.设Qn－k＋２可唯一表示为Xb２􀆺bk,则b２􀆺bk 不同于

a２􀆺at１－１at１
􀆺ak,也不同于a２􀆺at１at１－１􀆺ak.又因为Q 中仅

含１Ｇ边和t１Ｇ边,故Qn－k＋２中的点与Q１ 中的点在Q 中是不连

通的,这与Q是连通图矛盾.从而可知,t１＝２,即Q中仅含１Ｇ
边和２Ｇ边.设x１x２􀆺xk 和y１y２􀆺yk 为Q 中任意两个不同的

点,则对于任意的i∈{３,４,􀆺,k}均有xi＝yi 成立.可知,

V(Q)⊆V(X２x３􀆺xk).又因为|V(Q)|＝|V(X２x３􀆺xk)|＝
(n－k＋２)!/(n－k)!,故V(Q)＝V(X２x３􀆺xk),这意味着Q
可用X２x３􀆺xk 唯一表示.

当m＝k－３时,设Q 为Bn,k中任一Bn－m,k－m 子网络(即

Bn－k＋３,３子网络).由性质３可知,可以将Q 划分为n－k＋３
个不相交的Bn－k＋２,２子网络Q１,Q２,􀆺,Qn－k＋３,且V(Q１)∪V
(Q２)∪􀆺∪V(Qn－k＋３)＝V(Q).又因为,Bn,k中任一Bn－k＋２,２

子网络仅含１Ｇ边和２Ｇ边.可知 Q 中必然包含１Ｇ边和２Ｇ边.
结合断言３可知,Q 中仅含１Ｇ边、２Ｇ边和t２Ｇ边(t２∈{３,４,􀆺,

k}).假设t２≠３,则４≤t２≤k.设t２Ｇ边(a１a２􀆺at２－１at２
􀆺ak,

a１a２􀆺at２at２－１􀆺ak)∈E(Q),则点a１a２􀆺at２－１at２
􀆺ak 和a１a２􀆺

at２at２－１􀆺ak 必然在 Q 的不同的Bn－k＋２,２子网络中,不妨设

a１a２􀆺at２－１at２
􀆺ak∈V(Q１),a１a２􀆺at２at２－１􀆺ak∈V(Q２)(此

时Q１ 和 Q２ 可 分 别 用 X２a３ 􀆺at２－１at２
􀆺ak 和 X２a３ 􀆺at２

at２－１􀆺ak 唯一表示).此时,n－k＋３＞３.设 Qn－k＋３可唯一

表示为X２b３􀆺bk,则b３􀆺bk 不同于a３􀆺at２－１at２
􀆺ak,也不同

于a３􀆺at２at２－１􀆺ak.又因为 Q 中仅含１Ｇ边、２Ｇ边和t２Ｇ边,故

Qn－k＋３中的点与Q１ 中的点在Q 中是不连通的,这与Q 是连

通图矛盾.从而可知,t２＝３,即Q 中仅含１Ｇ边、２Ｇ边和３Ｇ边.
设x１x２􀆺xk 和y１y２􀆺yk 为Q 中任意两个不同的点,则对于

任意的i∈{４,５,􀆺,k}均有xi＝yi 成立.可知,V(Q)⊆V
(X３x４􀆺xk).又因为|V(Q)|＝|V(X３x４􀆺xk)|＝(n－k＋
３)!/(n－k)!,故V(Q)＝V(X３x４ 􀆺xk),这意味 着 Q 可 用

X３x４􀆺xk 唯一表示.
类似可证,当１≤m≤k－４时,Bn,k中任意一个Bn－m,k－m

子网络可用某个Xk－ma１a２􀆺am 唯一表示.定理１证毕.
定理２　若２≤k≤n－２,１≤m≤k－１,则Bn,k中恰好有

n!/(n－m)!个不同的Bn－m,k－m子网络且这些Bn－m,k－m子网络

互不相交.
证明:由性质３可知,Bn,k可以被划分为n(n－１)􀆺(n－

m＋１)＝n!/(n－m)!个不相交的Bn－m,k－m 子网络,即Bn,k中

至少有n!/(n－m)!个不同的Bn－m,k－m 子网络.由定理１可

知,Bn,k中任意一个Bn－m,k－m 子网络可用某个Xk－ma１a２􀆺am

唯一表示,其中a１,a２,􀆺,am∈{１,２,􀆺,n}且互不相同,这意味

着Bn,k中不同的Bn－m,k－m 子网络的个数最多不超过n!/(n－
m)!.从 而 可 知,Bn,k 中 恰 好 有 n!/(n－m)!个 不 同 的

Bn－m,k－m子 网 络.设 T１ 和 T２ 为 Bn,k 中 任 意 两 个 不 同 的

Bn－m,k－m子网络,且可分别用 Xk－mx１x２􀆺xm 和Xk－my１y２􀆺

ym 唯一表示.显然,x１x２􀆺xm 不同于y１y２􀆺ym,这表明V
(T１)∩V(T２)＝Ø.故Bn,k中不同的Bn－m,k－m 子网络互不相

交.定理２证毕.

３　无故障Bn－m,k－m子网络存在概率的估计

３．１　理论计算

在概率故障条件下,互连网络中边故障可以忽略不计,各
个顶点发生故障是相互独立的且各个顶点的可靠性概率是一

致的.设p为Bn,k中顶点的可靠性概率.记Rm
n,k(p)为概率

故障条件下Bn,k中存在无故障的Bn－m,k－m 子网络的概率,其
中１≤m≤k－１.

当２≤k≤n－２时,由定理２可知,Bn,k中恰好有n!/(n－
m)!个不同的Bn－m,k－m 子网络.记事件Ai 表示在概率故障

条件下Bn,k中第i个Bn－m,k－m子网络是无故障的,其中１≤i≤
n!/(n－m)!.根据容斥原理[１６],可 以 给 出 Rm

n,k (p)的 计 算

公式:

Rm
n,k(p)＝ ∑

n!/(n－m)!

i＝１
　Pr(Ai)－ ∑

１≤i＜j≤n!/(n－m)!
　Pr(Ai∩Aj)＋

∑
１≤i＜j＜l≤n!/(n－m)!

　Pr(Ai∩Aj∩Al)－

∑
１≤i＜j＜l＜q≤n!/(n－m)!

　Pr(Ai∩Aj∩Al∩Aq)＋􀆺＋

(－１)n!/(n－m)!－１Pr(A１∩A２∩􀆺∩An!/(n－m)!)
其中,Pr(􀅰)表示事件􀅰发生的概率.

定理３　设２≤k≤n－２,１≤m≤k－１为整数.令p 为

Bn,k中顶点的可靠性概率,则有:

Rm
n,k(p)＝１－(１－p(n－m)!/(n－k)!)n!/(n－m)!

证明:当２≤k≤n－２,１≤m≤k－１时,由定理２可知,

Bn,k中恰好有n!/(n－m)!个不同的Bn－m,k－m 子网络且这些

Bn－m,k－m子网络互不相交.又因为,Bn,k中边故障可以忽略不

计且各个顶点发生故障是相互独立的.故对于任意两个不同

的i,j∈{１,２,􀆺,n!/(n－m)!},Ai 和Aj 是相互独立的.由

|V(Bn－m,k－m)|＝(n－m)! /(n－k)! 可知,对于任意的i∈
{１,２,􀆺,n!/(n－m)!}均有Pr(Ai)＝p(n－m)!/(n－k)! 成立.故:

Rm
n,k(p)＝ ∑

n!/(n－m)!

i＝１
　Pr(Ai)－

∑
１≤i＜j≤n!/(n－m)!

Pr(Ai∩Aj)＋ ∑
１≤i＜j＜l≤n!/(n－m)!

　Pr
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(Ai∩Aj∩Al)－ ∑
１≤i＜j＜l＜q≤n!/(n－m)!

　Pr(Ai∩Aj∩

Al∩Aq)＋􀆺＋(－１)(n!/(n－m)!－１)Pr(A１∩A２

∩􀆺∩An!/(n－m)!)

＝
n!/(n－m)!

１
æ

è
ç

ö

ø
÷p(n－m)!/(n－k)! －

n!/(n－m)!

２
æ

è
ç

ö

ø
÷p２(n－m)!/(n－k)! ＋

n!/(n－m)!

３
æ

è
ç

ö

ø
÷p３(n－m)!/(n－k)! －

n!/(n－m)!

４
æ

è
ç

ö

ø
÷p４(n－m)!/(n－k)! ＋􀆺＋

(－１)n!/(n－m)!－１ n!/(n－m)!

n!/(n－m)!
æ

è
ç

ö

ø
÷pn!/(n－k)!

因为:
(１－p(n－m)!/(n－k)!)(n!/(n－m)!)＝

　 ∑
n!/(n－m)!

i＝０
(－１)i n!/(n－m)!

i
æ

è
ç

ö

ø
÷pi(n－m)!/(n－k)!

从而可知,Rm
n,k(p)＝１－(１－p(n－m)!/(n－k)!)n!/(n－m)! .定理

３证毕.

３．２　仿真分析

为了验证概率故障条件下Bn,k中无故障的Bn－m,k－m 子网

络的存在概率计算结果的精确性,本节采用蒙特卡洛法对

Bn,k中无故障Bn－m,k－m子网络的存在概率进行仿真实验.选

取 不同规模的Bn,k(n＝７,k∈{３,４})为实验对象.假定Bn,k

中边故障可以忽略不计,顶点的可靠性是独立同分布的.当

Bn,k中顶点的可靠性概率为p 时,记f(p)为Bn,k中故障点的

个数.因为１－ f(p)
n!/(n－k)!可以看作p的估计值,所以f(p)

可取为 (１－p)n!/(n－k)! .
由定理１可知,当２≤k≤n－２,１≤m≤k－１时,Bn,k中任

意一个Bn－m,k－m子网络可用某个Xk－ma１a２􀆺am 唯一表示.
可知,若b１b２􀆺bk 为Bn,k中的故障点,则b１b２􀆺bk 可以破坏

Bn－m,k－m子网络Xk－mbk－m＋１bk－m＋２􀆺bk.当Bn,k中顶点的可

靠性概率为p 时,计算随机生成的f(p)个Bn,k中的故障点破

坏的Bn－m,k－m子网络的个数w;重复这一模拟过程共１００００
次,记满 足 w＜n!/(n－m)!(即 Bn,k 中 仍 存 在 无 故 障 的

Bn－m,k－m 子网络)的累计模拟次数为W,则W/１００００即为Bn,k

中无故障的Bn－m,k－m子网络的存在概率的估计值.将仿真结

果与定理３给出的理论结果进行对比,具体结果如图２所示.

(a)n＝７,k＝３,m＝１ (b)n＝７,k＝３,m＝２

(c)n＝７,k＝４,m＝１ (d)n＝７,k＝４,m＝２

图２　无故障Bn－m,k－m子网络存在概率的分析结果

Fig．２　AnalysisresultsofprobabilityofexistingfaultＧfreeBn－m,k－msubnetworks

　　从图２可以看出,对于不同规模的Bn,k及Bn－m,k－m 子网

络,本文得出的理论结果与仿真结果均基本吻合.这表明,定

理３给出的概率故障条件下Bn,k中无故障Bn－m,k－m 子网络存

在概率的计算公式具有较高的精确性.

４　基于平均失效时间的Bn－m,k－m子网络可靠性分析

４．１　理论计算

假设互连网络中边故障可以忽略不计,各个顶点发生故

障是相互独立的且顶点的故障率不变.基于这一假设前提,

本节将对Bn,k中不同数目的Bn－m,k－m 子网络保持无故障状态

的平均失效时间进行分析.当２≤k≤n－２,１≤m≤k－１时,

由定理２可知,Bn,k中恰好有n!/(n－m)!个不同的Bn－m,k－m

子网络且这些Bn－m,k－m子网络互不相交.

设λ为Bn,k中顶点的故障率.记Tm
i (０≤i≤n!/(n－m)!－

１)表示Bn,k中有n!/(n－m)!－i个Bn－m,k－m 子网络保持无故

障状态的平均失效时间的估计值,S０ 表示 Bn,k无故障的状

态,Si(１≤i≤n!/(n－m)!)表示Bn,k中有i个Bn－m,k－m子网络

发生故障的状态.在初始时刻,假定Bn,k处于状态S０;当Bn,k

中不存在无故障的Bn－m,k－m子网络时,认定Bn,k失效.当Bn,k

中所有故障点均位于i个Bn－m,k－m 子网络中时,Bn,k中显然有

n!/(n－m)!－i个Bn－m,k－m子网络保持无故障状态.设Rm
i (t)

表示在t时刻Bn,k中所有故障点均位于i个Bn－m,k－m子网络中

的概率,则对于任意的０≤i≤n!/(n－m)! －１有Tm
i ＝∫

＋¥

０
Rm

i

(t)dt.
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令Pi(t)表示在t时刻Bn,k处于状态Si 的概率,则Rm
０ (t)＝

P０(t),Rm
i (t)＝Rm

i－１(t)＋Pi(t)(１≤i≤n!/(n－m)!－１).可

知,为了计算Tm
i 的值,首先需要厘清S０,S１,􀆺,Sn!/(n－m)! 之

间的状态转换关系.

当t＝０时,P０(０)＝１且对于任意的１≤i≤n!/(n－m)!

有Pi(０)＝０;当t＝¥时,Pn!/(n－m)!(¥)＝１且对于任意的０≤

i≤n!/(n－m)!－１有 Pi(¥)＝０.当Bn,k处于状态Si (１≤

i≤n!/(n－m)!－１)时,Bn,k中任意一个故障的Bn－m,k－m 子网

络仍可能包含健康的顶点,但这些健康的顶点发生故障不会

导致故障的Bn－m,k－m 子网络的个数增多.为了便于分析,假

设某个Bn－m,k－m 子网络中只要有一个点发生故障,则将该

Bn－m,k－m子网络的所有顶点从Bn,k中全部移除.令ri＝λ(n!/

(n－m)!－i)(n－m)!/(n－k)!,其中０≤i≤n!/(n－m)!,则

S０,S１,S２,􀆺,Sn!/(n－m)! 的状态转换图如图３所示.P０(t),

P１(t),􀆺,Pn!/(n－m)!(t)之间的相互关系可表示为:

∂P０

∂t ＝－r０P０

∂Pi

∂t＝－riPi＋ri－１Pi－１

其中,１≤i≤n!/(n－m)!.

图３　S０,S１,S２,􀆺,Sn!/(n－m)!的状态转换图

Fig．３　StatetransitiondiagramofS０,S１,S２,􀆺,Sn!/(n－m)!

进一步地,有如下结论成立.

定理４　设２≤k≤n－２,１≤m≤k－１为整数.令λ为

Bn,k中顶点的故障率,则有:

Tm
０ ＝

(n－k)!
λn!

Tm
i ＝Tm

i－１＋
(n－k)!

λ(n!/(n－m)!－i)(n－m)!

其中,１≤i≤n!/(n－m)!－１.

证明:由∂P０

∂t ＝－r０P０ 和P０(０)＝１可知,P０(t)＝e－r０t.

故,Tm
０ ＝∫

＋¥

０
Rm

０ (t)dt＝∫
＋¥

０
P０ (t)dt＝∫

＋¥

０
e－r０tdt＝ １

r０
＝

(n－k)!
λn! .记L[f]表示函数f的拉普拉斯变换.对P０(t)＝

e－r０t作拉普拉斯变换可得:

L[P０]＝∫
＋¥

０
e－r０te－stdt＝∫

＋¥

０
e－(r０＋s)tdt＝ １

r０＋s

断言　对于任意的１≤i≤n!/(n－m)!,有L[Pi]＝ri－１

ri＋s

L[Pi－１].

对∂Pi

∂t＝－riPi＋ri－１Pi－１作拉普拉斯变换可得:

L ∂Pi

∂t[ ] ＝∫
＋¥

０
(－riPi＋ri－１Pi－１)e－stdt

＝－ri∫
＋¥

０
Pie－stdt＋ri－１∫

＋¥

０
Pi－１e－stdt

＝－riL[Pi]＋ri－１L[Pi－１]

又因为:

L ∂Pi

∂t[ ] ＝∫
＋¥

０

∂Pi

∂te
－stdt＝∫

＋¥

０
e－stdPi

＝Pie－st ＋¥
０ －∫

＋¥

０
Pide－st

＝－Pi(０)＋s∫
＋¥

０
Pie－stdt

＝sL[Pi]

故sL[Pi]＝－riL[Pi]＋ri－１L[Pi－１],即L[Pi]＝ri－１

ri＋s

L[Pi－１].断言证毕.

由断言可知,对于任意的１≤i≤n!/(n－m)!－１,有:

L[Pi]＝ri－１

ri＋sL
[Pi－１]

＝ri－１

ri＋s　
ri－２

ri－１＋s
􀆺 r０

r１＋sL
[P０]

＝ri－１

ri＋s　
ri－２

ri－１＋s
􀆺 r０

r１＋s　
１

r０＋s

即L[Pi]＝∫
＋¥

０
Pie－stdt＝ri－１

ri＋s　
ri－２

ri－１＋s
􀆺 r０

r１＋s　
１

r０＋s
.令

s＝０,则∫
＋¥

０
Pidt＝１

ri
.因此,对于任意的１≤i≤n!/(n－m)!－

１,有:

Tm
i ＝∫

＋¥

０
Rm

i (t)dt

＝∫
＋¥

０
(Rm

i－１(t)＋Pi(t))dt

＝Tm
i－１＋∫

＋¥

０
Pi(t)dt

＝Tm
i－１＋１

ri

＝Tm
i－１＋

(n－k)!
λ(n!/(n－m)!－i)(n－m)!

定理４证毕.

４．２　仿真分析

为了评估Bn,k中不同数目的Bn－m,k－m 子网络保持无故障

状态的平均失效时间的计算公式的精确性,本节使用 MATＧ

LAB对基于平均失效时间的Bn－m,k－m子网络可靠性进行仿真

实验.选取不同规模的Bn,k(n＝７,k∈{３,４})为实验对象.假

定Bn,k中边故障可以忽略不计,各个顶点发生故障是相互独立

的且顶点的故障率不变.设 Bn,k 中顶点的故障率为λ(λ＝

１０－５/h),则在任意时刻t,Bn,k中顶点的可靠性为p(t)＝e－∫t
０
λdt ＝

e－λt.令f(t)为t时刻Bn,k中故障点的个数,则f(t)可取为 (１－

e－λt)n!/(n－k)! .事实上,Bn,k中的故障点b１b２􀆺bk 可以破

坏Bn－m,k－m 子网络 Xk－mbk－m＋１bk－m＋２ 􀆺bk.通过随机生成

１００００次故障点集对t时刻发生故障的Bn－m,k－m 子网络的平

均个数进行仿真计算,并与定理４给出的理论结果(对于０≤

i≤n!/(n－m)!－１,Tm
i 表 示 Bn,k 中 有n!/(n－m)!－i 个

Bn－m,k－m子网络保持无故障状态的平均失效时间,即Tm
i 时刻

Bn,k中会出现i＋１个故障的Bn－m,k－m子网络)进行对比,具体

结果如图４所示.从图４可以看出,对于不同规模的Bn,k及

Bn－m,k－m子网络,本文得出的理论结果与仿真结果均趋于一

致.这表明定理４给出的Bn,k中不同数目的Bn－m,k－m 子网络

保持无故障状态的平均失效时间的估算公式是较为精确的.

７４冯　凯,等:(n,k)Ｇ冒泡排序网络的子网络可靠性



(a)n＝７,k＝３,m＝１ (b)n＝７,k＝３,m＝２

(c)n＝７,k＝４,m＝１ (d)n＝７,k＝４,m＝２

图４　基于平均失效时间的Bn－m,k－m子网络可靠性分析结果

Fig．４　AnalysisresultsofBn－m,k－msubnetworkreliabilitywithrespecttomeantimetofailure

　　结束语　并行计算机系统互连网络的性能对系统功能的

实现起着重要作用.互连网络的子网络可靠性是衡量网络性

能的关键指标之一.本文在点故障模型下对Bn,k中Bn－m,k－m

子网 络 的 可 靠 性 进 行 了 研 究.对 于 ２≤k≤n－２ 和

１≤m≤k－１,首先在概率故障条件下给出了Bn,k中存在无故

障的Bn－m,k－m子网络的概率估计,并通过仿真实验验证了所

得结果的精确性;其次得出了不同数目的Bn－m,k－m 子网络保

持无故障状态的平均失效时间的计算公式,仿真实验表明得

出的计算公式具有较高的精确性.这些研究工作可以为基于

Bn,k构建的并行计算机系统的算法设计提供理论参考.边故

障模型下Bn,k中Bn－m,k－m 子网络的可靠性以及点边混合故障

模型下Bn,k中Bn－m,k－m子网络的可靠性值得进一步研究.
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