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摘　要　在广义近似空间中,可以从对象、知识粒以及子系统的角度构造３种不同类型的广义粗糙近似算子.文中研究了这些

近似算子的基本性质与相互关系,给出了３类近似算子相同的充要条件.另外,不同的近似空间可能生成相同的基于知识粒及

基于子系统的近似算子,文中给出了不同二元关系生成相同近似算子的一些充要条件.
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１　引言

１９８２年波兰学者 Pawlak[１]创立了粗糙集理论.作为一

种处理不确定性问题的数学工具,粗糙集理论将知识理解为

对对象的分类能力,通过对象集合上的等价关系进行描述,借
助相应的等价类构造近似算子,来刻画不确定性概念.目前,
粗糙集理论已经在知识与数据发现、模式识别与分类、知识推

理、不确定性决策等领域获得了成功的应用[２Ｇ５].

Pawlak粗糙集模型是基于对象集合上的等价关系建立

的.为了推广粗糙集理论的应用范围,人们从实际应用背景

出发,提出了多种形式的粗糙集推广模型,如基于一般二元关

系的广义粗糙集模型[６Ｇ８]、基于对象之间模糊相似关系的模糊

粗糙集模型[９Ｇ１１]、基于论域覆盖的覆盖粗糙集模型[１２Ｇ１３]等.
在广义近似空间中,可以分别从对象、知识粒以及子系统的角

度构造３种不同的广义粗糙近似算子,它们具有不同的语义

解释.基于子系统的广义近似算子与近似集构成的拓扑结构

有直接联系,从相应近似集构成的拓扑空间的角度刻画近似

空间的特性受到了广泛关注[１４Ｇ２０].在基于等价关系的 PawＧ
lak近似空间中,知识粒形成论域的划分,基于对象、知识粒以

及子系统的３种粗糙近似算子相互等价,但在一般广义近似

空间中它们是不同的近似算子.基于对象以及基于知识粒的

两种近似算子之间的关系已有很多研究.Yao[６]讨论了基于

对象的广义粗糙近似算子的基本性质.Zhang等[２１]系统讨

论了基于对象以及基于知识粒的两种近似算子之间的关系.

Liu[２０,２２Ｇ２３]进一步研究了特定论域上的二元关系、逆关系、复
合关系诱导的近似算子之间的关系,并进一步讨论了基于知

识粒以 及 基 于 子 系 统 的 广 义 粗 糙 近 似 算 子 的 拓 扑 性 质.

Zhang等[２４]讨论了基于知识粒的上近似算子及其对偶算子

的拓扑结构.本文进一步讨论了一般广义近似空间中基于对

象、知识粒以及子系统的广义粗糙近似算子之间的关系,主要

研究基于对象与基于子系统的广义粗糙近似算子以及基于知

识粒与基于子系统的广义粗糙近似算子之间的关系,给出了

上、下近似算子对偶的条件以及不同二元关系生成相同近似

算子的条件,为进一步讨论粗糙近似算子的拓扑结构及其应

用创造了条件.

２　预备知识

本节给出了广义粗糙集模型中近似算子的相关概念及其

基本性质.
设U 是集合,R是U 上的一个二元关系,即R⊆U×U.

对于任意x∈U,x关于R的左、右邻域分别定义为lR(x)＝{y|
y∈U,(y,x)∈R},rR(x)＝{y|y∈U,(x,y)∈R}.若对于任



意x∈U,有x∈rR(x),则称R是U 上的自反二元关系;若对

于任意x,y∈U,当x∈rR(y)时,有y∈rR(x),则称R是U 上

的对称二元关系;称R 是U 上的传递二元关系,若对于任意

x,y∈U,当y∈rR(x)时,则有rR(y)⊆rR(x);若R 是U 上的

自反、对称、传递二元关系,则称R是U 上的等价关系;称R是

U 上的 欧 几 里 德 二 元 关 系,若 对 于 任 意 x,y,z∈U,当y,

z∈rR(x)时,则有z∈rR(y).记R－１＝{(x,y)|(y,x)∈R},称

R－１为R的逆关系.假设R,S是U 上的二元关系,R与S的复

合关系为R􀳱S＝{(x,y)|∃z∈U((x,z)∈S∧(z,y)∈R)}.
假设U 是集合,R是U 上的二元关系.按照粗糙集与粒

计算的观点,rR(x)是x的相似类,即与x相似的对象构成的

集合{rR(x)|x∈U}是相应的知识粒结构.令θR＝{X|∃Y⊆
U,X＝ ∪

x∈Y
rR(x)}∪{Ø}.显然有θR ⊆P(U),且θR 保持并运

算.因此,(θR,∪)为一个代数系统,可以看成幂集布尔代数

P(U)的一个子系统.一般情况下,θR 关于集合交运算、补运

算不封闭.
定义１[２３]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X⊆

U,X 在(U,R)中基于对象的上、下近似为:

R(X)＝{x|rR(x)∩X≠Ø}

R(X)＝{x|rR(x)⊆X}

定义２[２３]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X⊆
U,X 在(U,R)中基于粒的上、下近似为:

R∗ (X)＝∪{rR(x)|rR(x)∩X≠Ø}

R∗ (X)＝∪{rR(x)|rR(x)⊆X}

定义３[２３]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X⊆
U,X 在(U,R)中基于子系统的上、下近似为:

R∗∗ (X)＝∩{Y|Y∈θR,X⊆Y}

R∗∗ (X)＝∪{Y|Y∈θR,Y⊆X}

注意:若对于 X⊆U,不存在Y∈θR 使得X⊆Y,则R∗∗

(X)＝U.
若R是U 上的等价关系,则称(U,R)是 Pawlak近似空

间.此时,基于对象、基于粒以及基于子系统的３种上、下近

似算子相互等价.但在广义近似空间中,上述３种近似算子

一般不等价.
例１　设U＝{１,２,３,４,５}为论域,R＝{(１,１),(２,２),

(２,４),(３,１),(３,２)},得rR(１)＝{１},rR(２)＝{２,４},rR(３)＝
{１,２},rR(４)＝Ø,rR(５)＝Ø,则θR ＝{Ø,{１},{１,２},{２,４},
{１,２,４}}.若取 X＝{１,２,３},经计算可得R(X)＝{１,３,４,

５},R∗ (X)＝{１,２},R∗∗ (X)＝{１,２}.另外,R(X)＝{１,２,

３},R∗ (X)＝{１,２,４},R∗∗ (X)＝U.
近似算子具有如下基本性质.
命题１[７]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X,Y⊆

U,有:
(１)R(X)＝ ∪

x∈X
lR(x).

(２)R(Ø)＝Ø,R(U)＝U.

(３)R(Xc)＝(R(X))c,R(Xc)＝(R(X))c,其中Xc是X 的

补集.
(４)若X⊆Y,则R(X)⊆R(Y),R(X)⊆R(Y).

(５)R(X∩Y)⊆R(X)∩R(Y),R(X∪Y)⊇R(X)∪
R(Y).

(６)对于任意Xi⊆U,i∈I,有R(∪
i∈I

Xi)＝∪
i∈I
　R(Xi),R(∩

i∈I

Xi)＝∩
i∈I
　R(Xi),其中I是任意给定的指标集.

命题２[１３,２５]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X,

Y⊆U,有:
(１)R∗ (X)⊆X,R∗ (R∗ (X))＝R∗ (X).

(２)若X⊆Y,则R∗ (X)⊆R∗ (Y),R∗ (X)⊆R∗ (Y).

(３)对于任意x∈U,有R∗ (rR(x))＝rR(x).

(４)R∗ (Ø)＝Ø.

(５)对于任意Xi⊆U,i∈I,有R∗ (∪
i∈I

Xi)＝∪
i∈I

R∗ (Xi),其

中I是任意给定的指标集.

命题３[１３,２６]　设(U,R)是广义近似空间.对于任意 X,

Y⊆U,有:

(１)R∗∗ (X)＝R∗ (X),X⊆R∗∗ (X).

(２)对于任意x∈U,有R∗∗ (rR(x))＝rR(x).

(３)若X⊆Y,则R∗∗ (X)⊆R∗∗ (Y).

(４)X⊆R∗ (X)当且仅当R∗∗ (X)⊆R∗ (X).

３　３种近似算子之间的关系

已有很多文献[１３,２６Ｇ２７]对近似算子近似对(R,R)与(R∗ ,

R∗ )之间的关系进行了讨论.本节主要研究(R,R)与(R∗∗ ,

R∗∗ )以及(R∗ ,R∗ )与(R∗∗ ,R∗∗ )之间的关系.

定理１　设(U,R)是广义近似空间.∀X⊆U,R∗∗ (X)⊆

R∗ (X)当且仅当C＝{rR(x)|x∈U}－{Ø}是U 的一个覆盖.

证明:(必要性)假设对于任意 X⊆U,有R∗∗ (X)⊆R∗

(X).于是有U⊆R∗∗ (U)⊆R∗ (U),即U⊆R∗ (U)＝∪{rR

(x)|rR(x)∩U≠Ø}＝∪{rR(x)|rR(x)≠Ø}＝∪C.因此,C
是U 的一个覆盖.

(充分性)假设C是U 的一个覆盖,则U＝∪C.对于任意

X⊆U 及x∈X,存在y∈U 使得x∈rR(y).于是有rR(y)∩

X≠Ø,从而有x∈rR (y)⊆R∗ (X).因此,有 X⊆R∗ (X).

再由命题３中的(４)可得R∗∗ (X)⊆R∗ (X).

定理２　设(U,R)是广义近似空间.∀X⊆U,R∗ (X)⊆

R∗∗ (X)当且仅当∀x∈U,R∗ ({x})⊆R∗∗ ({x}).

证明:必要性显然成立.

充分性:假设对于任意x∈U,有R∗ ({x})⊆R∗∗ ({x}).

于是,对于任意X⊆U,有:

R∗ (X)＝R∗ (∪
x∈X

{x})＝ ∪
x∈X

R∗ ({x})⊆ ∪
x∈X

R∗∗ ({x})⊆

R∗∗ (X)

引理１　设(U,R)是广义近似空间.对于任意x∈U,有

R∗∗ ({x})＝∩{rR(y)|x∈rR(y)}.

证明:对于任意x∈U,由定义３可得R∗∗ ({x})＝∩{Y|

Y∈θR,x∈Y}.若y∈U 使得x∈rR(y),注意到rR(y)∈θR,

于是{rR(y)|x∈rR(y)}⊆{Y|Y∈θR,x∈Y},从而有:

R∗∗ ({x})＝∩{Y|Y∈θR,x∈Y⊆∩{rR(y)|x∈rR(y)}

另一方面,假设u∈∩{rR (y)|x∈rR (y)}.对于任意

Y∈θR,当x∈Y 时,不妨设Y＝∪
z∈Z

rR(z),于是存在z∈Z使得
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x∈rR(z).由u∈∩{rR(y)|x∈rR(y)}可得u∈rR(z),从而

u∈Y.由Y 的任意性可得u∈∩{Y|Y∈θR,x∈Y}＝R∗∗

({x}).于是有∩{rR(y)|x∈rR(y)}⊆R∗∗ ({x}).

定理３　设(U,R)是广义近似空间.∀x∈U,R∗ ({x})⊆

R∗∗ ({x})当且仅当C是 ∪
x∈U

rR(x)的一个划分.

证明:(必要性)显然,C是 ∪
x∈U

rR(x)的一个覆盖.对于任

意x,y∈U,若rR(x)∩rR(y)≠Ø,则存在z∈U 使得z∈rR

(x)∩rR(y),因此rR(x)∩{z}≠Ø,rR(x)⊆R∗ ({z}).从而

对于任意u∈rR(x),有u∈R∗ ({z})⊆R∗∗ ({z})⊆rR(y).因

此,rR(x)⊆rR(y).同理,可得rR(y)⊆rR(x).故C 是 ∪
x∈U

rR

(x)的一个划分.
(充分性)对于任意x∈U,若y∈R∗ ({x}),则存在z∈U

使得y∈rR(z)且rR (z)∩{x}≠Ø,即x∈rR (z).由于C 是

∪
x∈U

rR(x)的一个划分,因此由引理１可得R∗∗ ({x})＝rR(z),

从而y∈R∗∗ ({x}).由y 的 任 意 性 可 得R∗ ({x})⊆R∗∗

({x}).
推论１　设(U,R)是广义近似空间.∀X⊆U,R∗ (X)＝

R∗∗ (X)当且仅当C是U 的一个划分.

定理４　设(U,R)是广义近似空间.∀X⊆U,R(X)⊆
R∗∗ (X)当且仅当∀x∈U,R({x})⊆R∗∗ ({x}).

证明:必要性显然成立.
(充分性)假设对于任意x∈U,有R({x})⊆R∗∗ ({x}).

对于任意X⊆U,由命题１中的(６)及命题３中的(３)可知,R
(X)＝ ∪

x∈X
R({x}).于是R(X)＝R(∪

x∈X
{x})＝ ∪

x∈X
R({x})⊆

∪
x∈X

R∗∗ ({x})⊆R∗∗ (X).

定理５　设(U,R)是广义近似空间.∀x∈U,R({x})⊆
R∗∗ ({x})当且仅当R－１是欧几里德二元关系.

证明:(必要性)设(x,y)∈R－１,(x,z)∈R－１,则有(y,

x)∈R,(z,x)∈R,从而x∈rR (z).因此z∈R({x})⊆R∗∗

({x}).由于x∈rR(y),因此R∗∗ ({x})⊆rR(y),从而z∈rR

(y),(y,z)∈R,即(z,y)∈R－１.故R－１ 是 欧 几 里 德 二 元

关系.
(充分性)对于x∈U,设y∈R({x}),下证y∈R∗∗ ({x}).

对于任意u∈U,当x∈rR(u)时,有(u,x)∈R,(x,u)∈R－１.

再由y∈R({x})可得x∈rR(y),即(x,y)∈R－１.因为R－１是

欧几里德二元关系,所以有(y,u)∈R－１,从而y∈rR(u).于

是y∈∩{rR(u)|x∈rR(u)}＝R∗∗ ({x}).由y的任意性可得

R({x})⊆R∗∗ ({x}).
定理６　设(U,R)是广义近似空间.若对于任意X⊆U,

有R∗∗ (X)⊆R(X),则R自反.

证明:对于任意x∈U,有R∗∗ ({x})⊆R({x}),即R∗∗

({x})⊆lR(x).因此x∈R∗∗ ({x})⊆lR(x),故R自反.
定理７　设(U,R)是广义近似空间.若R 自反、对称,则

对于任意X⊆U,有R∗∗ (X)⊆R(X).

证明:对于任意x∈R∗∗ (X),下证x∈R(X)即可.由于

R自反,故有 X⊆ ∪
y∈X

rR (y).再由 ∪
y∈X

rR (y)∈θR 及x∈R∗∗

(X)＝∩{Y|Y∈θR,X⊆Y}可得x∈ ∪
y∈X

rR(y).故存在y∈X

使得x∈rR(y).由于R对称,因此y∈rR(x).于是rR(x)∩

X≠Ø,即x∈R(X).
定理８　设(U,R)是广义近似空间.对于任意Xi⊆U,

i∈I,有R∗∗ (∪
i∈I

Xi)＝∪
i∈I

R∗∗ (Xi),其中I是给定的指标集.

证明:由R∗∗ 的单调性可得∪
i∈I

R∗∗ (Xi)⊆R∗∗ (∪
i∈I

Xi).另

一方面,

∪
i∈I

R∗∗ (Xi)＝∪
i∈I

(∩{Zi|Zi∈θR,Xi⊆Zi})

＝∩{∪
i∈I

Zi|Zi∈θR,Xi⊆Zi,i∈I}

对于任意i∈I,Zi∈θR 且Xi⊆Zi时,有∪
i∈I

Zi∈θR 且∪
i∈I

Xi⊆∪
i∈I

Zi,故有:
{∪
i∈I

Zi|Zi∈θR,Xi⊆Zi,i∈I}⊆{W|W∈θR,∪
i∈I

Xi⊆W}

从而可得:

R∗∗ (∪
i∈I

Xi)＝∩{W|W∈θR,∪
i∈I

Xi⊆W}⊆∩{∪
i∈I

Zi|Zi∈

θR,Xi⊆Zi,i∈I}＝∪
i∈I

R∗∗ (Xi)

设(U,R)是广义近似空间.对于任意的x∈U,称NR(x)＝
∩{rR(y)|x∈rR(y)}为x关于R 的邻域.由R 可以确定U
的一个二元关系TR⊆U×U,定义为TR＝{(x,y)∈U×U|x∈
NR(y)}.

定理９　设(U,R)是广义近似空间.则:
(１)TR是自反、传递关系.

(２)对于任意X⊆U,有R∗∗ (X)＝TR(X).
证明:(１)由x∈NR(x)可知TR为自反关系.假设(x,y)∈

TR,(y,z)∈TR.于是有y∈NR(z),由于NR(z)＝∩{rR(u)|
z∈rR(u)},因此当z∈rR(u)时,有y∈rR(u),即{rR(u)|z∈
rR(u)}⊆{rR(u)|y∈rR (u)}.从而∩{rR (u)|z∈rR (u)}⊇
∩{rR(u)|y∈rR (u)},即NR (y)⊆NR (z).因此有x∈NR

(z),即(x,z)∈TR.故TR为传递关系.

(２)对于任意x∈U,由引理１可得R∗∗ ({x})＝NR(x).
另一方面,

TR({x})＝{y|rTR
(y)∩{x}≠Ø}＝{y|(y,x)∈TR}＝

{y|y∈NR(x)}＝NR(x)

从而R∗∗ ({x})＝TR({x}).于是,对于任意X⊆U,有:

R∗∗ (X)＝ ∪
x∈X

R∗∗ ({x})＝ ∪
x∈X

TR({x})＝TR(∪
x∈X

{x})

＝TR(X)

下面的推论给出了R∗∗ 与R相等的充要条件.

推论２　设(U,R)是广义近似空间.∀X⊆U,R∗∗ (X)＝

R(X)当且仅当TR＝R.

４　不同二元关系生成相同近似算子的条件

在广义近似空间中,不同的二元关系生成不同的基于对

象的近似算子.然而,不同的二元关系可能生成相同的基于

粒以及基于子系统的近似算子.本节讨论不同二元关系生成

相同的基于粒以及基于子系统的近似算子的相关条件.
定理１０　设(U,R)与(U,S)是广义近似空间.∀X⊆U,

R∗ (X)＝S∗ (X)当且仅当对于任意x∈U,∃Y,Z⊆U,使得

rR(x)＝ ∪
y∈Y

rS(y),rS(x)＝∪
z∈Z

rR(z).

证明:(充分性)对于任意 X⊆U,设x∈R∗ (X),则存在

y∈U使得x∈rR(y)且rR(y)⊆X.假设Y⊆U 使得rR(y)＝
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∪
z∈Y

rS(z).由x∈rR(y)可知存在z∈Y 使得x∈rS(z).再由

rS(z)⊆X 可得x∈S∗ (X),于是有R∗ (X)⊆S∗ (X).类似可

证S∗ (X)⊆R∗ (X).
(必要性)对于任意x∈U,由R∗ (rR(x))＝S∗ (rR(x)),

R∗ (rR(x))＝rR(x)可得:rR(x)＝S∗ (rR(x))＝∪{rS(y)|rS

(y)⊆rR(x)},故存在Y⊆U 使得rR(x)＝ ∪
y∈Y

rs(y).同理,存

在Z⊆U 使得rS(x)＝∪
z∈Z

rR(z).

定理１１　设(U,R)与(U,S)是广义近似空间.∀X⊆U,

R∗ (X)＝S∗ (X)当且仅当R􀳱R－１＝S􀳱S－１.

证明:(必要性)对于任意x∈U,有R∗ ({x})＝R􀳱R－１

({x})＝lR􀳱R－１(x),S∗ ({x})＝S􀳱S－１({x})＝lS􀳱S－１(x),于是

由R∗ ({x})＝S∗ ({x})可得lR􀳱R－１(x)＝lS􀳱S－１(x).由x的任

意性可得R􀳱R－１＝S􀳱S－１.
(充分性)对于任意 X⊆U,由 R􀳱R－１＝S􀳱S－１可得R∗

(X)＝R－１(R(X))＝R􀳱R－１(X)＝S􀳱S－１(X)＝S－１(S(X))＝
S∗ (X).

定义４[２３]　对于任意 X,Y⊆U,X 与Y 的内积定义为

(X,Y)＝ ∨
x∈U

(X(x)∧Y(x)),其中 X(x)与Y(x)分别表示 X

与Y 的特征函数.
由此定义,若X∩Y≠Ø,则(X,Y)＝１;若 X∩Y＝Ø,则

(X,Y)＝０.
定理１２　设(U,R)与(U,S)是广义近似空间.∀X⊆U,

R∗ (X)＝S∗ (X)当且仅当∀x,y∈U,(lR (x),lR (y))＝(lS

(x),lS(y)).

证明:(必要性)对于任意x,y∈U,若(lR(x),lR(y))＝１,

则存在z∈U 使得z∈lR(x)∩lR(y),即x,y∈rR(z).于是有

rR(z)∩{x}≠Ø,y∈rR(z)⊆R∗ ({x})＝S∗ ({x}).从而存在

u∈U 使得y∈rS(u)且rS(u)∩{x}≠Ø,故有u∈lS(x)∩lS

(y),(lS(x),lS(y))＝１.若(lS(x),lS(y))＝１,类似可以证明

(lR(x),lR(y))＝１.

(充分性)对于任意 X⊆U,假设x∈R∗ (X).于是存在

y∈U 使得x∈rR(y)且rR(y)∩X≠Ø.不妨设z∈rR(y)∩X,

则y∈lR(x)∩lR(z),从而(lS(x),lS(z))＝(lR(x),lR(z))＝１.

于是存在v∈U 使得v∈lS(x)∩lS(z).由z∈rS(v)可得rS

(v)∩X≠Ø,从而x∈rS(v)⊆S∗ (X).由x 的任意性可得

R∗ (X)⊆S∗ (X).类似可证S∗ (X)⊆R∗ (X).

定理１３　设(U,R)与(U,S)是广义近似空间.∀X⊆U,

R∗∗ (X)＝S∗∗ (X)当且仅当∀x∈U,NR(x)＝NS(x).

证明:(必要性)由定理９可得,对于任意 X⊆U,有TR

(X)＝TS(X),从而有TR＝TS.对于任意x,y∈U,若y∈NR

(x),则(y,x)∈TR ＝TS,即y∈NS (x).故有NR (x)⊆NS

(x).类似地,可以证明NS(x)⊆NR(x).因此必要性成立.
(充分性)假设对于x∈U,有NR (x)＝NS(x).于是有

TR＝TS,从而对于任意X⊆U,有R∗∗ (X)＝TR(X)＝TS(X)＝

S∗∗ (X).

文献[２３]给出了R∗ 和R∗ 对偶的条件,具体如下.

命题４[２３]　设(U,R)是广义近似空间.若R∗ 和R∗ 对

偶,则R􀳱R－１是一个等价关系.

下面的例子说明此命题的逆一般不成立.
例２　设U＝{１,２,３,４},R＝{(２,１),(２,２),(２,３),(３,

１),(４,４)},于是有:

R－１＝{(１,２),(２,２),(３,２),(１,３),(４,４)}

R􀳱R－１＝{(１,１),(１,２),(１,３),(２,１),(２,２),(２,３),(３,

１),(３,２),(３,３),(４,４)}
显然,R􀳱R－１是U 上的等价关系.注意到rR (１)＝Ø,rR

(２)＝{１,２,３},rR(３)＝{１},rR(４)＝{４},故有R∗ ({２})＝∪
{rR(x)|rR(x)∩{２}≠Ø}＝∪{rR(x)|２∈rR(x)}＝{１,２,３}.
另一方面,有:

R∗ ({２}c)＝R∗ ({１,３,４})＝∪{rR (x)|rR (x)⊆{１,３,

４}}＝{１,４}
于是有(R∗ ({２}c))c ＝{２,３}≠R∗ ({２}).故R∗ 与R∗ 不

对偶.
下面的定理给出了R∗ 与R∗ 对偶的充要条件.

定理１４　设(U,R)是广义近似空间.R∗ 与R∗ 对偶当且

仅当C＝{rR(x)|x∈U}－{Ø}是U 的划分.

证明:(必要性)因为R∗ 与R∗ 对偶,令x∈U,则有R∗

({x})＝(R∗ ({x}c))c.又由于R∗ ({x})＝∪{rR(y)|x∈rR

(y)},R∗ ({x}c)＝∪{rR(y)|rR(y)⊆{x}c}＝∪{rR(y)|x∉
rR(y)}.从而,U＝(∪{rR(y)|x∈rR(y)})∪(∪{rR(y)|x∉
rR(y)})＝∪{rR(y)|y∈U},即C 是U 的一个覆盖.若x,

y∈U使得rR(x)≠rR (y),不妨假设存在z∈U 使得z∈rR

(x),z∉rR(y),则有:

rR(x)∩rR(y)⊆(∪{rR (u)|z∈rR (u)})∩(∪{rR (u)|

z∉rR(u)})＝R∗ ({u})∩R∗ ({u}c)＝Ø
从而有rR(x)∩rR(y)＝Ø.故C是U 的一个划分.

(充分性)(１)对于任意Xi⊆U,i∈I,有R∗ (∩
i∈I

Xi)＝∩
i∈I

R∗

(Xi),其中I为一个指标集.事实上,R∗ (∩
i∈I

Xi)⊆∩
i∈I

R∗ (Xi)

由R∗ 的单调性可得.另一方面,若x∈∩
i∈I

R∗ (Xi),则对于任

意i∈I,由x∈R∗ (Xi)可知存在yi∈U 使得x∈rR(yi)且rR

(yi)⊆Xi.对于任意的i,j∈I,i≠j,由于rR(yi)∩rR(yj)≠Ø
且C是U 的划分,因此rR(yi)＝rR(yj).于是x∈rR(yi)⊆
∩
j∈I

Xj,即x∈R∗ (∩
i∈I

Xi).

(２)对于任意x∈U,有R∗ ({x})＝(R∗ ({x}c))c.事实

上,R∗ ({x})＝∪{rR (y)|x∈rR(y)},R∗ ({x}c)＝∪{rR(y)|

x∉rR(y)}.由于C是U 的划分,因此R∗ ({x})∪R∗ ({x}c)＝
∪{rR(z)|z∈U}＝U.另一方面,若x∈rR(y),x∉rR(z),则
有rR(y)≠rR(z),从而rR(y)∩rR(z)＝Ø.于是有:

R∗ ({x})∩R∗ ({x}c)

　＝(∪{rR(y)|x∈rR(y)})∩(∪{rR(z)|x∉rR(z)})

＝∪{rR(y)∩rR(z)|x∈rR(y),x∉rR(z)}

＝Ø
从而有R∗ ({x})＝(R∗ ({x}c))c.

(３)对于任意X⊆U,由(１)与(２)可得:

R∗ (X)＝ ∪
x∈X

R∗ ({x})＝ ∪
x∈X

(R∗ ({x }c))c ＝ (∩
x∈X

R∗

({x}c))c＝(R∗ (∩
x∈X

{x}c))c＝(R∗ (Xc))c

故R∗ 与R∗ 对偶.
注:例３说明,当C为U 的划分时,R不一定为等价关系.
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例３假设U＝{１,２,３},R＝{(２,１),(２,２),(３,３)},则有

rR(１)＝Ø,rR(２)＝{１,２},rR (３)＝{３},则C 是U 的一个划

分,且有R∗ (Ø)＝R∗ ({１})＝R∗ ({２})＝Ø,R∗ ({１,３})＝R∗

({２,３})＝R∗ ({３})＝{３},R∗ ({１,２})＝{１,２},R∗ (U)＝U;

R∗ (Ø)＝Ø,R∗ ({３})＝{３},R∗ ({１})＝R∗ ({２})＝R∗ ({１,

２})＝{１,２},R∗ ({１,３})＝R∗ ({２,３})＝R∗ (U)＝U.不难验

证R∗ 与R∗ 是对偶算子,但R不是等价关系.
由推论１和定理１４可得如下推论.
推论３　设(U,R)是广义近似空间.若C＝{rR(x)|x∈

U}－{Ø}是U 的划分,则R∗∗ 与R∗∗ 是对偶算子.
结束语　本文讨论了一般广义近似空间中基于对象、知

识粒以及子系统的广义粗糙近似算子之间的关系,刻画了基

于对象与基于子系统的广义粗糙近似算子以及基于知识粒与

基于子系统的广义粗糙近似算子之间的关系,给出了相应的

上、下近似算子对偶的条件以及不同二元关系生成相同近似

算子的条件.在后续研究中,将进一步讨论粗糙近似算子的

拓扑结构及其应用.
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