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摘　要　作为形式概念分析理论中的一个重要工具,属性探索算法能够以问题为导向,交互式地逐步发现系统知识,在知识的

发现和获取中居于核心地位.但是,当形式背景的规模较大时,属性探索算法的计算过程过于耗时,严重制约了算法在当前大

数据时代的推广与应用.耗时瓶颈主要存在于“寻找下一个与专家交互的问题”这一环节,传统算法在此过程中存在大量冗余

计算.针对这个问题,在分析伪内涵和内涵与蕴涵集合的内在逻辑关系的基础上,提出并证明了３个定理,根据定理给出了一

种基于不相关属性集合的属性探索算法,该算法在计算伪内涵与内涵的过程中,借助提出的定理,跳过违反该逻辑关系的属性

集合是否为伪内涵或者内涵的判断过程,减小了算法的搜索空间,从而降低了算法的时间复杂度.所提算法最好的时间复杂度

为 O(mn２P２),最坏的时间复杂度为 O(mn３P２).实验结果表明,与传统算法相比,该算法具有较为明显的时间性能优势.
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Abstract　Asanimportanttoolinthetheoryofformalconceptanalysis,theattributeexplorationalgorithmisproblemＧoriented

andcaninteractivelydiscoversystemknowledgestepbystep,whichplaysacentralroleinknowledgediscoveryandacquisition．

However,ifthesizeofformalcontextislarge,thecalculationprocessofattributeexplorationalgorithmwillspendtoomuchtime

torestrictseriouslythepromotionandapplicationofthealgorithminthecurrenteraofbigdata．ThebottleneckoftimeＧconsuＧ

mingmainlyliesin“findingthenextproblemtointeractwithexperts”,traditionalalgorithmshavealotofredundantcomputation

inthisprocess．Aimingatthisproblem,threetheoremsareputforwardandprovedbasedonanalyzingthelogicrelationbetween

pseudoＧintent,intentandimplicationset．Accordingtothesetheorems,anattributeexplorationalgorithmbasedonanunrelated

collectionisgiven．DuringpseudoＧintentandintentcalculation,thisalgorithm,bymeansoftheproposedtheorems,canskipthe

processofdeterminingwhetherornotanattributesetthatviolatesthelogicalrelationshipisapseudoＧintentorintent,soastoreＧ

ducethesearchspaceandtimecomplexityofthealgorithm．ThebesttimeisO(mn２P２),theworsttimeisO(mn３P２)．TheexperiＧ

mentalresultsshowthattheproposedalgorithmhasanobvioustimeperformanceadvantagecomparedwiththetraditionalalgoＧ

rithm．
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１　引言

形式概念分析(FormalConceptAnalysis,FCA)[１]把形式

背景中具有共同属性的对象抽取出来,加以概括后称为形式

概念,进而通过形式概念之间的泛化Ｇ特化关系来构造知识的

层次关系.概念格将形式概念通过 Hasse图可视化,直观地

描述了对象(样本)与属性(特征)之间的关联,因此概念格理

论与方法是形式概念分析研究中的基本内容[２].

形式概念分析被认为是数据分析和知识描述的有利工

具,目前已被广泛应用于数据分析[３]、知识发现[４]、规则提

取[５]、概念认知学习[６Ｇ７]等领域[８].

属性探索算法[９]能够通过交互式询问领域专家一系列问

题的方式,来计算形式背景中属性之间的蕴涵关系.这种蕴

涵关系能够表示事物的内在逻辑规律,是知识表示的一种重

要形式.与其他基于对已有数据进行统计或归纳方式的知识

获取方法不同,属性探索算法能够通过询问的方式主动探索

未知蕴涵关系.其探索过程可概括为:首先,根据形式背景中

的属性集合,提出属性与属性间蕴涵关系是否成立的问题;其

次,由专家判断这些问题是否成立;然后,属性探索算法根据

专家不同的回答,计算下一个需要交互的属性与属性间的蕴

涵关系式;最后,算法循环产生问题,从而获取到领域专家知

识中属性之间的所有蕴涵关系.

例如,在信息系统访问控制需求捕获的问题中,我们以访

问控制权限为属性,以用户为对象建立该系统的访问控制形

式背景.因算法对访问控制授权的背景知识未知,算法初始

时的访问控制形式背景为空,之后算法根据权限集合提出了

类似于“实验室的所有人都可以打开实验室的门?”“可以打

开实验室门的人是不是都可以打开保险柜的门?”的蕴涵关系

问题.这些问题由交互的领域专家给出一个肯定的答案,或

者提出一个反例反驳它.如果专家给出肯定的答案,则记录

这个蕴涵关系式,并计算出下一个待专家回答的蕴涵关系式.

如果专家给出了一个反例,则将反例加入算法的形式背景中,

并在加入反例后的形式背景中重新计算当前的蕴涵关系式.

算法如此反复迭代直至最终获取到领域专家关于访问控制授

权的知识背景,以及权限(属性)间的蕴涵关系.这种通过主

动询问专家的方式来探索未知属性蕴涵关系的特点,使得属

性探索算法在知识发现和获取中具有核心地位,被认为是一

种重要的知识获取方法.

目前,属性探索算法已经被应用于多个领域.BorchＧ

mann[１０]从形式概念分析出发,为属性探索提出了一个通用的

描述框架,将属性探索的变体看作通用框架下的一个实例.

Borchmann[１１]提出了基于置信度概念的属性探索,为在可能

有错误的形式背景中进行属性探索,提供了一个可行性方案.

Glodeanu[１２]提出了基于已有背景知识的模糊属性探索算法,

该算法允许领域专家给出模糊的回答.Obiedkov等[１３]以属

性探 索 交 互 式 地 构 建 基 于 网 络 结 构 的 访 问 控 制 模 型.

Jäschke等[１４]将属性探索应用于 Web查询,提出了一种基于

属性探索的网络信息检索方法,提高了查询效率.Obiedkov
等[１５]提出了协作的概念探索,帮助人们构建事物本体.HaniＧ

ka等[１６]提出了一种专家对概念集进行协作获取知识的方法.

Codocedo等[１７]使用属性探索算法对上下文进行抽样,提出了

一种计算上下文模式结构的方法,降低了计算高维对象结构

的复杂度.

然而,由于属性探索算法具有属性蕴涵计算完备性的特

点,因此其计算过程过于耗时,无法满足当前大数据时代中对

海量数据知识获取的需求,限制了算法的进一步应用.如何

降低计算的时间开销,成为了当前研究的一个重要问题.文

献[１８Ｇ１９]为属性探索算法设置了一个固有前提,以提高算法

效率,但是这种方案在提高算法效率的同时,也使得该算法具

有一定的局限性.

Kriegel[２０]提出了一种并行的属性探索算法,以增加单位

时间计算能力的方式来降低属性探索算法的耗时.并行计算

的方案缩短了属性探索算法的整体耗时,但是无助于改进单

个节点中串行算法的时间复杂度.与前述方案不同,本文着

眼于寻找并规避算法内在的冗余计算过程,以有效降低算法

的时间开销.

属性探索算法耗时瓶颈的关键在于“寻找下一个与专家

交互的问题”,传统属性探索算法以计算蕴涵伪壳的方式寻找

下一个交互问题.研究发现,此过程中存在规避冗余计算的

可能.例如,Zhao等[２１]运用属性集合与蕴涵集合相关性定义

对属性探索算法进行改进,在一定程度上改进了算法的效率.

但是该算法在寻找下一个交互问题时,需要逐个遍历属性集

合的所有组合方式,当属性较多时算法的搜索空间较大,耗时

仍较为明显.

本文发现,在属性探索过程中存在一类与主基不相关的

集合.这些集合包含主基中某个蕴涵式的前件,不包含这个

蕴涵式的后件,而且主基与内涵集合都不含有这类属性集合.

对此,本文提出了一种 AEUS(AttributeExplorationof

UnrelatedSet)算法,借助属性集合与主基不相关的关系,跳

过与主基不相关的属性集合是否为下一个属性探索问题的判

断过程,减小寻找下一个交互问题的搜索空间,从而降低算法

的时间复杂度.

２　基础知识

下面给出本文所用到的相关定义[１,５,２１].

定义１　一个形式背景K＝(U,M,I)由两个集合U 和M
以及U 与M 间的关系I组成,U 的元素称为对象,M 的元素

称为属性.(u,m)∈I或者(uIm)表示对象u拥有属性m.

我们用(u,m)∉I表示对象u不拥有属性m.

定义２　设 K＝(U,M,I)是一个形式背景,若 A⊆U,

B⊆M,令:

f(A)＝{m∈M|∀u∈A,(u,m)∈I}

及

g(B)＝{u∈U|∀m∈B,(u,m)∈I}

如果A,B满足f(A)＝B,g(B)＝A,则称二元组(A,B)是
一个概念.A是概念(A,B)的外延,B是概念(A,B)的内涵.

形式背景K＝(U,M,I)上的概念有以下基本性质(∀A,

A１,A２⊆U,∀B,B１,B２⊆M).

性质１　A１⊆A２⇒f(A２)⊆f(A１);B１⊆B２⇒g(B２)⊆

g(B１);A⊆g(f(A));B⊆f(g(B));若B＝f(g(B)),则B 是
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形式背景K 上的一个内涵.

定义３　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,Y⊆M,满足:

(１)Y≠f(g(Y))(即Y⊂f(g(Y)));

(２)对于每一个伪内涵Y１⊂Y 都有f(g(Y１))⊆Y,则称Y
是一个伪内涵.

定义４　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,Y１,Y２⊆M.

若g(Y１)⊆g(Y２),则称在 K 中Y２值依赖于Y１,记作Y１－＞

Y２,也称蕴涵式Y１－＞Y２在K 中成立.

定义５　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,则称值依赖

集合{B－＞f(g(B))－B|B是K 的伪内涵}是K 的主基.

定义６　给定形式背景 K＝(U,M,I),蕴涵式集合J
(K),蕴涵式C－＞D∈J(K).若属性集合T⊆M 当且仅当

C⊈T 或D⊆T 时,则称T 与C－＞D 相关.若T 与J(K)中
所有的蕴涵式都相关,则称T 与J(K)相关.

根据概念格的值依赖理论,主基可以产生在形式背景中

成立的全部值依赖,即属性的蕴涵关系.由定义５可知,只要

找出全部伪内涵即可得到形式背景的主基.定义６中属性集

合与蕴涵式集合的相关性判断可以用于伪内涵的计算.

定义７　设 K＝(U,M,I)是一个形式背景,M＝{m１,

m２,􀆺,mn},M 中的属性满足基本线性序关系(m１＜m２＜􀆺＜
mn),则对于任意的Y１,Y２⊆M 当且仅当存在mi∈Y２－Y１且

Y１∩{m１,􀆺,mi－１}＝Y２∩{m１,􀆺,mi－１}时,称属性集合Y１的

字典序小于属性集合Y２的字典序,记作Y１＜Y２.

定义７描述的属性集合字典序关系＜是２M 的一个线性

序关系,可按照该字典序的关系逐个产生所有的属性集合,并

逐个测试该属性集合是否是伪内涵或者内涵.

３　属性探索算法的理论研究与改进

属性探索算法以主动提出问题的方式与领域专家交互,

通过字典序遍历属性集合,并测试该集合是否是伪内涵或者

内涵.利用为伪内涵的属性集合产生蕴涵式,从而构建形式

背景的主基,获取相关的背景知识.由于该字典序是所有属

性幂集上的一个线性序,因此保证了属性探索算法的完备性,

但当属性数目较多时,算法的耗时很长.

上述过程中耗时的关键在于,通过遍历的方式测试属性

集是否为伪内涵或者内涵的过程存在大量冗余计算.本文发

现,如果属性集合包含主基中某个蕴涵式的前件,但是不包含

后件,那么这个属性集合就不可能是内涵或者伪内涵,这有助

于跳过一些不必要的计算过程.

３．１　理论依据

为方便阐述,我们首先做如下定义.

定义８　给定形式背景 K＝(U,M,I),属性集合B,D⊆

M,且B＜D.若集合T＝{C|B＜C＜D,C⊆M},则称T 是属

性集合B 与属性集合D 在序＜上的开区间,记为‹B,D›.

定义９　给定形式背景 K＝(U,M,I),属性集合B,B′⊆

M.若B＜B′且区间‹B,B′›为空集,则称B′仅大于B,记为

B′≻B.

定义１０　给定形式背景K＝(U,M,I),属性集合B,N⊆

M,B＜N 且N⊉B,若对于任意的属性集合T∈‹B,N›,都有

T⊃B,则称 N 非平凡仅大于B,记为B N.

定义１１　给定形式背景 K＝(U,M,I)与 K 上的主基

J(K),蕴涵式C－＞D∈J(K).若属性集合T⊆M 当且仅当

C⊆T 且D⊈T 时,称T 与蕴涵式C－＞D 不相关.若T 与

主基J(K)中任意一个蕴涵式不相关,则称 T 与J(K)不

相关.

基于上述定义,我们有如下发现,可作为进一步改进属性

探索算法的理论依据.

定理１　给定形式背景 K＝(U,M,I)与 K 上的主基

J(K),任意蕴涵式C－＞D∈J(K).若属性集合T 与C－＞

D 不相关,则在K 中T 既不是内涵也不是伪内涵.

证明:先证明T 不是内涵.由于T 与C－＞D 不相关,

因此由定义１１可知C⊆T 且D⊈T.由性质１可知T⊆f(g
(T)),所以 C⊆T⊆f(g(T)).由 C⊆T 和 性 质 １ 可 知,

g(T)⊆g(C),f(g(C))⊆f(g(T)).将f(g(C))⊆f(g(T))

两端同时减C 得到f(g(C))－C⊆f(g(T))－C.又因为

C－＞D∈J(K),所以f (g(C))－C＝D.因为 D⊈T,所以

f(g(T))－C⊈T,将式子两端同时加上集合C得f(g(T))⊈

T∪C,因为C⊆T,所以f(g(T))⊈T.由性质１可知T 不是

内涵.

再证明T 不是伪内涵.由上述证明知f(g(T))≠T,即

T 满足定义３的条件(１).

下面利用反证法说明T 不满足定义３的条件(２).假设

T满足定义３的条件(２),则任意伪内涵Y１⊂T 都必须满足

f(g(Y１))⊆T.由于C－＞D∈J(K),因此C在K 中是一个

伪内涵.又因为T 与C－＞D 不相关,由定义１１可知C⊆T
且D⊈T.根据定义５有f(g(C))－C＝D⊈T,所以f(g
(C))⊈T.即,存在一个伪内涵C⊂T 不满足f(g(C))⊆T,

与假设命题矛盾.因此,在K 中T 不是伪内涵.证毕.

定理１表明,如果属性集合与主基中任意一个蕴涵式不

相关(即包含蕴涵式前件,但是不包含这个蕴涵式后件),那么

这个属性集合既不是内涵也不是伪内涵.因为在属性探索中

只考虑内涵或者伪内涵的属性集合,所以满足定理１的属性

集合可以忽略不计.

引理１　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,对于任意的

Y１,Y２⊆M,若Y１＜Y２,则Y２⊈Y１.

证明:因为Y１＜Y２,由定义７可知,存在mi∈Y２－Y１且

Y１∩{m１,􀆺,mi－１}＝Y２∩{m１,􀆺,mi－１}.若Y２⊆Y１,则mi＝

Y２－Y１＝Ø,即不存在这样的mi,与Y１＜Y２矛盾,所以Y２⊈

Y１.

定理２　给定形式背景 K＝(U,M,I)与 K 上的主基J
(K),对于任意蕴涵式B－＞f((g(B))－B∈J(K),若存在

B′,N⊆M,满足B′≻B且B′与J(K)不相关,B N 且N 与J
(K)相关,则在区间‹B,min(f((g(B)),N)›内,既不存在内

涵也不存在伪内涵.

证明:因为B′与J(K)不相关,由定理１可知B′既不是内

涵也不是伪内涵.

(１)设f((g(B))＞N,由定义１０可知,对于任意的属性

集合C∈‹B,N›,都满足B⊆C.因为C＜N＜f(g(B)),所以

由引理１可知f(g(B))⊈C,即C 满足定义１１的题设条件,

所以由定理１可知C 既不是内涵也不是伪内涵.由于C 是
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区间‹B,N›内任意的属性集合,因此在区间‹B,N›内,既不存

在内涵也不存在伪内涵.

(２)设 N＞f((g(B)),由区间定义可知‹B,f(g(B))›⊂
‹B,N›.由定义１０可知,对于任意的属性集合C∈‹B,f(g
(B))›,都满足B⊆C.因为C＜f(g(B)),所以由引理１可知

f(g(B))⊈C,即C满足定义１１的题设条件,所以由定理１可

知C既不是内涵也不是伪内涵.由于 C 是区间‹B,f((g
(B))›内任意的属性集合,因此在区间‹B,f(g(B))›内,既不

存在内涵也不存在伪内涵.

(３)设N＝f(g(B)),因为字典序是一个线性序,所以 N⊆

f(g(B)),f(g(B))⊆N.由定义１０可知,对于任意的属性集

合C∈‹B,N›,都满足B⊆C.因为C＜N＝f(g(B)),所以由

引理１可知f(g(B))⊈C,即C 满足定义１１的题设条件,所

以由定理１可知C 既不是内涵也不是伪内涵.由于C 是区

间‹B,N›内任意的属性集合,因此在区间‹B,N›内,既不存在

内涵也不存在伪内涵.证毕.

定理２表明,对于主基中的任何一个蕴涵式,通过计算蕴

涵式前件属性集合的仅大于属性集合的不相关性,以及非平

凡仅大于属性集合的相关性,可以得到一个既不存在内涵也

不存在伪内涵的属性集合区间.这为我们在以字典序遍历并

判断属性集是否为伪内涵或内涵时,忽略前述这些属性集合

区间的计算,提供了理论依据.

定理３　给定形式背景 K＝(U,M,I)与 K 上的主基J
(K),T⊆M,蕴涵式集合J＜T(K)＝{C－＞D|C－＞D∈J(K)

且C＜T}.若属性集合 T 与J＜T (K)相关,则 T 与J(K)

相关.

证明:由题干知J＜T(K)⊆J(K),因为T 与J＜T(K)相关,

所以对于任意的C－＞D∈J＜T(K),都满足C⊈T 或D⊆T;

又因为对于任意的E－＞F∈J(K)－J＜T(K),都满足T＜E,

所以由引理１可知E⊈T,故T 满足定义６的条件,即T 与J
(K)－J＜T(K)相关.又因为T 与J＜T(K)相关,所以T 与J
(K)相关.证毕.

定理３表明,给定一个形式背景与主基,若某个属性集合

与主基中小于其字典序的蕴涵式都相关,则该属性集合与主

基相关.即某个属性集合与主基相关的必要条件是该属性集

合与主基中小于其字典序的蕴涵式都相关.在属性探索算法

中,在以字典序遍历属性集合时,只需要考虑此属性集合是否

与当前的部分主基相关,不需要考虑其字典序之后的蕴涵式.

定理３为我们在属性探索中判断属性集合与主基是否相关提

供了理论依据.

３．２　属性探索算法的改进

本节在上述定义及定理的基础上,借鉴传统属性探索算

法与专家问答的框架,设计了一种基于不相关属性集合的属

性探索算法(AEUS).该算法在以字典序遍历测试属性集合

是否为内涵或伪内涵时,利用定理２直接跳过与主基不相关

的属性集合.算法的描述如算法１所示.

算法１　AEUS算法

输入:属性集 M,专家脑中关于属性依赖是否成立的判定(在运行中

交互)

输出:主基Ji(K),内涵集合Ci(K)

BEGIN

１．J０(K)←Ø;C０(K)←Ø;K０←Ø;U０←Ø;B０←Ø;

２．FLAG ＝FALSE

３．WHILE(Bi≠M)

４．在Ki中计算f(g(Bi))

５．问专家Bi－＞f(g(Bi))－Bi在 K中是否成立?

６．IF不成立,专家给出反例ui

７．Ui＋１←Ui∪ui

８．Bi＋１←Bi

９．Ji＋１(K)←Ji(K)

１０．Ci＋１(K)←Ci(K)

１１．Ki＋１←K(Ui＋１,M,I)

１２．ELSE

１３．Ki＋１←Ki

１４．　IF(f(g(Bi))≠Bi)

１５．　FLAG＝TRUE

１６．Ci＋１(K)←Ci(K)

１７．Ji＋１(K)←Ji(K)∪(Bi－＞f(g(Bi))－Bi)

１８．　ELSE

１９．Ji＋１(K)←Ji(K)

２０．　Ci＋１(K)←Ci(K)∪(Bi)

２１．　ENDIF

２２．B′←仅大于Bi的属性集合

２３．　IF(B′与J(K)相关)THEN

２４．Bi＋１←B′

２５．　ELSE

２６．　IF(FLAG)THEN

２７．Bi＋１←findNextB(Bi,Ji＋１(K))

２８．　ELSE

２９．Bi＋１←findNextB(B′,Ji＋１(K))

３０．　ENDIF

３１．　ENDIF

３２．ENDIF

３３．END WHILE

３４．END

算法１初始时,形式背景为空,主基为空,内涵集为空.

然后,不断以字典序产生要测试的属性集,询问专家以该属性

集为前件的蕴涵式是否成立.如果不成立,则在形式背景中

添加一个反例并重新计算;如果成立,则判断该属性集是内涵

还是伪内涵.如果是伪内涵,则产生以该伪内涵为前件的蕴

涵式并加入到主基中.如果不是伪内涵,根据概念格的值依

赖与属性集合相关性理论,其必然是内涵,则将该属性集加入

到内涵集.最后,按字典序产生下一个待测试的属性集,在此

过程中将利用定理２的理论依据,直接跳过不需要测试的集

合.算法具体步骤的分析如下.

AEUS算法的第４行、第５行在形式背景Ki中计算f(g
(Bi)),并以此生成蕴涵关系式Bi－＞f(g(Bi))－Bi与领域

专家进行交互问答.第６行、第７行,专家判断上述蕴涵式不

成立,并根据自己拥有的知识体系,提供一个反例加入到形式

背景Ki中,得到形式背景Ki＋１.由于形式背景发生了改变,

因此需要令Bi＋１←Bi,重新计算f(g(Bi)).第１４行－第３１
行是专家判断蕴涵关系式成立时的处理过程.第１４行判断
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Bi是否为伪内涵,若f(g(Bi))≠Bi,则说明Bi是伪内涵,将蕴

涵关系式加入主基.第１８行、第１９行说明Bi是内涵,将Bi加

入内涵集合.至此算法对Bi的探索已经完成.第２２行－第

３１行是算法根据Bi与当前的主基,计算下一个需要探索的属

性集合Bi＋１.首先计算出字典序中仅大于Bi的属性集合B′,

由定义９可知区间‹Bi,B′›＝Ø,如果B′与Ji(K)相关,由定理

３可知B′与主基相关,则Bi＋１＝B′.若B′与当前主基不相关,

则利用定理２,跳过某个属性区间从而得到Bi＋１.其中findＧ

NextB算法是利用定理２计算Bi＋１的过程,具体描述如算法２
所示.findNextB算法第１行中,T 是Bi所有子集在形式背景

中经过f 运算与g 运算后的并集,第２行计算出非平凡仅大

于Bi的属性集合N.该算法根据定理２跳过区间‹Bi,Bi＋１›

内的属性集合,从而计算出Bi＋１.

算法２　findNextB算法描述

输入:属性集合Bi,主基J(K)

输出:下一个属性集合Bi＋１

１．T←∪f(g(Bi))

２．N←非平凡仅大于Bi的属性集合

３．WHILE(N与J(K)不相关)

４．N←非平凡仅大于 N的属性集合

５．T←∪f(g(N)

６．把 T添加到 TArray中

７．END WHILE

８．IF(TArray!＝null)THEN

９．T←min(TArray)

１０．　ENDIF

１１．IF(T＞N)THEN

１２．　RETURNNELSE

１３．　RETURNT

１４．　ENDIF

１５．END

设形式背景的规模是 m∗n,在 AEUS算法中每个Bi都

需要遍历一次形式背景来计算f(g(Bi)),因此对于每个Bi来

说,时间复杂度为O(m∗n).findNextB算法在计算Bi＋１时每

次最坏的情况需要计算n次N,而每次判断 N 是否与主基相

关需要遍历主基.因为主基的规模与m 和n 相关,但这个关

系不是很明确,所以设主基的规模为P,则每次计算 N 的时

间复杂度是 O(n∗P),又因为计算T 需要遍历主基,而且规

模为m∗n的形式背景中有n个N,所以findNextB算法最坏

的时间复杂度为 O(n∗n∗P∗P),最好的情况下每次仅需计

算一次 N,即时间复杂度为 O(n∗P∗P).因此,AEUS算法

最坏的时间复杂度为 O(m∗n∗n∗n∗P∗P),最好的时间

复杂度为 O(m∗n∗n∗P∗P).虽然本文算法的时间复杂

度与P 相关,但是与传统属性探索算法的时间复杂度相比,

本文算法的时间复杂度远小于传统属性探索算法.

４　属性探索算法的过程示例

本节通过一个示例来分别阐述文献[２１]的属性探索算法

(为方便阐述,本文将其记为 AERS算法)与本文提出的 AEＧ

US算法的运行过程,重点对比上述两种算法在求解Bi的下

一个属性集合Bi＋１的过程中所需步骤的数量.给定形式背景

K＝(U,M,I),其中U＝(１,２,３,４),M＝(a,b,c,d,e,f,g,h,

i)且a＜b＜c＜d＜e＜f＜g＜h＜i.其中,专家脑中的知识背

景K 如表１所列.

表１　形式背景K

Table１　FormalcontextK

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １
３ ０ ０ １ １ １ ０ １ ０ ０
４ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０

４．１　AERS算法过程示例

初始状态K０＝Ø(见表２),C０(K)＝Ø,J０(K)＝Ø,B０＝

Ø.

表２　形式背景K０

Table２　FormalcontextK０

a b c d e f g h i

(１)在形式背景K０中,f(g(Ø))＝{abcdefghi},问专家

Ø－＞f(g(Ø))－Ø即 Ø－＞abcdefghi在K 中是否成立.

在K 中,g(Ø)＝{１,２,３,４},g(abcdefghi)＝Ø.因为{１,２,

３,４}⊈Ø,所以 Ø－＞abcdefghi在K 中不成立.从 K 中取

出反驳蕴涵式 Ø－＞abcdefghi成立的反例对象１,将其加入

形式背景K０,得到形式背景K１(见表３),C１(K)＝C０(K),

B１＝B０,J１(K)＝J０(K).

表３　形式背景K１

Table３　FormalcontextK１

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０

(２)在形式背景K１中,f(g(Ø))＝{cdefg},问专家 Ø－＞f(g
(Ø))－Ø即 Ø－＞cdefg在K 中是否成立.在 K 中g(Ø)＝
{１,２,３,４},g(cdefg)＝{１}.因为{１,２,３,４}⊈{１},所以 Ø－＞

cdefg在K 中不成立.从K 中取出反驳蕴涵式 Ø－＞cdefg
成立的反例对象２,将其加入形式背景K１,得到形式背景K２

(见表４),C２(K)＝C１(K),B２＝B１,J２(K)＝J１(K).

表４　形式背景K２

Table４　FormalcontextK２

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １

(３)在形式背景K２中,f(g(Ø))＝{g},问专家 Ø－＞f(g
(Ø))－Ø即 Ø－＞g 在K 中,是否成立.在 K 中,g(Ø)＝
{１,２,３,４},g(g)＝{１,２,３}.因为{１,２,３,４}⊈{１,２,３},所以

Ø－＞g在K 中不成立.从K 中取出反驳蕴涵式 Ø－＞g成

立的反例对象４,将其加入形式背景K２,得到形式背景K３(见

表５),C３(K)＝C２(K),B３＝B２,J３(K)＝J２(K).

表５　形式背景K３

Table５　FormalcontextK３

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １
４ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０
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　　(４)在形式背景K３中,f(g(Ø))＝{Ø},问专家 Ø－＞f
(g(Ø))－Ø即 Ø－＞Ø在K 中是否成立.在 K 中,g(Ø)＝
{１,２,３,４},g(Ø)＝{１,２,３,４}.因为{１,２,３,４}＝{１,２,３,

４},所以 Ø－＞Ø在 K 中成立.又因为f(g(Ø))＝Ø,所以

Ø为内涵,C４(K)＝C３(K)∪Ø,K４＝K３,J４(K)＝J３(K),计

算B４.

(５)Ø的下一个元素是{i},{i}与J４(K)相关,所以B４＝i.

(６)在形式背景K４中,f(g(i))＝{ig},问专家i－＞f(g
(i))－i即i－＞g在K 中是否成立.在 K 中,g(i)＝{１},g
(g)＝{１,２,３}.因为{１}⊆{１,２,３},所以i－＞g在K 中成

立.又因为f(g(i))＝{ig}≠i,所以i为伪内涵,C５(K)＝C４

(K),K５＝K４,J５(K)＝J４(K)∪{i－＞g},计算B５.

(７)i的下一个元素是{h},{h}与J５(K)相关,所以B５＝h.

(８)在形式背景K５中,f(g(h))＝{abcdh},问专家h－＞

f(g(h))－h 即h－ ＞abcd 在 K 中 是 否 成 立.在 K 中,

g(h)＝{４},g(abcd)＝{４}.因为{４}＝{４},所以h－＞abcd
在K 中成立.又因为f(g(h))＝{abcdh}≠h,所以h为伪内

涵,C６(K)＝C５ (K),K６ ＝K５,J６ (K)＝J５ (K)∪ {h－ ＞

abcd},计算B６.

(９)h的下一个元素是{hi},{hi}与J６(K)不相关;hi的下

一个元素是{g},{g}与J６(K)相关,所以B６＝g.

(１０)在形式背景K６中,f(g(g))＝{g},问专家g－＞f(g
(g))－g即g－＞Ø在K 中是否成立.在 K 中,g(g)＝{１,

２,３},g(Ø)＝{１,２,３,４}.因为{１,２,３}⊆{１,２,３,４},所以

g－＞Ø在K 中成立.又因为f(g(g))＝{g}＝g,所以g为

内涵,C７(K)＝C６(K)∪{g},K７＝K６,J７(K)＝J６(K),计

算B７.

(１１)g的下一个元素是{gi},{gi}与J７(K)相关,所以

B７＝gi.

(１２)在形式背景K７中,f(g(gi))＝{gi},问专家gi－＞

f(g(gi))－gi即gi－＞Ø在K 中是否成立.在K 中,g(gi)＝
{２},g(Ø)＝{１,２,３,４}.因为{２}⊆{１,２,３,４},所以gi－＞

Ø在K 中成立.又因为f(g(gi))＝{gi}＝gi,所以gi为内

涵,C８(K)＝C７(K)∪{gi},K８ ＝K７,J８ (K)＝J７ (K),计

算B８.

(１３)gi的下一个元素是{gh},{gh}与J８(K)不相关;gh
的下一个元素是{ghi},{ghi}与J８(K)不相关;ghi的下一个

元素是{f},{f}与J８(K)相关,所以B８＝f.

(１４)在形式背景K８中,f(g(f))＝{cdefg},问专家f－＞

f(g(f))－f即f－＞cdeg在K 中是否成立.在K 中,g(f)＝
{１},g(cdeg)＝{１,３}.因为{１}⊆{１,３},所以f－＞cdeg在

K 中成立.又因为f(g(f))＝{cdeg}≠f,所以f为伪内涵,

C９(K)＝C８(K),K９＝K８,J９(K)＝J８(K)∪{f－＞cdeg},计

算B９.

(１５)f的下一个元素是{fi},{fi}与J９(K)不相关;fi的

下一个元素是{fh},{fh}与J９(K)不相关;fh的下一个元素

是{fhi},{fhi}与J９(K)不相关;fhi的下一个元素是{fg},

{fg}与J９(K)不相关;fg的下一个元素是{fgi},{fgi}与J９

(K)不相关;fgi的下一个元素是{fgh},{fgh}与J９(K)不相

关;fgh的下一个元素是{fghi},{fghi}与J９(K)不相关;

fghi的下一个元素是{e},{e}与J９(K)相关,所以B９＝e.即

区间‹f,e›与J９(K)不相关,{e}与J９(K)相关.

(１６)在形式背景K９中,f(g(e))＝{cdefg},问专家e－＞

f(g(e))－e即e－＞cdfg在K中是否成立.在K中,g(e)＝{１,

３},g(cdfg)＝{１}.因为{１,３}⊈{１},所以e－＞cdfg在K
中不成立.从K 中取出反驳蕴涵式e－＞cdfg成立的反例

对象３,将其加入形式背景K９,得到形式背景K１０,如 表 ６
所列.

表６　形式背景K１０

Table６　FormalcontextK１０

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １
４ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０
３ ０ ０ １ １ １ ０ １ ０ ０

(１７)在形式背景K１０中,f(g(e))＝{cdeg},问专家e－＞

f(g(e))－e即e－＞cdg在K 中是否成立.在 K 中,g(e)＝
{１,３},g(cdeg)＝{１,３}.因为{１,３}＝{１,３},所以e－＞cdeg
在K 中成立.又因为f(g(e))＝{cdeg}≠e,所以e为伪内

涵,C１０(K)＝C９(K),K１０＝K９,J１０(K)＝J９(K)∪{e－＞cd}.

(１８)AERS算法计算Bi＋１的过程如表７所列.

表７　AERS计算Bi＋１的过程

Table７　CalculatetheBi＋１processofAERS

i Bi＋１

９
区间‹e,d›内属性集合都与J１０(K)不相关,{d}与J１０(K)相关,
所以B１０＝d

１０
区间‹d,c›内属性集合都与J１１(K)不相关,{c}与J１１(K)相关,
所以B１１＝c

１１
区间‹c,cd›内属性集合都与J１２(K)不相关,{cd}与J１２(K)相

关,所以B１２＝cd

１２
区间‹cd,cdg›内属性集合都与J１３(K)不相关,{cdg}与J１３(K)
相关,所以B１３＝cdg

１３
区间‹cdg,cdeg›内属性集合都与J１４(K)不相关,{cdeg}与J１４

(K)相关,所以B１４＝cdeg
１４ {cdegi}与J１５(K)相关,所以B１５＝cdegi

１５
区间‹cdegi,cdefg›内属性集合都与J１６(K)不相关,{cdefg}与
J１６(K)相关,所以B１６＝cdefg

１６
区间‹cdefg,b›内属性集合都与J１７(K)不相关,{b}与J１７(K)相
关,所以B１７＝b

１７
区间‹b,a›内属性集合都与J１８(K)不相关,{a}与J１８(K)相关,
所以B１８＝a

１８
区间‹a,abcdh›内属性集合都与J１９(K)不相关,{abcdh}与J１９

(K)相关,所以B１９＝abcdh

１９
区间‹abcdh,abcdegh›内属性集合都与J２０(K)不相关,{abcdeＧ
gh}与J２０(K)相关,所以B２０＝abcdegh

２０
区间‹abcdegh,abcdefghi›内属性集合都与J２１(K)不相关,{abＧ
cdefghi}与J２１(K)相关,所以B２１＝abcdefghi

２１ 结束

由上述过程可以看出,AERS算法中区间内属性集合的

数量非常多.因为该算法需要遍历较多的属性集合,所以该

算法的时间复杂度高.

４．２　AEUS算法过程示例

由于 AEUS算法与 AERS算法的计算情形从步骤(１)—

步骤(４)均相同,因此省略该步骤,从步骤(５)开始讨论.

(５)Ø的下一个元素B′＝{i},B′与J４(K)相关,所以B４＝i.

(６)在形式背景K４中f(g(i))＝{ig},问专家i－＞f(g
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(i))－i即i－＞g在K 中是否成立.在 K 中g(i)＝{１},g
(g)＝{１,２,３}.因为{１}⊆{１,２,３},所以i－＞g在K 中成

立.又因为f(g(i))＝{ig}≠i,所以i为伪内涵,C５(K)＝

C４(K),K５＝K４,J５(K)＝J４(K)∪{i－＞g},计算B５.

(７)i的下一个元素B′＝{h},B′与J５(K)相关,所以B５＝h.

(８)在形式背景K５中,f(g(h))＝{abcdh},问专家h－＞

f(g(h))－h即h－＞abcd在K 中是否成立.在K 中,g(h)＝
{４},g(abcd)＝{４}.因为{４}＝{４},所以h－＞abcd在K 中

成立.又因为f(g(h))＝{abcdh}≠h,所以h为伪内涵,C６

(K)＝C５(K),K６＝K５,J６(K)＝J５(K)∪{h－＞abcd},计

算B６.

(９)h字典序下一个元素B′＝{hi},B′与J６(K)不相关,计

算T＝abcdh,N＝g,因为T＞N,所以B６＝g.

(１０)在形式背景K６中,f(g(g))＝{g},问专家g－＞f(g
(g))－g即g－＞Ø在K 中是否成立.在 K 中,g(g)＝{１,

２,３},g(Ø)＝{１,２,３,４}.因为{１,２,３}⊆{１,２,３,４},所以

g－＞Ø在K 中成立.又因为f(g(g))＝{g}＝g,所以g为

内涵,C７(K)＝C６(K)∪{g},K７＝K６,J７(K)＝J６(K),计

算B７.

(１１)g的下一个元素B′＝{gi},B′与J７(K)相关,所以

B７＝gi.

(１２)在形式背景K７中,f(g(gi))＝{gi},问专家gi－＞

f(g(gi))－gi即gi－＞Ø在K 中是否成立.在K 中,g(gi)＝
{２},g(Ø)＝{１,２,３,４}.因为{２}⊆{１,２,３,４},所以gi－＞

Ø在K 中成立.又因为f(g(gi))＝{gi}＝gi,所以gi为内

涵,C８(K)＝C７(K)∪{gi},K８ ＝K７,J８ (K)＝J７ (K),计

算B８.

(１３)gi的下一个元素B′＝{gh},B′与J８(K)不相关,计算

T＝abcdgh,N＝f.因为 N＜T,所以B８＝N＝f.

(１４)在形式背景K８中,f(g(f))＝{cdefg},问专家f－＞

f(g(f))－f即f－＞cdeg在K 中是否成立.在K 中,g(f)＝
{１},g(cdeg)＝{１,３}.因为{１}⊆{１,３},所以f－＞cdeg在

K 中成立.又因为f(g(f))＝{cdeg}≠f,所以f为伪内涵,

C９(K)＝C８(K),K９＝K８,J９(K)＝J８(K)∪{f－＞cdeg},计

算B９.

(１５)f的下一个元素B′＝{fi},{fi}与J９(K)不相关,计

算T＝cdefg,N＝e,因为T＞e,所以B９＝e.

(１６)在形式背景K９中,f(g(e))＝{cdefg},问专家e－＞

f(g(e))－e即e－＞cdfg在K中是否成立.在K中,g(e)＝{１,

３},g(cdfg)＝{１}.因为{１,３}⊈{１},所以e－＞cdfg在K
中不成立.从K 中取出反驳蕴涵式e－＞cdfg成立的反例

３,将其加入形式背景K９,得到形式背景K１０,如表８所列.

表８　形式背景K１０

Table８　FormalcontextK１０

a b c d e f g h i
１ ０ ０ １ １ １ １ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ １
４ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０
３ ０ ０ １ １ １ ０ １ ０ ０

(１７)在形式背景K１０中,f(g(e))＝{cdeg},问专家e－＞

f(g(e))－e即e－＞cdg在K 中是否成立.在 K 中,g(e)＝
{１,３},g(cdeg)＝{１,３}.因为{１,３}＝{１,３},所以e－＞cdeg
在K 中成立.又因为f(g(e))＝{cdeg}≠e,所以e为伪内

涵,C１０(K)＝C９(K),K１０＝K９,J１０(K)＝J９(K)∪{e－＞

cdg}.

(１８)AEUS算法计算Bi＋１的过程如表９所列.

表９　AEUS计算Bi＋１的过程

Table９　CalculatetheBi＋１processofAEUS

i Bi＋１

９ B′＝ei,与J１０(K)不相关,计算T＝cdeg,N＝d,T＞d,所以B１０＝d
１０ B′＝di,与J１１(K)不相关,计算T＝cd,N＝c,T＞c,所以B１１＝c
１１ B′＝ci,与J１２(K)不相关,计算T＝cd,N＝b,b＞T,所以B１２＝cd

１２
B′＝cdi,与J１３(K)不相关,计算 TArray＝{cdgi,abcdh},N＝cdg,
TArray最小的属性集合cdgi＞cdg,所以B１３＝cdg

１３
B′＝cdgi,与J１４(K)不相关,计算 T＝cdeg,N＝b,T＜b,所以B１４＝
cdeg

１４ B′＝cdegi,与J１５(K)相关,所以B１５＝cdegi

１５
B′＝cdgh,与J１６(K)不相关,计算 TArray＝{abcdeghi},N＝cdefg,
TArray最小的属性集合cdefg＜abcdeghi,所以B１６＝cdefg

１６
B′＝cdefgi,与J１７(K)不相关,计算 TArray＝{abcdefgh,abcdefＧ
ghi},N＝b,TArray最小的属性集合abcdefgh＞b,所以B１７＝b

１７ B′＝bi,与J１８(K)不相关,计算T＝abcdh,N＝a,abcdh＞a,所以B１８＝a
１８ B′＝ai,与J１９(K)不相关,计算T＝abcdh,所以B１９＝abcdh

１９
B′＝abcdhi,与J２０(K)不相关,计算TArray＝{abcdegh,abcdefghi},
TArray最小的属性集合abcdegh,所以B２０＝abcdegh

２０
B′＝abcdeghi,与J２１(K)不相关,计算 TArray＝{abcdefghi},TArＧ
ray最小的属性集合abcdefghi,所以B２１＝abcdefghi

２１ 结束

从以上两个过程可以看出,AERS算法在计算Bi＋１时需

要遍历属性集合 M 的所有子集.当 M 较大时,会导致算法

的搜索空间十分庞大.AEUS算法可以避免逐个遍历属性集

合的子集,从而减小算法搜索空间,达到缩短算法运行时间的

目的.

５　实验与分析

５．１　实验设计

为验证本文改进算法的性能,使用JAVA 语言 MATH
库中的random 函数仿真生成一组形式背景作为测试数据.

将本文的改进算法(AEUS)与传统属性探索算法[１](下文记

为 TAE)、AERS算法[２１]进行对比实验.实验分为３个方面:

１)改变实验条件,观察给定形式背景的蕴涵关系式数量;２)改

变实验条件,对上述３种算法的耗时情况进行对比;３)改变实

验条件,观察 AEUS算法跳过属性集合的个数与总集合数目

的比值.

在实验中,以算法遍历形式背景的方式代替专家回答问

题.算法以随机生成的形式背景为专家所拥有的知识,在判

断蕴涵关系式是否成立时,遍历整个形式背景,如果形式背景

中所有对象满足此条蕴涵式的蕴涵关系,则认为这条蕴涵式

成立;否则认为该条蕴涵关系式不成立,在形式背景中取出一

个对象作为反例提供给算法.上述３种算法均以此种方式代

替专家回答,因此这不会影响实验对比结果.测试平台的硬

件为３．４GHz的 CPU 和１６GB内存,操作系统为 Windows

x１０,测试平台软件为JDK９,Eclipse.

第１组实验设置形式背景具有相同的对象数目５０,属性
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数目从０以间隔５变化到３０.测试目的是固定对象数目,改

变属性个数,观察蕴涵式数量的变化.测试结果如图１所示.

图１　蕴涵式个数(对象个数为５０)

Fig．１　Numberofimplications(numberofobjectsis５０)

第２组实验设置形式背景具有相同的属性数目１５,对象

数目从０以间隔５０变化到３００.测试目的是固定属性数目,

改变对象数目,观察蕴涵式数量的变化.测试结果如图 ２
所示.

图２　蕴涵式个数(属性个数为１５)

Fig．２　Numberofimplications(numberofattributesis１５)

第３组实验设置形式背景具有相同的对象数目５０,属性

数目从０以间隔５变化到３０.测试目的是固定对象数目,改

变属性个数,观察上述３种算法的耗时情况.测试结果如

图３所示.

图３　效率对比(对象个数为５０)

Fig．３　Efficiencycomparison(numberofobjectsis５０)

第４组实验设置形式背景具有相同的属性数目１５,对象

数目从０以间隔５０变化到３００.测试目的是固定属性个数,

改变对象数目,观察上述３种算法的耗时情况.测试结果如

图４所示.

图４　效率对比(属性个数为１５)

Fig．４　Efficiencycomparison(numberofattributesis１５)

第５组实验设置形式背景属性与对象具有相等的数目,

数目从０以间隔５变化到３０.测试目的是改变形式背景规

模,观察 AEUS算法的优化效率.测试结果如图５所示.

图５　优化效率

Fig．５　Optimizedefficiency

５．２　实验分析

从第１组、第２组实验可以看出,给定形式背景,蕴涵关

系式的个数随着属性、对象的个数增加而增加.同时我们对

比 TAE,AERS与 AEUS得到的主基发现,这３种算法得到

的结果是一致的,这两组实验也从侧面表明了 AEUS算法的

正确性.

第３组、第４组实验表明,不管是固定对象个数、改变属

性个数,还是固定属性个数、改变对象个数,本文提出的改进

算法的耗时都低于对比的两种算法,并且属性的数目越多,本

文算法节约的时间越长.其中,在实验３中,当属性数目为

３０时,AEUS算法的耗时仅是 AERS算法的５０％.在实验４
中,当对象数目为３００时,AEUS算法的耗时仅是 AERS算法

的６４％.

第５组实验表明,AEUS算法可以有效地减小属性探索

算法计算下一个需要探索属性集合时的搜索空间,减少的属

性集合数目约为２５％~５０％.

实验结果说明,本文提出的 AEUS算法可以有效降低属

性探索算法的时间复杂度.

结束语　针对现有的属性探索算法需要逐个遍历字典序

集合,造成时间复杂度高的问题,我们希望算法自动跳过某些

不可能成为内涵或伪内涵的属性集合,从而降低算法的时间

复杂度.研究发现,存在一类与主基不相关的集合,这些集合

包含主基中某个蕴涵式的前件,但不包含这个蕴涵式的后件,

而且主基与内涵集合都不包含这类属性集合.本文将这种内

在逻辑关系定义为不相关关系,进一步归纳总结出３个定理,

并对提出的定理进行了严谨的数学论证.最后根据定理给出

了一种改进的属性探索算法(AEUS),该算法借助上述定理,

在计算属性探索下一个需要探索的属性集合时,自动跳过与

主基不相关的属性集合,改进了属性探索算法最为耗时的一

步,减小了属性探索算法的搜索空间.因为属性探索算法可

以半自动化辅助学习系统知识,接下来我们将属性探索算法

进一步开发为更易操作的工具;同时将本文提出的 AEUS算

法进行并行处理,从而进一步改善属性探索算法的高耗时

问题.
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