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值域增长约束满足问题的无回溯与随机行走 

策略的算法复杂性分析 
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摘 要 值域增长的约束满足问题模型是计算复杂性理论中一类重要的实际问题模型，针对解决这类问题的算法研 

究仍然很少。通过研究 RB模型这一典型的值域增长约束满足问题 ，发现当问题规模很大时，无回溯策略比随机行走 

策略更加有效。这与典型的值域确定的约束满足问题如 r问题不同，是值域增长的约束满足问题所特有的性质。 

通过实验研究了两种策略的表现，并进一步对两种策略的表现进行 了分析。 
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Abstract Constraint satisfaction problems(CSP)with growing domains are a kind of important practical models in 

complexity theory，but the algorithm performance research is still rare．By the study On a typical CSP with growing do— 

mains。RB model。it is discovered that the backtrack-free strategy works better than the random-walk strategy when the 

size of problems is huge．Different from CSP wi th fixed domains such as SAT，this is a special property to CSP wi th 

growing domain．Moreover，the performances in experiments and theoretic analysis for these two strategies were also 

given． 
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1 引言 

约束满足问题 (CSP)l1]出现在许多科学分支中，比如理 

论计算机、统计物理、信息论、离散数学等。典型的约束满足 

问题包括一些变量和一些约束，变量取值于一个值域，约束包 

含部分变量，且约束的作用是标明这些变量不允许的联合取 

值。约束满足问题的解是变量的一组赋值，这组赋值能避开 

所有不允许的联合取值，即避开所有约束。常见的约束满足 

问题包括纠错编码、自旋玻璃、数独、 以及下文提到的 

RB模型等，约束满足问题已经受到广泛的关注和研究l_2蜘。 

RB模型是由许可和李未[7]提出的值域增长的约束满足 

问题。RB模型具有良好的理论性质，且能产生非常难解的实 

例，因此已经引起了国际上的广泛研究(例如文献[7—24])。 

许可和李未l_7 证明了该模型具有精确的满足性相变。进一步 

还有文献证明了RB模型强迫有解的实例难以求解[9．1o]。通 

过 RB模型提出的难解实例[1l_已经被广泛采用。赵春燕等研 

究了物理方法在 RB模型上的应用[1 ”]。刘田等研究了RB 

模型的结构参数[14-16]。 

无回溯策略是一种简单的策略，其对过去已经赋值的变 

量不进行调整 ，只调整当前变量赋值，是一种“不回头”的策 

略。在SAT问题上，无回溯策略效果很差，通常使用比这种 

无回溯策略更复杂的策略I2 。随机行走策略[2 ]主要是指给 

出一组赋值后，每步任取一个不被满足的约束，改变该约束中 
一 个变量的赋值，直到找到解 的策略。这一策略的可行性有 

很多研究[27-31]，如文献[293证明了当约束密度小于 1．63时， 

可以在线性时间内用随机行走策略有效解决 3-SAT问题。 

本文主要研究无回溯策略与随机行走策略在 RB模型上 

的算法复杂性。在分析无回溯策略时，为方便分析，将RB模 

型做微小调整，使之变为 RA模型，当问题规模很大时它与 

RB模型基本相同。首先它们含有约束的个数基本相同，其次 

每个约束中的不允许的联合取值的个数基本相同。在RA模 

型上对无 回溯策略进行分析更容易，我们给出了 RA模型使 

用无回溯算法的解出概率的表达式，将它作为 RB模型使用 

无回溯算法解出概率的一个参考。 

在分析随机行走策略时，通过找到RB模型以大概率具 

有的特性 ，得出了该算法运行时间的一个下界。另外，本文还 
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论述了随机行走算法的表现与 2rplnN值的关系。 

最后，通过多种实验展示了两种算法的表现，并首次发 

现：当问题规模很大时无回溯策略比随机行走策略更加有效， 

这与这两个算法在SAT问题上的表现显著不同。 

2 预备知识 

下面定义约束满足问题的RB、RA模型。令五≥2是整 

数，r，a>0，0<p<l是实数。RB(N，k，r，口，p)是一个三元组 

< ，D，C>， 一{ ， ，⋯ ， }为变量 ，D一{1，2，⋯， }为变量 

的值域，C为约束集合。每个约束cEC是一个二元组(￡，R>， 

t表示意个变量，R表示这k个变量的一些联合赋值。RB(N， 

k，r，a，p)是一个概率空间，我们通过表明其单个实例的生成 

方法来定义这个概率空间，而单个实例的生成步骤为 ： 

1．可重复计次序地任选 rNlnN个约束，每个约束由从N 

个变量中不重复不计次序地任取的k个变量组成。或者说： 

任选约束的rNlnN个可重复排列中的一个，每个约束任选变 

量的忌个不重复组合中的一个。 

2．对每一个约束，从 个可能的联合赋值中不重复不 

计次序地随机选取pN 个。这些联合取值称为不协调联合 

赋值。 

类似地，RA模型的单个实例的生成步骤为： 

1．每个约束包含志个变量，共有 个可能的约束，令每 

一 个约束以概率 rmnN／O~出现。 

2．对每一个约束，N 个可能的联合赋值的每一个，以概 

率 P属于不协调联合赋值。 

解是能避免所有约束的赋值，严格表述为：在该赋值下，孑 

中的任意子集的赋值不是不协调联合赋值。解的集合记为 

S，它是 D 的一个子集。 

令X表示解的个数，X=lSi。容易看到RB模型X的均 

值可表示为E(X)一 (1一 ) 。文献[7]证明了RB模 

型具有精确相变；令 =--a／ln(1-p)，如果a>l／k，O<夕< 

1是常数 ，且 k，P满足不等式愚≥1／(1--p)，那么 

limPr(X>O)一1当 K  
，r●∞  

limPr(X>O)一0当 r> 
， ∞  

下文用 w．I1．P．(with high probability)表示一个事件的 

概率当 N趋于无穷时趋于 1。本文主要以 k一2的 RB模型 

为例进行研究。下面说明两种策略的算法步骤： 

无回溯算法(算法 1)： 

1．对 吼任意赋值。 

依次对 ，⋯， 执行步骤 2、3、4 

2．对当前变量任意赋值。 

3．若当前变量赋值与已赋值变量共同违反某约束，记录 

此值，并对当前变量重新赋一个未记录的值；否则跳过步骤 

4。 

4．重复步骤 3直到值域的每一个值都被记录，此时输出 

“算法失败”，终止本算法。 

5．得到了一个解，输 出该解。 

随机行走算法(算法 2)： 

1．选取一组随机赋值，规定最大运行步数。 

2．如果这组赋值避免了所有约束，则这组赋值是所找的 

解。否则随机选取一个没被避开的约束，在这个约束中任选 
一 个变量，对这一变量重新赋值。 

3．重复步骤 2，直到找到解时，输出该解并终止本算法； 
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或者到达最大运行步数，输出“没有找到可满足赋值”，终止本 

算法。 

3 无回溯策略的算法复杂性分析 

为了分析无回溯策略在RB模型上的表现，本文将RB模 

型做微小调整，使其变为RA模型，当问题规模很大时RA模 

型与RB模型基本相同。RB模型有 rMnN个约束，每个约 

束有pN 个不协调赋值。相同参数的RA模型约束个数的 

期望是 rNlnN，每个约束的不协调赋值个数的期望是 。 

而且当N很大时，约束和不协调赋值的个数分别集中到期望 

值附近。 

下面的定理给出了RA模型使用算法 1解出的概率，我 

们认为RB模型使用算法 1解出的概率也可参考此式，实验 1 

中图2、图 3验证了这一点。 

定理 1 当r，a>0，0<p<l时，忌：2的RA模型使用算 

法 1解决的概率为： 
N

(i蚤--1(卜(1--(1一 ) ) )bi， ，丽2rlnN．"．1I )bin(j i--1 (1) (∑(1一 一 ) ) ， ， " (1) 
2 ； 0 』 一 1 

证明：RA模型与RB模型不同，它的每个可能的约束和 

不协调赋值的出现是相互独立的，我们可以利用这一点。RA 

模型是随机产生的，算法1中也有许多随机的选择，所以形成 

的概率模型较复杂。 

将 RA实例的生成分为N一1个步骤，记 1≤ ≤N一1，第 

i个步骤是：1) + 变量与西， ，⋯， 组成的i个可能的约束 

每个都以概率(2rlnN)／(N一1)出现；2)出现的约束中的 N 

个可能的联合赋值，每一个以概率 P属于不协调联合赋值。 

这样就将 RA实例的生成步骤分为相互独立的 N一1个步 

骤。或者将每一步视为形成了一个概率空间，RA模型为 N 
一 1个概率空间的乘积。 

下面考察条件概率 

P(哦能成功赋值 l ， ，⋯，哦一1已成功赋值) 

其中，2≤ ≤N。 

吼， ，⋯， 一 的赋值情况有很多，对任意一个进行分析。 

记任一组已有赋值为 一口 ， 一日2，⋯，ai一 一＆H ，在这种情 

况下对 进行赋值，只需考虑生成 RA实例的第i--1步。在 

生成 RA实例的第 ～1个步骤中，出现 个约束的概率为： 

bin(j，i--1，(2rlnN)／(N一1)) 

／i、 

其中，bin(j， ， )一(’．1 (1-x)卜J表示i次独立重复试验、 
＼J／ 

每次试验成功概率为 、共成功 次的概率。当有j个约束 

时， 能取到一个值 a ∈(1，2，⋯， }等价于要求 个联合 

赋值，比如 =啦， 一m 为一个联合赋值，都不出现在不协 

调赋值中。由于每个联合赋值相互独立地以概率 P成为不 

协调赋值， 能取到n 的概率为(1一p)i。 不能取到口 的 

概率为1一(1一 ) 。由于 的其他取值能否成功取到取决 

于其他不协调赋值是否出现，并且 的其他取值不能成功取 

到与 =啦不能成功取到相互独立，因此 的N 个值都不 

能成功取到的概率为(1一(1一p)J) 。有某个值能取到的概 

率为 1一(1一(1一p)J) 。对于2≤ ≤N， 

P(巩能成功赋值l吼， ，⋯， 一1已成功赋值) 

一 P( 能成功赋值I吼一n1，晚一n2，⋯， —1一 一1) 

一  

(1一(1一(1-p) ) )6 ( ， 一1， 2rlnN ． 



 

因为 2≤i≤N时， 

P( ， ，⋯， 能成功赋值) 

一 P( 能成功赋值 1 ， ，⋯， 一 已成功赋值)×P 

(吼， ，⋯， 1能成功赋值) 

又因为 成功赋值的概率为 1，所以迭代得到式(1)。 

由于 RA与RB模型的相似性，有理由相信式(1)能作为 

RB模型使用算法 1解出的概率，如实验 1中验证的那样，但 

其严格证明还需要进一步研究。 

用算法 1进行求解时，由于共有 N个变量，每个最多调 

整 次，因此最多用时为 NH 。 

继续观察算法 1运行的过程，如图 3和图9所示，随着约 

束密度的增加，RB模型解出概率逐渐下降。详细观察算法运 

行过程， 可任意赋值。对 赋值时，只有 赋值了， 的 

约束很少，基本不用重新赋值。类似地，开始的变量几乎都是 

任意赋值，不用重新赋值，总体上越往后的变量重新赋值的次 

数越多。实验 1中的图1验证了这种现象。所以无回溯策略 

开始时会产生很多赋值情况 ，或者说产生很多分支，如果大部 

分分支以较高概率取到解，则解出概率较大，如果大部分分支 

以较小概率取到解，则解出概率较小。所以总体而言约束和不 

协调赋值越多，大多数分支取到解的概率越小，解出概率越低。 

4 随机行走策略的算法复杂性分析 

4．1 J】v很大时随机行走运行时间的一个下界 

由于随机行走算法的表现依赖于具体的实例，很难统一 

分析它的运行情况，本文使用严格的证明只能得出一个很弱 

的下界，得出的方法是找到实例 w．h-P．具有的特性，然后对 

这一特性进行分析。 

引理 1 任意给定 0．5<嘞，口l，￡1<1，w．h．P．k=2的 RB 

实例具有一个变量集合 A，它占所有变量的比例大于 ￡1，多于 

嘶rNlnN的约束在A类的变量之内，每个变量连接的变量个 

数属于(％2rlnN，(2一％)2rlnN)。 

证明：愚一2的RB模型在实例生成步骤第一步后，得到一 

个概率空间，其每个元素包含 rNlnN个约束，每个约束包含 

两个变量，但尚未确定各约束的不协调赋值，本引理只涉及该 

概率空间的性质。记M 为该概率空间的一个元素， ( 为 

元素 M 在该概率空间中的概率，用 i表示一个变量。 

首先证明任给O<az<÷，w．h．P．元素的约束个数满足 

∑(X ·1v
． ∈B)<眈2rNlnN，其中X 为变量i的约束个数， 

B一[1，ao2rlnN]U[(2--ao)2rlnN，rNlnN] 

1x；~B为示性函数。若假设不成立，存在s2>O，使得对任 

意 ，存在 Nl>N0，模型规模为 N 时， 

( (M)’‰ · ∈B)≥眈￡22 nN 

其中，x脑为元素M 的变量i连接的约束个数。然而，对一个 

变量，连接的边个数 X服从实验rNlnN次、 一2／N的二项 

分布。原因是约束可以重复，共有 rNlnN个约束，每个约束 

独立得以概率 2／N与该变量相连。令0<a，6<1且 1一口> 

ao，(1--a)(1—6)>1一a ￡2，由切比雪夫不等式存在当N> 

N2时 

9 9 

rNlnN (1一 ) 

P(I X一2rlnNI 2rlnN)— lh <6(2) 
从而 

∑( ·P(X一 )·lies) 

2 r1N 

E(x)一 ( 。P(x )‘1J∈ 2rlnN，(2--％)2~InN]) 
— —  

2rlnN 

∑( ·P(X— )·lje[(1一。)2rlnN )2rlnN]) 
< 1一上 — — — — — —  — — — — — — 一  

／1一 二堡2墨 塑 ： l I =圣 ! I 垒 
、 2rlnN 

<1一(1--a)(1--b)<a2勖 

从而 

罨( ( ·‰·1 EB) 莩 (-『·P(X J)·1 ) 
<： z2rNlnN 

产生矛盾。 

然后证明w．}L P．每个元素的变量的约束个数满足∑ 

(1墨∈e)<(1一e )N，其中X 为变量i的约束个数。否则，存 

在e3>O，使得对任意 N0，存在 N1>N0，模型规模为 时， 

∑( ( ·lx~EB)≥(1一向) N 

然而，由切比雪夫不等式存在N2，当N>N2时，类似式(2)， 

P(I X一2rlnNI≥(1一 )2rlnN) 

≤ 
(1---~)<(1 

岛 <＼L 一 E】J岛 

从而 

( ( ·1 EB) (P(x—J)·1J∈ ) 

一 ∑P((1X一2rlnNI≥(1一％)2rlnN))<(1一e1)e3N 

产生矛盾。 

对一个实例，定义 A类变量集合为约束个数属于 

(ao2rlnN，(2一％)2rlnN)的变量的集合，即约束个数不属于 

B的变量的集合。从而我们已经证明了w．}1．P．A类变量占 

的比例大于s ，且不在A类变量之内的约束最多 2azrNlnN 

个。 

另外，每个元素所具有的约束个数服从一个实验次数为 

N(N--1)
、取到概率为 的二项分布。4-0．5<a <钧< 

1，可以得到w．h．P．每个元素具有多于asrNlnN个约束。令 

<(啦一q)／2，则由于不在 A类变量之内的约束最多 

2a~rNlnN个 ，w．}1．P．A类的变量之内的约束所 占比例大于 

堕 元 > ，因此引理成立。 
引理 2 任给 0．5<oU<a~<1，选取不协调赋值形成 忌= 

2的RB实例后，任意给定一组赋值，w．h P．上述A类变量之 

内有多于 rpNlnN个不被满足的约束。 

证明：先给出包含变量和约束的元素，再给定一组赋值， 

然后对每一个约束的不协调赋值随机选取，对于给定的一组 

赋值，元素的每个约束以概率 P不被满足。当一个元素的A 

类变量之内的约束多于 rMnN，不满足约束个数服从一个 

实验次数大于mrNlnN、取到概率为P的二项分布，此时由切 

比雪夫不等式可证明不满足约束个数多于 rpNlnN的概率 

趋于1。又由于引理 1，w．h．p．一个元素的A类变量之内的 

约束多于 rNlnN，引理成立。 

现在给出五一2的 RB模型上随机行走运行时间的一个 

下界 ： 

定理2 当a>O，O< <1，r为固定的常数时，对 叫< 

0．5，k=2的RB模型 w．11．P．不能用随机行走算法在 wpN 
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步内解决。 

证明：随机行走算法首先给出一个赋值，然后调整单个变 

量的赋值。由引理 1和引理 2可知，w‘h．P．和引理 1中定义 

的A类变量之内的不满足约束多于 rpNlnN，且每调整一 

个A类的变量最多使(2一Ct0)2rln_N个A 类变量之内的约束 

由不满足变满足。取引理 1与引理 2中的 ， 足够接近于 

1，- ~  (2a
一

4r

∞

pN

)2

ln

以

N
nN，，，． ．． ．，从而在 wpN步内无法将多于 

rpNlnN个不满足约束变满足，定理得证。 

4．2 N很大时随机行走运行时间的分析 

上面定理给出了N很大时随机行走算法所需时间的一 

个下界，我们也可以给出它的一个上界。考虑另一种策略，每 

次不是选取一个不满足约束再选取该约束的一个变量，而是 

直接任选变量改变赋值，此种策略与不断取随机赋值验证满 

足性的效果相同，需要大约 N～ P 步。随机行走策略比 

这种策略更优，从而其上界为N 步。 

我们并不能确定 N很大时随机行走解决 RB模型所需的 

时间，只能做如下分析：根据RB模型的生成算法，每个变量 

对应约束的个数期望是 2rlnN，每个变量的任一个取值关联 

的不满足约束的个数期望是 2rplnN。每次选取重赋值的变 

量时，几乎都能选到典型的变量，且每个典型变量被选到的概 

率几乎一样。对变量 i重新赋值后，该变量的不满足约束以 

大概率在2rplnN上下。然而，即便i重新赋值后不满足约束 

变少，但根据占据问题_3。]的极限理论知，存在正常数。使得 

当算法运行aN步后，大部分的变量被重新赋值，从而使得 i 

的不满足约束又回到2rplnN上下，即选取变量重新赋值产 

生的效果无法保留下来，如图5所示。所以我们认为N很大 

时随机行走策略所需时间更接近于上界，即Ⅳ P 步。 

4．3 运行时间与 2rplnN 

由于在 RB模型中每个变量在值域里面的任一个取值关 

联的不协调赋值的个数期望是 2rplnN，因此 2rplnN与随机 

算法的运行时间密切相关。本小节讨论 2rplnN与随机行走 

的关系。2rpinN很小比如小于 1．5时，由于只产生均值小于 

1．5的不满足约束，因此每次赋值调整对已满足所有约束的 

变量影响不大，更多的是优化了当前变量的赋值，此时随机行 

走算法可以很快解决问题。实验 2的图4与图6验证了这一 

点。但当2rplnN很大时，我们认为随机行走不能有效解决 

问题，如图 5与图 1O所示。本节主要讨论 Ⅳ一。o的情况，此 

时 2rplnN很大，属于后者。 

5 两种算法的实验表现与比较 

实验 1 无回溯算法在志一2的RB模型上的表现。 

首先，观察无回溯算法中每个变量更换赋值的次数，它可 

以反映出算法的运行情况。图 1中我们设置 N一200，r一 

1．6，a=O．6，p=O．1进行了一次实验，可观察到越往后期，需 

要更换赋值的次数越多。 

】8一  ． ： 唑：： 墅 ! 皇 ： ． ． ． 
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图 1 无回溯算法中每个变量更换赋值次数 

其次，将用无回溯算法实验求解RB模型的成功概率与 

由式(1)表示的无回溯算法求解 RA模型的成功概率进行比 

较。图2由式(1)计算所得，图3由实验所得(每个点重复实 

验 15次取平均)，可见它们非常相符，若更多次重复平均则更 

一 致。前文提到RA与 RB模型非常相似，RB模型使用算法 

1解出的概率可参考式(1)，通过本实验进行了验证。 

* 

。

O． B 

耍 0．4 
0

m

．2 

图 2 RA模型无回溯算法解出概率理论值 

图 3 RB模型无回溯算法解出概率实验值 

实验 2 随机行走算法在k=2的RB模型上的表现。 

首先，考察每一步调整后不满足约束的数目变化，不满足 

约束数目为零时问题得以成功解决。图4是一个成功的例 

子，此时2rplnN值较低，不满足约束数 目整体上成下降趋 

势。图5是不成功例子，此时2rplnN值较高，不满足约束数 

目处于震荡、无下降趋势。 

100 ～— — 一 一 一
N=

⋯

lS0,
一

a =

一

(~6,
⋯

r=l,
一

p=0．1
一 一 一  一  

妻 
i 
0 

图 4 RB模型随机行走成功时不满足约束数目变化 

图5 RB模型随机行走不成功时不满足约束数 目变化 

其次，考察 2rplnN值较低时运行步数与问题规模的关 

系。如图 6所示 ，在 2rplnN值较低的情况下 ，可以看到运行 

步数与问题规模呈现近似线性关系。这一实验支持了4．3节 

的讨论。这里取 r一1，a=0．6，p=0．1，N=30，60，⋯，300，每 

一 点为 9次重复平均所得。 

∞ ∞ ∞ 叭0 

蚌骣窖琏蓠难 



 

图 6 RB模型随机行走算法在 2rplnN值较低时的表现 

实验 3 无回溯与随机行走在 3一SAT模型上的比较。 

图 7、图 8是 N一500、3-SAT约束密度 a取不同值时无 

回溯算法与随机行走算法的成功概率。图8是随机行走算法 

取最大运行次数 10N得到的结果。可以看到随机行走比无 

回溯有效，事实上无回溯基本不能解决 3-SAT问题，而随机 

行走对约束密度较小的 3-SAT能在线性时间内解决L2引。这 

一 实验是为了与RB模型情形做对比，以说明值域增长与值 

域确定的满足约束问题的不同。 

,3-SAT|N=500,无回霸策略 
1r— — ————一 —————r———— ————— —————r———— ————] 

、 } · r 1 

l 1 

} ． { 

I『 1 I} 1 

‘f I 
} 

)} 1 
I I 

1} ． 1 
1l 一 一 _!～ 一 一一 』 
0 0．1 02 3 q q5 B黾 q q8 

a 

图 7 3一SAT问题上的无回溯算法 

3-SAT|N一5吣瞳机行走策略 

图 8 3-SAT问题上的随机行走算法 

实验 4 无回溯与随机行走在 k一2的RB模型上的比 

较。 

由第 4．2、4．3节的分析，我们认为随机行走取决于 

2rplnN的值，尽量使得2plnN比较大，就能使得无回溯算法 

表现优于随机行走算法。比如当k一2，N一50，户一0．1，a一 

1，r=0．15，0．3，⋯，3时，有 2plnN=0．78。图 9、图 10将这 

时的无回溯与随机行走算法进行了比较，图1O中随机行走算 

法的最大运行次数为 40N，图 9中每个点为重复 1O次实验平 

均得到。可以发现与 3-SAT问题不同，当 RB模型问题规模 

很大时无回溯策略要优于随机行走策略。 

k N 蚰 =0．1． =L无回潮策略 

图 9 RB模型无回溯算法表现 

麓1 

篷錾 

蓁蓥 
0

。

2 

图 10 RB模型随机行走算法表现 

结束语 值域增长约束满足问题越来越受到人们的重 

视，但各种算法在其上的表现还需要进一步研究。我们认为 

对随机行走算法可以继续下面的研究： 

1．给出N很大时 ，随机行走解决 RB模型所需时间更好 

的上下界。 

2．给出2rplnN很小比如小于 1．5时，随机行走可以有效 

解决 RB模型的严格证明。 
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