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摘　要　针对分布式环境下多智能体系统的交互模型存在效率低、局部冲突消解困难、缺少实际应用场景等问题,基于StacＧ

kelberg博弈设计了多主多从的交互模型,并将其应用于指挥控制流程中指控方与参与方之间的交互博弈问题.首先通过对

Stackelberg博弈模型的优化与多属性决策,设计出多主多从Stackelberg博弈的多智能体系统,并利用半正定的二次型性能指

标的最优化正则性,引入一个正则 Riccati方程来对Stackelberg博弈下的闭环解问题进行求解;然后基于图论相关知识建立基

于边拉普拉斯矩阵的多智能体系统模型以降低复杂问题的求解难度;最后经过数值推导仿真与实验分析,从多个角度验证了模

型的高效性与强鲁棒性,证明了所提模型的真实性与高效性.
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Abstract　Aimingattheproblemsoflowefficiency,localconflictresolutionandlackofpracticalapplicationscenariosinthe

interactionmodelofmultiＧagentsysteminthedistributedenvironment,thispaperdesignsamultiＧagentmultiＧslaveinteraction

modelbasedonStackelberggame,whichisappliedtotheinteractiongamebetweenthecontrollerandtheparticipantsinthecomＧ

mandandcontrolprocess．Firstly,throughtheoptimizationofStackelberggamemodelandthemultiＧagentsystemofStackelberg

gameofmultipleleadersＧfollwersdesignedbymultiＧattributedecisionＧmaking,theclosedＧloopsolutionproblemofStackelberg

gameissolvedbyintroducingaregularRiccatiequation,whichusestheoptimizationregularityofsemipositivequadraticperＧ

formanceindex．Then,basedongraphtheory,amultiＧagentsystem modelbasedonedgeLaplacematrixisestablishedtoreduce

thedifficultyofsolvingcomplexproblems．Atlast,numericalsimulationandexperimentalanalysisverifytheefficiencyandstrong
robustnessofthemodelfrommanyaspects．Moreover,italsoprovesthattheproposedmodelistrueandefficient．

Keywords　Distributed,MultiＧmasterandmultiＧslave,Stackelberggame,ClosedＧloopsolution,EdgeLaplacematrix

　

１　引言

随着网络信息技术的快速发展,智能指挥控制被广泛应

用于军事、网络、生物等领域以实现智能管控,其在信息任务

管理、命令控制方面具有高度的灵敏性和精确度[１].本文针

对多智能体系统内部的博弈策略进行讨论研究,提出一种多

主多从Stackelberg博弈模型[２].以作战指挥过程中的两类

主要角色作为研究对象,一种是指控方,即领导者,负责作战

过程的指挥控制;另一方是参与方,即追随者,负责执行指控

方生成的决策方案.针对上述两种博弈角色,本文就其博弈

关系构建交互模型,然后基于Stackelberg博弈的优化模型与

多属性决策讨论在分布式协同环境下指控方与参与方如何进

行交互[３].当前领导Ｇ追随架构的多智能体模型尚存在闭环

解无法解释的情况,因此本文将首先从数学推导的角度论证

闭环解的存在并对闭环解[４]进行求解,然后以数值仿真证明

闭环解的可靠性和合理性,建立多智能体系统建模的智能体

交互博弈模型.

针对单个智能体个体能力有限的问题,可以通过个体之



间的相互协作来增强其处理复杂任务的能力,因此多智能体

系统在处理复杂任务方面更具优势[５].首先,多智能体系统

对战场态势感知能力强于单智能体,可以获取全局态势信息,

具有并行感知和并行指控决策的能力;其次,协作的智能体系

统能力强于单个智能体,因此多智能体系统具有优越的扩展

性与鲁棒性;最后,基于合理的战场资源部署和作战单元之间

的协同控制,使用资源损耗较低的多智能体系统代替损耗高

昂的单个复杂系统,从而实现更高的收益.

图论[６]是解决多智能体系统的构建和分析等相关问题的

重要手段之一,原因之一在于图论可以清晰地表示并优化多

智能体系统内各单元智能体的信息关系与协同机制.图论相

关的拉普拉斯矩阵[７]被广泛应用于多智能体系统的协同控制

模型构建、鲁棒性证明和收敛性分析等各个方面.但是,目前

研究人员主要针对图论的代数性质对多智能体系统的内部关

系进行分析,并没有深入到系统内的单个智能体,即子图结构

和全局系统控制协同架构之间的关系,本文将重点介绍基于

图论的边拉普拉斯矩阵构建多智能体系统模型,并探索子图

结构与全局控制系统之间的关系,最后生成基于子图的降阶

后的多智能体系统模型.

本文第２节提出一种多主多从 Stackelberg博弈多智能

体交互模型,同时对其半正定控制下的闭环解进行证明并求

解;第３节基于图论相关知识建立基于边拉普拉斯矩阵的多

智能体系统模型,并对子图与全局控制系统的关系进行描述

与挖掘,基于生成树子图得出降阶后的一阶多智能体系统模

型;最后对该多智能体系统进行数值仿真与实验分析,证明多

智能体系统的有效性与鲁棒性.

２　多主多从Stackelberg博弈的多智能体交互模型

由于分布式环境的全局耦合度低,导致策略多样化,行为

规划更加复杂,解空间指数级别高.随着外部接入的智能体

数量增加,各智能体的行为都会对全局收益最大化产生巨大

影响[８].从经济学的角度看,无论是任务的指控方还是参与

方,都趋向于在过程中追求自身收益最大化.基于这个原则,

必须研究一种多智能体的均衡交互模型[９],使得在满足全局

收益最大的前提下各智能体均能达到自身的目标.

本节提出一个基于多主多从 Stackelberg博弈的智能体

交互模型.首先通过分析智能体的目的,在智能体系统处理

复杂任务的过程中将智能体分为领导者和追随者两种角色,

然后基于这两种角色对指挥控制系统中的博弈交互模型进行

深入研究,最后通过数值计算与仿真论证本文博弈交互模型

的有效 性 和 鲁 棒 性[１０].此 外,本 节 还 将 推 导 交 互 博 弈 中

Stackelberg均衡解的存在性和唯一性,并且给出均衡解的闭

环表达式.

２．１　Stackelberg博弈的优化模型

博弈论(gametheory)也称“对策论”或“赛局理论”,是处

理有多方参与的竞争问题的一种常用的方法模型,主要研究

在有多方参与的竞争情况下,各决策主体的行为影响各参与

方决策以及决策均衡,达到决策者自身收益最大化的决策过

程的数学理论与方法[１１Ｇ１３].

一般情况下,根据博弈参与者对全局态势信息的掌握程

度,可以将博弈分为完全信息博弈和非完全信息博弈;根据博

弈双方的全局成本是否有损失,可以将其分为零和博弈与非

零和博弈;根据博弈参与方之间是否存在约束关系,可以将其

分为合作博弈和非合作博弈;根据博弈过程中各参与成员在

博弈中 地 位 的 不 同,可 将 其 分 为 纳 什 博 弈[１４]、主 从 博 弈

(StackelbergGame)[１５]等.

Stackelberg博弈属于动态博弈,用于两种类型的博弈参

与角色之间存在决策行为等级之分的场景,一方是领导者,另

一方是追随者.在领导行动后,追随者根据领导者的行动方

案制定自己的决策方案,以保证领导者的决策收益最大化.

但是本文对原有模型进行了改进,结合分布式协同的相关概

念构建多主多从的博弈模型,并将领导者重新定义为指控方,

将追随者定义为参与方,使得指控方也会根据参与方的决策

方案调整后续的行动方案,最大程度地维护参与方的收益,进

而获取全局收益的最大化.这种指控方的最优决策以及参与

方相对应的响应决策构成博弈的均衡.

接下来给出Stackelberg博弈在控制层面的定义.

定义两个类型的博弈参与方:指控方为Lk∈U,其性能指

标函数为JL(μ,ω);参与方为Fk∈U,其性能指标函数为JF

(μ,ω).双方的目的均为最小化J(μ,ω),从而使得双方的收

益均最大化,获取全局收益最大化.对于指控方选择的任意

决策μ′∈U,参与方都存在唯一的决策ω′∈W,使得其性能指

标函数JF(μ′,ω)最小.双方决策选择的映射关系可用下式

表示:

U→W⇒JL(μ,Tμ)≤JL(μ,ω),μ∈U;ω∈W (１)

考虑到指控方的性能指标JL(μ,Tμ),假设存在唯一解

μ∗ ×U,即JL (μ∗ ,T∗
μ )≤JL (μ∗ ,Tμ),∀μ∈U.此时(μ∗ ,

ω∗ )＝(μ∗ ,T∗
μ )∈U×W 是唯一的Stackelberg解.

２．２　多属性决策

多 属 性 决 策 (Multiple Attribute DecisionＧMaking,

MADM)问题[１６]是一种多准则决策(MultipleCriteriaDeciＧ

sionＧMaking,MCMD)问题,另一种多准则决策问题为多目标

优化(MultipleObjectOptimization,MOO)[１７]或多目标决策

(MultipleObjectDecisionＧMaking,MODM)问题[１８].通常,

MADM 问题可表示为:

optimize[u１(s),u２(s),􀆺,um(s)],s．t．s∈S (２)

其中,S表示备选方案的集合,s∈S表示S 中的一个备选方

案;u１,u２,􀆺,um 表示多属性决策问题的属性.令S＝{s１,

s２,􀆺,sn}(n∈N＋ )为备选方案集合,U＝{u１,u２,􀆺,um}(m∈

N＋ )为属性集合,设cij＝uj(si)(i∈[１,n];j∈[１,m];i,j∈

N＋ ),其中cij表示si 对uj 的属性值,则可以构建一个多属性

决策矩阵,即C＝[cij]n×m.S,U,C如表１所列.

表１　决策矩阵

Table１　Decisionmatrix

u１ u２ 􀆺 um

s１ c１１ c１２ 􀆺 c１m

s２ c２１ c２２ 􀆺 c２m

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺
sn cn１ cn２ 􀆺 cnm

此时属性值cij是一个估计值.多属性决策问题的求解
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过程为:首先给出决策矩阵,判断权重是否已知并确定权重,

然后根据决策矩阵的属性值得出属性矩阵的集结算子,同时

根据求解目标和决策矩阵的类型,选择合适的多属性决策方

法进行计算,对计算结果进行权重分配和集结,最后根据各方

案的得分情况进行决策.

在本节中,多主多从Stackelberg博弈模型的各成员均使

用多属性决策作为基本方法进行决策方案的生成,根据决策

方角色的不同适当对方法中的各权重进行优化,根据最终得

分生成最优决策方案.

２．３　分布式环境下的多主多从Stackelberg博弈模型

博弈论 在 多 智 能 体 系 统 交 互 领 域 被 广 泛 应 用,其 中

Stackelberg博弈是一种经典的博弈模型,通常博弈中各参与

者的策略是基于自身利益最大化而制定,彼此之间存在合作

或者非合作关系,当所有参与者都达到最大利益且全局利益

趋于平稳时,此状态被称为均衡状态.

Stackelberg博弈是一种上下级之间的博弈问题,博弈中

各参与者分属上下级关系,即领导者与追随者.博弈模型中

领导者根据任务目标与追随者的状态预测生成决策方案,追

随者根据领导者的决策方案做出响应.博弈过程中,领导者

和追随者之间的信息不是完全共享的,即领导者对追随者实

行信息的部分共享,但是追随者对领导者实行信息的完全共

享.考虑到在这样的设计下,领导者的决策方案约束是基于

追随者的收益最大化,因此Stackelberg博弈中领导者不需要

设计响应函数.

当前多主多从Stackelberg博弈模型的主要问题在于闭

环解求解困难,因此Stackelberg博弈的开环解通常是主流的

研究对象.本节旨在通过推理论证的方式获得 Stackelberg
博弈均衡,即Stackelberg博弈的闭环解,对于开环解的获取

过程本文在此不做过多论证.本文所构建的指控方Ｇ参与方

多主多从Stackelberg博弈模型的闭环解存在非线性的特性,

不存在显式解,因此本节将在一定条件下利用半正定矩阵的

正则性给出Stackelberg博弈的一种闭环解,通过指控方获得

最优决策方案,对参与方的决策进行优化,获得参与方的最优

决策方案,最终使得全局收益最大化.

２．３．１　多主多从Stackelberg博弈模型的闭环解

在一定复杂程度的分布式环境下,模型利用半正定的二

次型性能指标的最优化正则性给出一种多主多从Stackelberg
博弈的闭环解,本节通过引入一个正则 Riccati方程[１９]来求

解半正定的多主多从Stackelberg博弈问题,主要贡献是给出

了多主多从Stackelberg博弈的一种闭环解.Stackelberg博

弈的大体流程如下:首先,在指控方的决策优化中获得最优决

策(μ,ω),当决策导致指控方ω值最大时,μ值最小,此时由于

性能控制指标中加权矩阵是半正定的,因此μ中存在任意项;

其次,在参与方决策优化过程中继续使用μ中的任意项对参

与方的决策进行优化;最后结合正则 Riccati方程的解,根据

指控方和参与方的决策优化过程得出多主多从 Stackelberg
博弈问题的闭环解.

２．３．２　问题描述

定义线性离散的时间系统如下:

xk＋１＝Axk＋B１μk＋B２ωk (３)

zk＝
Ixk

Kμk
[ ] (４)

其中,xk∈Rn 为博弈参与方的状态变量且存在初始值x０,并

且该初始值是可以确定的;ωk∈Rl 为可以定量的干扰,zk 为

输出项,μk 为输入项.定义干扰衰减因子为γ,其取值范围为

γ≥０,则可以获取以下性能指标函数:

JL＝x′(N＋１)P(N＋１)x(N＋１)－x′(０)∏
－１

０
x(０)＋

∑
N

k＝０
[zk

２－γ２ ωk
２] (５)

JF＝x′(N＋１)P
~(N＋１)x(N＋１)＋∑

N

k＝０
[zk ]２ (６)

其中,γ是前文中定义好的干扰衰减因子且γ≥０;∏
－１

０
＝γ２π－１

０ ,

其中π０ 为初始状态x(０)的方差矩阵.

本节中,指控方和参与方的决策优化是同时进行的,在指

控方决策优化过程中使得(ω∗ ,μ∗ )在任意初始环境条件(k０,

x０)下满足J∗
L (k０,x０;ω∗ ,μ∗ )＝max

ω
　min

μ
　JL(k０,x０;ω,μ)≤

０,在参与方决策优化过程中,对于任意初始环境条件(k０,

x０),寻求最优μ∗ 值使得J最小,即J∗
F (k０,x０;μ∗ )＝min

μ
　JF

(k０,x０;μ).

２．３．３　Stackelberg博弈下半正定控制的闭环解

本节将对多主多从 Stackelberg博弈优化中的闭环求解

过程进行描述,该问题的优化过程主要分为两部分.第一部

分为指控方决策优化,通过调整μ值使JL 最小化,同时调整

ω以最大化JL,基于加权矩阵[２０]的正定性,μ值中包含任意

项.为保证指控方的决策唯一,任意项则作为新的待求决策,

从参与方决策优化中得出,从而获取指控方的最优决策.

(１)指控方决策优化

由式(５)可知,对指控方决策优化,即:maxminJL≤０,优
化公式如下:

JL＝x′(N＋１)P(N＋１)x(N＋１)－x′(０)∏
－１

０
x(０)＋

∑
N

k＝０
[μk′Rμk＋xk′Rxk－γ２ωk′ωk] (７)

首先证明指控方最优决策方案的存在性:

xk＋１＝Axk＋Bμk＋Cωk (８)

pk－１＝A′pk＋Qxk (９)

C′pk－γ２ωk＝０ (１０)

Rμk＋B′pk＝０ (１１)

满足上述方程,即可证明指控方存在最优决策,即 max
minJL 存在确定值,且最优解满足式(１０)和式(１１),其证明

过程可参见文献[２１].由式(３)和式(９)可知,变量xk 和pk－１

之间存在非其次线性关系,则定义如下:

ηk－１＝pk－１－Pkxk (１２)

其中,ηk－１和Pk 的定义将在下文中给出.

将式(１２)代入式(１１),则式(１１)可以改写为:

B′[ηk＋Pk＋１xk＋１]＋Rμk＝０⇒[R＋B′Pk＋１B]μk＋B′Pk＋１

Axk＋B′Pk＋１Cωk＋B′ηk (１３)

将式(１２)代入式(１０)中,方程(１０)可改写为:

C′[ηk＋Pk＋１xk＋１]－γ２ωk＝０⇒Zkωk＋C′Pk＋１Axk＋
C′Pk＋１Bμk＋C′ηk (１４)

其中,Zk＋１＝－γ２I＋C′Pk＋１C.由于指控方决策存在最优解,
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可知加权矩阵Zk＋１是确定的,即Zk＋１≤０,则式(１４)可改写

为:

ωk＝－Z－１
k＋１[C′Pk＋１Axk＋C′Pk＋１Bμk＋C′ηk] (１５)

将式(１５)代入式(１３),可得:

B′[ηk＋Pk＋１xk＋１]＋Rμk＝０

　⇒B′[ηk＋Pk＋１xk＋１]＋Rμk

＝[B′Pk＋１B＋R]μk＋B′Pk＋１Axk＋B′ηk－B′Pk＋１×

CZ－１
k [C′Pk＋１Axk＋C′Pk＋１Bμk＋C′ηk]

＝[R＋B′Pk＋１B－B′Pk＋１CZ－１
k C′Pk＋１A]xk ＋[B′＋

B′Pk＋１CZ－１
k C′]ηk

＝ψk＋１μk＋ kxk＋[B′＋B′Pk＋１CZ－１
k C′]ηk (１６)

其中,ψk＋１ ＝R＋B′􀭺Pk＋１B, k＋１ ＝B′􀭺Pk＋１A,􀭺Pk＋１ ＝Pk＋１ －

Z－１
k＋１CPk＋１.假设当加权矩阵为半正定时,maxminJL 的最

优解可能不止一个,此时需要引入正则 Riccati方程,使得Pk

满足 Riccati方程,其表示如下:

Pk＝Q＋A′Pk＋１A－APk＋１Bψ∗
k＋１B′􀭺Pk＋１A－A′Pk＋１BZ－１

k＋１

B′Pk＋１A＋A′Pk＋１B×Z－１
k＋１B′Pk＋１Bψ∗

k＋１B′􀭺Pk＋１A
(１７)

此时ηk＝０,且PN＋１＝PNxN＋１＝H,ψ∗
k＋１为ψk＋１的伪逆矩

阵,可以得出ηN ＝０,故等式(１２)在N 时刻成立.假设式(１２)

在时刻k成立,则ηk＝pk－Pk＋１xk＋１,当二者的值域范围符合

Range[k＋１]⊆Range[ψk＋１],由方程(１６)可得:

μk＝－ψ∗
k＋１ k＋１xk－ψ∗

k＋１[B′－B′Pk＋１CZ－１
k＋１×C′]ηk＋

[I－ψ∗
k＋１ k＋１]φ (１８)

其中,φ为任意项.将方程(１８)代入方程(１５)可得:

ωk＝－Z－１
k＋１C′Pk＋１ [A－Bψ∗

k＋１ k＋１]xk ＋Z－１
k＋１C′[Pk＋１

Bψ∗
k＋１[B′－B′Pk＋１C×Z－１

k＋１C′]－I]ηk－Z－１
k＋１C′Pk＋１

B×[I－ψ∗
k＋１ψk＋１]φ (１９)

把方程(１８)、方程(１９)以及方程(１２)代入式(９),可得:

pk－１＝A′pk＋Qxk

＝A′[ηk＋Pk＋１xk＋１]＋Qxk

＝A′[ηk＋Pk＋１[Axk＋Bμk＋Cωk]]＋Qxk

＝Pkxk＋ηk－１ (２０)

由于Pk 满足方程(１７),且 k＋１[I－ψ∗
k＋１ψk＋１]＝０,可得:

ηk－１＝[A′－A′Pk＋１Bψ∗
k＋１[B′－B′Pk＋１CZ－１

k＋１C′]＋A′

Pk＋１CZ－１
k＋１C′Pk＋１Bψ∗

k＋１[B′－B′×Pk＋１CZ－１
k＋１C′]－A′

Pk＋１CZ－１
k＋１C′]ηk (２１)

综上,可得出ηk＝０,k＝０,１,􀆺,N.由前文可知,当满足

P(０)－∏
－１

０
≤０,Zk＋１≤０,ψk＋１≥０时,存在:

μ∗
k ＝－ψk＋１ k＋１xk＋[I－ψ∗

k＋１ψk＋１]ϕk (２２)

ω∗
k ＝－Z－１

k＋１Mk＋１xk－Z－１
k＋１C′Pk＋１B[I－ψ∗

k＋１ψk＋１]φk (２３)

其中,ϕk 为合适维数的任意向量,Mk＋１＝C′Pk＋１A－C′Pk＋１

Bψ∗
k＋１B′Pk＋１A,则最优决策指标函数为:

J∗
L ＝x０′[P０－π－１

０ ]x０ (２４)

具体证明过程如下:

由等式pk－１＝A′pk＋Qxk 和 maxminJL≤０得到:

xk′pk－１－x′k＋１pk
＝[Axk＋Buk＋Cwk]′Pk＋１[Axk＋Buk＋Cwk]－xk′Pkxk

＝[xk′uk′wk′]×

－Pk＋A′Pk＋１A A′Pk＋１B A′Pk＋１C

B′Pk＋１A B′Pk＋１B B′Pk＋１C

C′Pk＋１A C′Pk＋１B CPk＋１C

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

xk

uk

wk

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

对上式从０到 N 依次求和,可得:

x′N＋１PN＋１xN＋１－x′０p－１＝

　∑
N

k＝０
[xk′uk′wk′]×

－Pk＋A′Pk＋１A A′Pk＋１B A′Pk＋１C

B′Pk＋１A B′Pk＋１B B′Pk＋１C

C′Pk＋１A C′Pk＋１B C′Pk＋１C

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

xk

uk

wk

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

HJ 指控方的性能指标函数则更新为:

JL ＝x０′p－１－x０′π－１
０ x０＋∑

N

k＝０
[xk′μk′ωk′]×

－Pk＋A′Pk＋１AA′Pk＋１B A′Pk＋１C

B′Pk＋１A B′Pk＋１B B′Pk＋１C

C′Pk＋１A C′Pk＋１B －γ２I＋C′Pk＋１C

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
×

xk

μk

ωk

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

＝x０′p－１－x０′π－１
０ x０＋∑

N

k＝０
xk′[－Pk＋Q＋A′Pk＋１A－

A′P(k＋１)Bψ∗
k＋１B′Pk＋１A－A′Pk＋１CZ－１

k＋１C′Pk＋１A＋A′

Pk＋１CZ－１
k＋１ C′Pk＋１ Bψ∗

k＋１ B１′Pk＋１ A]xk ＋ ∑
N

k＝０

μk－μ
∧

k

ωk－ω
∧

k

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
×

R＋B′Pk＋１B B′Pk＋１B２

C′Pk＋１B －γ２I＋C′Pk＋IC[ ]
æ

è

ç
ç

μk－μ
∧
k

ωk－ω∧k

é

ë
êê

ù

û
úú

ö

ø
÷

结合前文,该式可以改写为:

JL＝x０′p－１－x０′π－１
０ x０＋ ∑

N

k＝０
[μk－μ∗

k ]′ψk＋１[μk－μ∗
k ]＋

∑
N

k＝０
[ωk－ω∗

k ]′Zk＋１[ωk－ω∗
k ]

此时P０－π－１
０ ＜０,ψk＋１≥０,Zk＋１＜０,结合前文可得指控

方最优决策方案(u,w),经过计算得到最优性能指标如前文

等式所示.证毕.

(２)参与方策略优化

为了优化前文求得最优决策方案中存在的任意项,我们

首先进行矩阵变换,将任意项转换为等待解决的参与方,并引

入初等行变换矩阵T０(k),使得:

T０
k[I－ψ∗

k＋１ψk＋１]＝
０

RT０
k

[ ] (２５)

定义T０
k[I－ψ∗

k＋１ψk＋１]ψk＝
０

μ１
k

[ ] ,其中μ１
k＝ψT０

kψk,可得

到以下等式:

[I－ψ∗
k＋１ψk＋１]ψk＝(T－１

０ )k
０

μ１
k

[ ] ＝Z０
k＋１μ１

k (２６)

基于以上分析,我们将μ(k)和ω(k)改写为:

μk＝－ψ∗
k＋１τk＋１xk＋Z０

k＋１μ１
k (２７)

ω(k)＝－Z－１
k＋１Mk＋１xk－Z－１

k＋１C′Pk＋１BZ０
k＋１μ１

k (２８)

将式(２０)代入xk＋１的定义中,可得:
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xk＋１＝Ak＋１xk＋􀭺Bk＋１u１
k (２９)

其中,Ak＋１＝A－Bψ∗
k＋１τk－CZ－１

k＋１Mk＋１,􀭺Bk＋１ ＝BZ０
k＋１－CZ－１

k＋１

C′Pk＋１BZ０
k＋１.将μk 和ωk 代入JF,得到:

JF ＝x′N＋１􀭺PN＋１xN＋１＋∑
N

k＝０
[μk′Rμk＋xk′Qxk]

＝x′N＋１􀭺PN＋１xN＋１＋ ∑
N

k＝０
xk′K１′k＋１RK１

k＋１xk[ －２xk′K１′k＋１

RZ０
k＋１μ１

k＋μ１′kZ０′k＋１RZ０
k＋１μ１

k]＋xk′Qxk] (３０)

此时对参与方的决策方案优化问题进行求解,即:

min
u１

J２ (３１)

参与方决策方案优化是一个标准的线性二次型优化问

题.首先给出有解的必要条件:

θk－ １＝A′k＋１θk＋[Q＋K１′k＋１RK１
k＋１]xk－ K１′k＋１RZ０

k＋１μ１
k

⇒０＝－Z０′k＋１RK０′k＋１xk＋Z０′k＋１RZ０
k＋１μ１

k＋B′k＋１θk (３２)

若式(３２)成立,则说明参与方决策方案优化问题存在最

优解.具体证明过程如下:

首先定义xk 和θk－１之间的非齐次关系.

k＝θk－P~k＋１xk＋１ (３３)

其中,k 和P~k＋１的定义在下述引理中给出.结合JF 和θk－１

的定义得到以下平衡方程:

０＝－Z１
k′R′K１

k＋１xk ＋Z１′k＋１RZ０
k＋１μ１

k ＋B′k＋１ [k ＋P~k＋１

xk＋１]

＝－Z０′k＋１R′K１
k＋１xk ＋Z０′k＋１RZ０

k＋１μ１
k ＋B′k＋１[k ＋P~k＋１

[Ak＋１xk＋􀭺Bk＋１μ１
k]]

＝[－Z０′k＋１R′K１
k＋１＋B′k＋１P

~
k＋１Ak＋１]xk＋[Z０′k＋１RZ０

k＋１＋

B′k＋１P
~
k＋１􀭺Bk＋１]μ１

k

＝ψ０
k＋１μ１

k＋Γk＋１xk＋B′k＋１μ１
k (３４)

其中,

φ０
k＋１＝Z０′k＋１RZ０

k＋１＋B′k＋１P
~
k＋１Bk＋１

Γk＋１＝－Z０′k＋１R′K１
k＋１＋B′k＋１P

~
k＋１Ak＋１

(３５)

为了求得最优控制器μ１
k 的显式解,定义以下假设:

Range[Γk＋１]⊆Range[ψ０
k＋１] (３６)

当参与方决策方案性能指标中的控制权阵为半正定矩阵

时,问题min
u１

　J２ 不存在唯一解,此处为引入正则 Riccati方程.

基于上述正则假设,本文求解正则 Riccati方程的解,并且验

证x(k)和θ(k－１)之间的齐次关系.在前文假设情况下

θ(k－１)＝P~(k)x(k)成立,其中:

P~k＝Q＋K１′k＋１RK１
k＋１＋A′k＋１P

~
k＋１Ak＋１－Γ′k＋１ψ０′k＋１Zk＋１

(３７)

此时 (k)＝０且存在θN ＝P~N＋１xN＋１以及P~N＋１＝H~ .即

θN ＝P~N＋１xN＋１.假设 (k)在时刻k成立,使得 k＝θk－P~k＋１

xk＋１,此时存在:

μ１
k＝－ψ０∗

k＋１Zk＋１xk－ψ０
k＋１B′k＋１Γk＋[I－ψ０∗

k＋１ψ０
k＋１]φk (３８)

其中,φ(k)是合适维数的任意项.将式(３８)和 k＝θk－P~k＋１

xk＋１代入θk－１,得到:

θk＋１＝P~kxk＋ k (３９)

将Γ′k＋１[I－ψ０∗
k＋１ψ０

k＋１]＝０应用到式(３９)的推导中,可得:

k－１＝[Ak＋１－ A′k＋１P
~
k＋１Bk＋１ψ０∗

k＋１B′k＋１＋K１′k＋１RZ０
k＋１ψ０∗

k＋１

B′k＋１]k (４０)

由于 N ＝０,可得 k＝０,k＝０,１,􀆺,N.

接下来考虑状态空间模型和决策方案指标函数,当 HF

符合前文的假设时,优化问题存在最优解μ１
k,当且仅当满足

下列条件:１)P~０≥０;２)ψk≥０.当满足这两个条件时,该问题

是可解的,且其最优解为:

μ１∗
k ＝－ψ１∗

k＋１Γk＋１xk＋[I－ψ１∗
k＋１ψ１

k＋１]φk (４１)

其中,φ(k)是有合适维数的任意向量.则相应的最优决策方

案性能指标为:

J∗
F ＝x０′P０x０ (４２)

具体推导过程如下:

必要性证明:假设问题min
μ１

　JF 有解,通过归纳法来验证

ψ０
k＋１≥０并且获得最优决策方案.式(３０)可以改写为:

JF＝x′N＋１P
~

N＋１xN＋１＋∑
N

k＝０
[xk′μ１

k′]×

Q＋K１′k＋１RK１
k＋１ － K０

k＋１RZ０
k＋１

－ K１′k＋１RZ０
k＋１ Z０′k＋１RZ０

k＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

xk

μ１
k

[ ]
当k＝N 时,JF 可以被写为x(N)和u１

N 的表达式,具体

如下:

JF＝[xN′μ１
N′]Φ N＋１

xN

μ１
N

[ ]

Φ N＋１＝
ΘN＋１ Γ N＋１

Γ N＋１ ψ０
N＋１

[ ]

ΘN＋１＝Q＋K１′N＋１RK１
N＋１＋A′N＋１P

~
N＋１AN＋１

其中,μ１
N 存在二次项对于任意非零的μ１

N 为半正定矩阵,此时

x(N)＝０,得到:

JF＝μ１
N′ψ０

N＋１μ１
N

即ψ０
N＋１≥０.结合θN ＝P~N＋１xN＋１,可知:

０＝ －Z０′N＋１R′K１
N＋１xN ＋Z′N＋１RZ０

N＋１μ１
N ＋B′N＋１P

~
N＋１

[AN＋１xN ＋BN＋１μ１
N]

此时,参与方最优决策方案参数可定义为:

μ１
N ＝－ψ１∗

N＋１ΓN＋１xN ＋[I－ψ０
N＋１ψ０

N＋１]φN

θN ＝A′N＋１P
~

N＋１ [AN＋１xN ＋BN＋１μ１
N ]＋ [Q＋K１′N＋１

RK１
N＋１]xN －K１′N＋１RZ０

N＋１μ１
N

＝[A′N＋１P
~

N＋１AN＋１＋Q＋K１′N＋１RK１
N＋１]×xN ＋[A′N＋１

P~N＋１P
~BN＋１P

~]－K１′N＋１RZ０
N＋１μ１

N

＝[A′N＋１P
~

N＋１AN＋１＋Q＋K１′N＋１RK１
N＋１－Γ′N＋１P

~
ψ０∗

N＋１

Γ N＋１P
~]xN ＋Γ′N＋１P

~[I－ψ０∗
N＋１ψ０

N＋１]φN

至此,我们验证了在k＝N 时刻的P~N .运用归纳法,选

取０≤k≤N 中的任意k,假设ψ０
k≥０以及最优决策方案参数

μ１
N 在k＞１时和前文推导一致,则当k＝０时,本文条件依然

成立.令μk 在所有的k≥１时都存在最优决策.需要验证ψ０

为半正定矩阵.假设x０＝０,求解J０
F 中关于μ０ 的二次型.

此时可得:

xk′θk－１－xk′θk

　＝xk′[Q＋K１′k＋１RK１
k＋１]xk－２xk′K１′k＋１RZ０

k＋１μ１
k＋

μ１
k′Z０′k＋１RZ０

k＋１μ１
k

７５２张　杰,等:基于Stackelberg与边拉普拉斯矩阵的多智能体系统



＝[xk′μ１
k″]×

Q＋K１′k＋１RK１
k＋１ －K１′k＋１RZ０

k＋１

－K１′k＋１RZ０
k＋１ Z０′k＋１RZ０

k＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

xk

μ１
k

[ ]

对等式两边进行∑
N

１
k求和.

xk′θ０－x′N＋１P
~

N＋１xN＋１

　＝∑
N

k＝１
[xk′θk－１－x′k＋１θk]

＝∑
N

k＝１
[xk′μ１

k′]×
Q＋K１′k＋１RK１

k＋１ －K１′k＋１RZ０
k＋１

－K１′k＋１RZ０
k＋１ Z０′k＋１RZ０

k＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

xk

μ１
k

[ ]
综上,可以将JF 写为:

JF＝x′N＋１P
~

N＋１xN＋１＋[x０′μ１
０′]

Q＋K１
１′RK１

１ －K１
１′RZ０

１

－K１
１′RZ０

１ Z０
１′RZ０

１

é

ë
êê

ù

û
úú

x０

μ１
０

[ ] ＋ ∑
N

k＝１
[xk′μ１

k′]×

Q＋K１′k＋１RK１
k＋１ －K１′k＋１RZZ０

k＋１

－K１′k＋１RZ０
k＋１ Z０′k＋１RZ０

k＋１　
é

ë
êê

ù

û
úú×

xk′

μ１
k

[ ]

＝[x０′μ１
０′]

Q＋K１
１′RK１

１ －K１
１′RZ０

１

－K１
１′RZ０

１ Z０
１′RZ０

１

é

ë
êê

ù

û
úú

x０

μ１
０

[ ] ＋x１′θ１

＝μ１
０′[Z０

１′RG０
１＋B１′P１B１]μ１

０′

＝μ１
０′ψ１

０μ１
０

假设参与方最优决策方案存在,则对于任意的μ０≠０,JF

可以获得最小值.因此ψ０
１≥０.结合θ０＝P~１x１,得到:

０＝－Z０
１′RK１

１x(０)＋Z０
１′RZ０

１μ１
０＋B１′P

~
１[A１x０＋B１μ１

０]

故u１
０ 可以写为μ１

０＝－ψ０
１∗Γ１x０＋[I－ψ０

１∗ψ０
１]φ０.结合前文

可以得到:

θ－１＝A１′P
~

１[A１x０＋B１μ１
０]＋[Q＋K１

１′RK１
１]x０－

K１
１′RZ０

１μ１
０

＝[A１′P
~

１A１＋Q＋K１
１′RK１

１]x０＋[A１′P
~

１B１－

K１
１′RZ０

１]μ１
０

＝[A１′P
~

１A１＋Q＋K１
１′RK１

１－Γ１′ψ０
１∗Γ１]x０＋

Γ１′[I－ψ０∗
１ (１)ψ０

１]φ０

至此,P~０ 在k＝０时成立得到验证.

充分性证明.

运用完全平方和,得到:

x′k＋１P
~
k＋１xk＋１－xk′P

~
kxk

　＝[Ak＋１xk＋Bk＋１μ１
k]′P~k＋１[Ak＋１xk＋Bk＋１μ１

k]－

xk′P
~
kxk

＝[xk′μ１
k′]

－P~k＋A′k＋１P
~
k＋１Ak＋１ A′k＋１P

~
k＋１Bk＋１

B′k＋１P
~
k＋１Ak＋１ B′k＋１P

~
k＋１Bk＋１

é

ë
êê

ù

û
úú ×

xk

μ１
k

[ ]
对上式从k＝０,１,􀆺,N 求和,则:

∑
N

k＝０
[x′k＋１P

~
k＋１xk＋１－xk′P

~
kxk]

　＝x′N＋１PN＋１xN＋１－x０′P
~

０x０

　＝∑
N

k＝０
[xk′μ１

k′]×
－ P~k＋P~k＋１Ak＋１ A′k＋１P

~
k＋１Bk＋１

B′k＋１P
~
k＋１Ak＋１ B′k＋１P

~
k＋１Bk＋１

é

ë
êê

ù

û
úú×

xk

μ１
k

[ ]

将x′N＋１P
~

N＋１xN＋１代入上式,并且结合 Riccati方程,则

JF 可以被描述为:

JF＝x０′P
~

０x０＋∑
N

k＝０
xk′[－P~kQ＋K１′k＋１RK１

k＋１＋A′k＋１P
~
k＋１

Ak＋１－Γ′k＋１ψ０∗
k＋１Γk＋１]xk＋∑

N

k＝０
[μ１

k′－μ１∗
k ]′ψ０

k＋１]μ１
k′

－μ１∗
k ]

＝x０′P
~

０x０＋∑
N

k＝０
[μ１

k′－μ１∗
k ]′ψ０

k＋１[μ１
k－μ１∗

k ]

证毕.

此时P~０≥０,ψ０
k＋１≥０.因此,参与方最优决策方案存在,

且最优指控方－参与方决策方案,即全局最优决策方案如下:

μ∗
k ＝－ [ψ∗

k＋１τk＋１ ＋Z０
k＋１ψ∗

k＋１Γk＋１]xk ＋Z０
k＋１ [I－ψ０∗

k＋１

ψ０
k＋１]φk (４３)

ω∗
k ＝－Z－１

k＋１[Mk＋１－C′Pk＋１BG０
kψ０∗

k＋１×Γk＋１]xk－Z－１
k＋１C′

Pk＋１BG０
k＋１[I－ψ０∗

k＋１ψ０
k＋１] (４４)

至此,得到了Stackelberg博弈的一种闭环解,获得指控

方与参与方的最优决策方案,最终达到全局收益最大化.

３　代数图论和有向边拉普拉斯矩阵的相关概念与

引理

３．１　代数图论相关概念和引理

本节简单梳理下文中即将使用的数学相关术语与图论基

本知识[２２].本文使用|􀅰|和‖􀅰‖分别表示向量的欧拉范

数和矩阵的２Ｇ范数[２３];定义１n 表示元素全为１的n维向量,

In 表示n维单位矩阵,０表示元素全为０的n维０矩阵或者n
维０向量;用null(A)表示矩阵A 的核空间,rank(A)表示矩

阵A 的秩;符号⊗表示克罗内克积[２４](kroneckerproduct).

图论通常用于表示节点之间的联系,进而表示多智能体

系统的拓扑关系并建模,而且可以模拟系统内智能体之间的

关系,分析系统的协同性与鲁棒性.数学上定义图R＝{ν,ε}

由非空点集合ν和对应边的集合ε∈ν×ν构成.假设规定所

有边的方向,则定义R为有向图,反之则定义R为无向图.

当节点(i,j)∈ε,i,j∈R,则两个节点i,j互为对方的邻居节

点,可以表示为 Ni＝{j:(j,i)∈ε}.就无向图而言,任意两个

节点之间的距离被定义为通路r,其数学含义为r＋１个不同

节点所构成的节点序列.假设两个节点之间存在通路,则定

义二者为连通的,进而无向图R 也是连通的.指定好无向图

每条边的方向后可得到定向图,任意两相邻节点之间是否仅

存在一条有向边是定义定向图与无向图二者之间区别的唯一

准则.有向图R＝{ν,ε}中的通路是首节点和尾结点互相连

接的有向边序列,关于有向树的定义,即单一节点到其他任一

节点仅存在唯一通路,此类结构被定义为有向树,所有有向树

的集合则定义为生成树Rτ＝{ν,ετ},除去生成树外的所有子

图集合称为生成余树.如果图中两节点之间的有向图通路一

致,则称此有向图具有强连通[２５]的特性.

邻接矩阵AR(R)＝[aij]∈Rn×n,其中非负元素aij的取值

取决于i,j两个节点是否存在相邻关系,即i,j是否为相邻节

点.对角矩阵ΔR(R)＝diag{Δi(R)},此时定义对角元素对应

节点的度为Δi(R),度的取值为∑
n

j＝１
aij(i＝１,􀆺,n),则图R的

边ek(k＝１,􀆺,m)的对应权重 wk≥０.图的关联矩阵E(R)
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定义如下:任意一个有向图上n×m 的{０,±１}矩阵,关联矩

阵的行与列分别对应于有向图的点与边,关联矩阵的秩满足

rank(E(R))＝n－１,且E(R)T１n＝０,具体如下:

[E(R)]ik＝

１, 节点i为边ek 终点

－１, 节点i为边ek 终点

０, 其他
{ (４５)

综上,图R的拉普拉斯矩阵定义为LR(R)＝ΔR(R)－

AR(R),对于连通图,拉普拉斯矩阵为半正定矩阵[２５],且LR
(R)＝E(R)E(R)T,则本文基于图论对拉普拉斯矩阵重新进

行定义:

Le(R)∶＝E(R)TE(R) (４６)

此时Le(R)和LR(R)都具有相同的非零特征值.

３．２　有向边拉普拉斯矩阵

在描述强连通有向图(下文简称为有向图)R中节点与边

的关系时,此处引入了入度关联矩阵和出度关联矩阵两个概

念,具体定义如下:假设有向图R的节点和边数量分别为n
和m,则n×m 维入度关联矩阵E☉ (R)为[０,－１]矩阵,出度

关联矩阵[２６]E⊗ (R)为[０,＋１]矩阵,其行与列分别对应于有

向图R的点与边:

[E☉ (R)]ij∶＝
－１, 当i节点为边ej 的终点

０, 其他{
[E⊗ (R)]ij∶＝

＋１, 当i节点为边ej 的起点

０, 其他{
(４７)

通过比较可以发现E(R)和出度关联矩阵E⊗ (R)、入度

关联矩阵E☉ (R)之间存在如下关系:

E(R)＝E☉ (R)＋E⊗ (R) (４８)

现赋值权重wk 到有向图R中的边ek 上,则加权后的入

度关联矩阵可表示为Ew
☉ (R)＝E☉ (R)w(R),其中 w(R)为

式(４５)中的权重矩阵,此时可以基于关联矩阵与加权后的入

度关联矩阵对拉普拉斯矩阵进行重新定义,表达式如下:

LR(R)＝Ew
☉ (R)E(R)T (４９)

具体证明过程如下:

根据等 式reward＝
－１, 终止状态条件下

０, 其他{ ,可 以 将

F＝∫
∞

０
(w１|e(t)|＋w２u２(t))dt分解:

Ew
☉ (R)E(R)T＝Ew

☉ (R)E☉ (R)T＋Ew
☉ (R)E⊗ (R)T

定义Ew
☉i(R)和Ew

⊗i(R)分别是Ew
☉ (R)和Ew

⊗ (R)的第i
行.根据Ew

☉ (R)的定义可得:

Ew
☉i(R)E☉i(R)T＝

Δi(R), 当i＝j时

０, 其他{
同理可证得:

Ew
☉i(R)E⊗j(R)T＝

－wk, 当i∈Ni 时

０, 其他{
其中,Ni 是i的邻居节点,邻接矩阵 AR(R)＝－Ew

☉ (R)E⊗

(R)T,至此由拉普拉斯矩阵的定义可知:

Ew
☉ (R)E(R)T ＝Ew

☉ (R)E☉ (R)T＋Ew
☉ (R)E⊗ (R)T

＝ΔR(R)－AR(R)＝LR(R)

证毕.

本节基于无向图边拉普拉斯矩阵的概念与性质构建了基

于边拉普拉斯矩阵的多智能体系统模型,接下来将给出有向

边拉普拉斯矩阵的定义与代数性质.

对于n×m 的有向图R,有向拉普拉斯矩阵定义如下:

LR(R)∶＝E(R)TEw
☉ (R) (５０)

则有向边邻接矩阵可以表示为:

[Ae(R)]ij∶＝

＋１, 当边ek 与el 的起点相同

－１, 当边ek 终点是el 的起点

０, 其他
{ (５１)

且L⊗ (R)与Ae(R)的关系表示为:

Le(R)＝Im＋Ae(R) (５２)

接下来进一步探索边拉普拉斯矩阵的代数性质,为后续

将拉普拉斯矩阵引入多智能体系统建模中做铺垫,因此给出

如下引理.

假设LR(R)具有非零特征值为λ,其特征向量为p,可

得:

LR(R)p＝E☉ (R)(E(R)Tp)＝λp (５３)

令p－＝E(R)Tp 且p
－ ≠０,等式(４９)两端同乘E(R)T,可

得:

LR(R)p－＝(E(R)TE☉ (R))p－＝λp－ (５４)

由式(５３)和式(５４)可知,Le(R)的特征值包含LR(R)的

全部非零特征值,同理可得LR(R)的特征值包含Le(R)的全

部非零特征值,根据文献[２７]可知,R中的Le(R)和LR(R)

具有n－１个相同的非零特征值.此时Le(R)的零特征值的

代数连通度[２８]为 m－n＋１,可得rank(Le(R))≥n－１,结合

Le(R)＝E(R)TE☉ (R)和rank(E(R))＝n－１可知:

rank(Le(R))≤rank(E(R)T)＝n－１ (５５)

上述内容表明Le(R)和LR(R)的代数性质相似,下节将

把本节所涉及的理论知识应用于多智能体系统分析.

４　基于边拉普拉斯矩阵的多智能体系统建模

多智能体系统中分布式任务分配、分布式协同控制等问

题的基础与核心是多智能体系统的一致性问题.多智能体系

统通过各个智能体之间的信息交互、区域内信息共享来实现

协同和编队[２９],因此多智能体系统的内部信息交互模型处于

核心位置.针对多智能体系统的建模,本文采用拉普拉斯矩

阵来描述各个智能体成员之间的关联关系,目的是构建一个

多智能体系统内部各成员智能体进行信息交互的机制以及对

应的拓扑建模方式[３０],并以此来降低复杂问题的求解难度.

智能体系统由多个智能体构成,其拓扑结构由R表示,

单个智能体的动力学方程如下:

x􀅰i＝ui． (５６)

对于R的边ek,k＝１,􀆺,m,边状态的定义如下:

xek (t)＝xi(t)－xj(t) (５７)

其中,xi 和xj 分 别 是ek 的 起 点 和 终 点.假 设 xe (t)＝
[xT

e１
,􀆺,xT

em
]T 为R中所有对应的边状态向量,结合关联矩

阵E(R)的性质,可得:

xe(t)＝(E(R)T⊗Id)x(t)

⇒x􀅰(t)＝－(LR(R)T⊗Id)x(t) (５８)

式(５８)可结合式(５６)来更新单个智能体的动力学方程,
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然后在其两端同乘E(R)T,可得:

x􀅰e(t)＝－(Le(R)⊗Id)xe(t) (５９)

由于有向图可以写作R＝[EL(R)EF(R)]的联合形式,

则对应的入度关联矩阵Ew
☉ (R)可以写作Ew

☉ (R)＝[Ew
☉L(R)

Ew
☉F(R)],由此推理拉普拉斯矩阵Le(R)可以写作分块矩阵:

Le(R)＝E(R)TEw
☉ (R)

＝
LL

e (R) EL(R)TEw
☉F(R)

EF(R)TEw
☉L(R) LF

e (R)
é

ë
êê

ù

û
úú (６０)

如此可以获得智能体的信息交互反馈,可表示为:

HL:
x􀅰L(t)＝－(LL

e (R)⊗Id)xL(t)＋yF(t)

yL(t)＝－((EF(R)TEw
☉L(R))⊗Id)xL(t){ (６１)

HF:
x􀅰F(t)＝－(LF

e (R)⊗Id)xF(t)＋yL(t)

yF(t)＝－((EL(R)TEw
☉F(R))⊗Id)xF(t){ (６２)

获得多智能体系统中智能体之间的信息反馈模型[３１]后,

接下来对多智能体系统进行模型降阶,并基于生成树子图结

构降低求解的复杂度.对生成树进行线性变换获得生成余

树,由于EL(R)T(R)＝EF(R),则通过线性变换T(R)表示

生成余树,具体如下:

xF(t)＝(T(R)T⊗Id)xL(t) (６３)

由前文关联矩阵的定义可知xe(t)可表示为:

xe(t)＝(R(R)T⊗Id)xL(t) (６４)

式(６３)所推导出的生成余树可作为多智能体系统,即式

(６４)的内反馈项,将式(６３)代入式(６１)中获得降阶后的多智

能体系统模型H
∧
如下:

x􀅰L(t)＝(－LL
e (R)－EL(R)TEw

☉F
(R)T(R)T)⊗IdxL(t)

＝－EL(R)T(Ew
☉L:

(R)＋Ew
☉F

(R)(R)T)⊗IdxL(t)

＝－(EL(R)TEw
☉ (R)(R)T⊗Id)xL(t)

＝－(L
∧

e(R)⊗Id)xL(t) (６５)

５　数值仿真

为了验证以上结果的有效性,本节将给出一个数值例子.

假设多智能体系统的部分参数如下:

A＝
１ １

１ １[ ] ,B１＝
１ ０

１ ０[ ] ,B２＝
１ １

１ １[ ] ,

C′C＝
１ １

１ １[ ] ,D′D＝
１ ０

１ ０[ ]
(６６)

ψ２ 取值为 ４,π－１
０ 取值为

３ ２．９８

２．９８ ３[ ] .初始状态为

x０＝
１

２[ ] .令 N＝２,Ρ３＝
１ １

１ １[ ] .通过分析 HL 的决策优

化推导与代数迭代运算,得到正则 Riccati方程式(１７)的解如

下所示:

Ρ(２)＝
２．３３ ２．３３

２．３３ ２．３３[ ] ,Ρ(１)＝
２．６５ ２．６５

２．６５ ２．６５[ ] ,

P(０)＝
２．６８ ２．６８

２．６８ ２．６８[ ] (６７)

其中,P(０)－π－１
０ ＜０.结 合 上 述 运 算 取 得 的 结 果 来 计 算

式(２０)和式(２１),得到式(１)中描述的最优决策方案为:

u(２)＝
－１５．９２

０[ ] ＋
００

０１ [ ]φ(２),

u(１)＝
－９．８４

０[ ] ＋
０ ０

０ １[ ]φ(１)

u(０)＝
－５．０４

０[ ] ＋
０ ０

０ １[ ]φ(０)

(６８)

w(２)＝
７．８４

７．８４[ ] ＋
０ ０．６４

０ ０．６４[ ]φ(２)

w(１)＝
４．９２

４．９２[ ] ＋
００．６２

００．６２ [ ]φ(１)

w(０)＝
２．５２

２．５２[ ] ＋
０ ０．６１

０ ０．６１[ ]φ(０)

(６９)

在 HF 优化中,正则 Riccati方程(２７)的解如下:

P
~(２)＝

６．７０ ６．７０

６．７０ ６．７０[ ] ,P
~(１)＝

２０．１６ ２０．１６

２０．１６ ２０．１６[ ]

P
~(０)＝

１２．６５ １２．６５

１２．６５ １２．６５[ ]
参与者决策方案中的任意项φk 可以通过矩阵变换化为

μ１
k.由式(３２)得到μ１

k 的值如下:

μ１(２)＝
－０．２０１９

０[ ] ＋
０ ０

０ １[ ]φ(２)

μ１(１)＝
１３．２５

０．３[ ] ＋
０ ０

０ １[ ]φ(１)

μ１(０)＝
１７３．６５

０[ ] ＋
０ ０

０ １[ ]φ(０)

式(３２)中的任意项φ(k)(k＝２,１,０)为:

φ(２)＝
１

０．１[ ] ,φ(１)＝
０．６

０．３[ ] ,φ(０)＝
１

０．７[ ]
将φk 代入μ１

k,然后根据式(３),可以分别得到最优指控方

的策略,如式(４３)和式(４４)所示:

μ(２)＝
－１５．９２

０[ ] ,μ(１)＝
－９．８４

０[ ] ,

μ(０)＝
－５．０４

０[ ]

μ(２)＝
－１５．９２

０[ ] ,μ(１)＝
－９．８４

０[ ] ,μ(０)＝
－５．０４

０[ ]
经过计算,HL 范数形式的最优性能指标JL ＝－６．３５.

HF 范数形式的最优性能指标JF＝７９．６５.

６　 实验仿真

６．１　仿真场景描述

本节将以防空反导领域中的要地防空作为实验场景,并

设计约束条件与目标函数作为仿真环境,构建基于边拉普拉

斯矩阵的多智能体系统,对系统复杂性进行分析,验证系统的

可靠性与鲁棒性[３２].

本节以要地防空作为背景,在考虑山地影响的情况下,使

用本文算法进行多智能体系统建模,并基于系统对战场火力

单元进行部署[３３],验证是否能在规定的来袭火力下保卫要地

目标,达到目标函数值.
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６．２　实验仿真结果分析

本节将以多智能体系统的状态轨迹作为实验对象,以此

证明基于图拉普拉斯矩阵构建的多智能体系统具有良好的鲁

棒性和一致性.实验背景设为战场资源部署,图１给出了智

能体稳定性的迭代曲线图,横轴为迭代次数,纵轴为多智能体

系统收益函数,当迭代次数达到２５００时,收益函数趋于平稳,

证明多智能体系统趋于稳定,具有优越的鲁棒性.

图１　多智能体系统鲁棒性分析

Fig．１　RobustnessanalysisofmultiＧagentsystem

图２给出了多智能体系统一致性分析图,由图可知,当迭

代次数达到１０００左右时,智能体边状态趋于平衡.由此可

知,多智能体系统经过一定次数的迭代训练后是局部利普希

茨连续[３４Ｇ３５]的,具有优越的一致性.

图２　多智能体系统一致性

Fig．２　ConsistencyofmultiＧagentsystem

结束语　本文建立了分布式作战环境下多智能体系统内

部的博弈交互模型,求解出了多智能系统中基于性能指标的

加权矩阵为半正定的指控方Ｇ参与方博弈问题.针对此问题,

首先在指控方优化中获得最优决策(μ,ω),其中控制μ,ω的

大小获取JL 的最优值,由于其具有半正定的性质,且μ中存

在任意项,经过矩阵变换,将之前求得的任意项转化为JF 中

的待求解项,进一步优化JF.综合上述优化过程,在正则假

设下求解了 Riccati方程并且给出了多主多从Stackelberg博

弈模型的闭环解.同时基于图论的拉普拉斯矩阵相关理论知

识对多智能体进行系统建模,分析其系统内部点状态与边状

态之间的关系,通过构建多智能体系统并对其收益函数与边

状态函数进行分析,证明了局部利普希茨连续,以此说明多智

能体系统优越的一致性与鲁棒性.本文的研究工作不仅拓宽

了当前分布式指挥控制领域的学术理论深度,并且建立了分

布式多智能体系统内的交互博弈模型机制,为智能化作战奠

定了理论基础.
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