
http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２０１１００００５

到稿日期:２０２０Ｇ１１Ｇ０２　返修日期:２０２１Ｇ０３Ｇ１６　　本文已加入开放科学计划(OSID),请扫描上方二维码获取补充信息.

基金项目:国家重点研发计划项目(２０１６YFCI４０１９００)

ThisworkwassupportedbytheNationalKeyResearchandDevelopmentProject(２０１６YFCI４０１９００)．
通信作者:袁野(yuanye＠mail．neu．edu．cn)

时序图中TopＧk稠密子图查询算法研究
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摘　要　稠密子图的查询是图分析领域的重要研究问题之一,在社交用户相关性分析、Web中社群分析等方面都有着广泛的

应用.目前,关于稠密子图查询的研究工作主要基于静态图.而在实际应用中,时序信息会对稠密子图查询产生重要的影响,

使得图拓扑结构随时间序列不断发生变化,包含的信息量也不断增加,使得已有的针对静态图的查找方法不再适用于时序图.

因此,如何高效地在时序图上查找稠密子图仍然是一个挑战.为了解决上述挑战,首先规范化地定义了基于时序图的稠密子图

查找问题;然后,根据图的拓扑结构和包含时间标签的边之间的相似度,提出一种基于阈值的近似查找算法 DTSＧbase.为了加

快算法的收敛速度,提出了一个基于快速计算最大相似度时间片的优化算法 DTSＧopt.最后,通过在真实数据集上的实验,证

明了所提算法的高效性和可扩展性.
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Abstract　Thedensesubgraphsearchproblemisoneofthemostimportantgraphanalysisproblems．Itiswidelyusedinmany
fields,suchasthesocialusercorrelationanalysisinsocialnetworks,thecommunitydiscoveryintheWeb,etc．However,thecurＧ

rentresearchfocusesonsearchingdensesubgraphsonstaticgraphs．Inpracticalapplication,temporalinformationhasanimporＧ

tantimpactonthequeryofdensesubgraphs,whichmakesthetopologystructureofgraphschangeconstantlywithtimeseＧ

quences,andtheamountofinformationcontainedalsoincreasesdramatically．Therefore,theexistingsearchingmethodsforstatic

graphsarenolongerapplicabletotemporalgraphs．Hence,itisstillachallengetosearchdensesubgraphsefficientlyonatempoＧ

ralgraph．Inordertosolvetheabovechallenge,thispaperfirstdefinestheTopＧkdensesttemporalsubgraphssearchingproblems

inastandardizedway．Then,toaddresstheabovechallenge,thispaperproposesanapproximatesearchingalgorithmDTSＧbase

basedonthresholdaccordingtothetopologyofthegraphandthesimilaritybetweenedgescontainingtimetags．Furthermore,an

optimizationalgorithmDTSＧoptbasedonthefastcalculationofmaximumsimilaritytimesliceisproposedinordertoaccelerate

theconvergencespeed．Finally,experimentsonrealdatasetsdemonstratetheefficiencyandscalabilityoftheproposedalgoＧ

rithms．
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１　引言

近年来,随着图查询研究的不断深入,稠密子图查询问题

得到了越来越多研究者的关注[１Ｇ３].稠密子图是指一个图中

相对集中的子区域,一般被视作图结构的核心部分.稠密子

图作为具有特殊结构和性质的子图,可表示现实网络中具有

某种特定意义的对象群体.例如:１)在商业及金融分析[１]中,

稠密子图往往代表着内部高度相关的实体结构,对了解市场

动态及 预 测 金 融 产 品 走 势 有 着 极 高 的 价 值;２)在 社 交 网

络[２Ｇ３]中,顶点代表用户,边代表用户之间的朋友关系,网络

中的稠密区域可以被认为是一个社区团体.因此,对稠密子

图查询的研究在实际应用中具有非常重要的现实意义.

目前,大量的研究工作给出了不同的稠密子图的定义和

相应的查询算法,例如,kＧcore[４]、kＧtruss[５]、极大团[６Ｇ７]和准

团[８Ｇ９]等.然而,现有算法主要是针对静态图.但是在实际应

用中,很多随时间变化的网络不适合被简单地抽象为静态图,

如社交网络、通信网络、交通网络以及蛋白质相互作用网络

等.在这些网络中,节点之间只在某些特定的时间存在联系,



即节点之间的联系是具有时序性的.广义上,时序图是在静

态图的基础上加入了时间维度信息.狭义上,时序图包含了

图的演化历史,能够为应用提供图在不同历史时刻下的信息,

为通信网络[１０]、社交网络[５]等领域的挖掘提供了更加丰富的

数据支持.因此,本文主要研究基于时序图的稠密子图查询

问题.

一个典型的基于时序图的稠密子图示例如图１所示.该

图表示一个合作社群的网络,其中,节点表示合著者网络中的

作者,节点之间的边表示作者之间存在合作,边上的时间序列

表示合作的时间点.合作社群的演化主要有以下几种情形:

１)如图１中蓝色节点构成的合作群体内部一直紧密合作,构

成相对稳定.２)如图１中黄色节点构成的合作群体仅在{１,

２}时间内紧密合作,然后各自转向其他的群体.３)如图１中

绿色节点构成的合作群体的合作时间不稳定,但构成相对稳

定;而其他内部结构松散或者构成不稳定的群体不能反映演

化的过程.如图１中‹２,５,９,１７,２０›节点集构成的子图虽然

在拓扑结构上是紧密的,但是从合作时间层面上看,该子图结

构并不稳定,该子图也不能反映群体的演化过程.因此,本文

基于时序图提出稠密子图的查询问题,查询的结果包含以上

３种情形,使结果中的稠密时序子图既能满足合作群体内

部的紧密性,同时又能从时间维度更好地体现合作社群演

化的过程.本文提出的查询算法还可以应用于海洋监测

领域,查 询 的 结 果 可 以 表 示 海 洋 污 染 或 温 度 等 演 化 的

过程.

图１　稠密时序图的示例(电子版为彩色)

Fig．１　Exampleofdensetemporalgraph

　　由于在时序图中每条边上都有记录时间的标签序列,且

节点之间的联系是随着时间动态变化的,而查找的稠密时序

子图不仅要保证在拓扑结构上的稠密性,而且要保证子图中

的边尽可能同时出现在所包含的每一个时间片中.因此,现
有的静态图上的稠密子图查询算法无法直接应用于这样的时

序图.目前,只有文献[１１Ｇ１２]研究了时序图的稠密子图查询

问题.但其查找的是稠密子图可能存在的时间片区间,进而

找出稠密子图.这些查找算法得到的结果子图只需要保证在

某个时间区间内该子图的拓扑结构是稠密的,即这些方法也

不适用于本文.因此,如何高效地在时序图上查找稠密子图

仍然是一个挑战.为了解决以上挑战,本文首次提出了稠密

时序子图(DenseTemporalSubgraph,DTS)模型,在静态图密

度的基础上定义了稠密时序子图的密度,既考虑了边密度,又
考虑了边上时间的相关性.本文的主要贡献如下:

(１)本文以时序图为对象研究稠密子图查询问题,并首次

形式化地定义了时序图密度和时序图上的 TopＧk稠密子图查

询问题;

(２)本文根据图的拓扑结构和包含时间标签的边之间的

相似度,提出了基于阈值的稠密时序子图的基本算法 DTSＧ
base;

(３)通过对时间片相似度矩阵的进一步优化,提出基于快

速计算最大相似度时间片的 DTSＧopt算法,在很大程度上提

高了 DTSＧbase的查找效率;

(４)通过在５种真实数据集上进行测试,验证和分析了所

提算法的有效性和可扩展性.

本文第２节介绍了相关工作;第３节介绍了基于时序图

的稠密子图挖掘的基础知识和相关定义;第４节和第５节主

要介绍了提出的稠密时序子图查询的两种近似算法;第６节

在真实数据集上,对提出的算法进行实验评价和结果分析;最

后总结全文.

２　相关工作

２．１　稠密子图模型

经典的稠密子图衡量标准主要有３种:度、距离和三角划

分.基于度的衡量标准就是根据子图中节点拥有边的条数来

度量子图的稠密性.文献[１３]提出了一个挖掘最稠密准团的

随机算法,而文献[４]提出了一种多项式时间间隔内连续产生

所有准团的搜索算法.基于距离的衡量标准就是根据任意两

个节点间的最短路径的长度来度量子图的稠密性.为了改善

基于度或距离的稠密子图存在的问题,文献[５]提出了一种基

于三角划分的稠密子图———kＧtruss结构,即子图内每条边都

包含在至少k－２个三角形中.

另外,文献[１４]定义了确定图G＝(V,E)的密度为ρ＝

|E|/|V|,即图中顶点的平均度,并提出了一个基于最大流

算法的多项式时间算法.文献[１５]给出了一个线性时间的２Ｇ
近似算法.本文是在平均度的基础上加入时间维度的信息对

时序子图的稠密性进行度量.因此本文提出的稠密时序子图

的概念更为复杂,不能直接应用之前的方法.
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２．２　动态图中的稠密子图挖掘

动态图(dynamicgraph)是指会随时间发生变化的图模

型或者图数据.动态图可以根据其变化的形式分为两类:

１)图中拓扑结构关系发生变化;２)图中顶点和边所代表的数

据对象内容,或者图中某一特定对象的评价方式发生变化[１６].
动态图数据在现实生活中是广泛存在的,例如,在社交网络中

建立友谊关系的过程、蛋白质交互过程中各类蛋白质分子的

相互作用等.

Sarma等[１７]在分布式计算的拥挤模型的动态版本中研

究了稠密子图问题.在这种模型下,他们设计了一种复杂度

为(２＋ε)的近似算法,其中需要 O Dlogn
ε( ) 轮并行,D 代表

网络的直径.Angel等[１８]研究了在流边权值更新下高效维护

稠密子图的问题,从而发现 Twitter中有趣的事件.他们主

要关注于查找小规模的稠密子图(最多有１０个节点).Valari
等[１９]基于动态图研究了在每次递归移除最稠密的子图时,如
何计算 TopＧk稠密子图的问题.

２．３　时序图中的稠密子图挖掘

时序图(temporalgraph)[２０]是一种会随着时间不断变化

的图结构,时序图本质上是带有随时间变化标签的图,即图中

的标签带有某种特定的时间属性.时序图强调在一个时间阈

值内数据的变化.一般情况下时序图可以按照顶点间联系持

续时间λ(e)的大小分为以下两种情况.

第一种是各顶点间联系无持续性或其持续时间λ(e)可
忽略不计,即λ(e)＝０.这种情况下,图中的边‹u,v›可以用

三元组(u,v,t)进行表示,每条边‹u,v›都存在一组时间的序

列Tuv＝{t１,􀆺,tn}.本文是基于λ(e)＝０的情况下在时序

图上进行稠密子图查询问题研究的.第二种是时序图中的边

在一定的时间段内被激活,即λ(e)≠０.在这种时序图中,持
续时间是一个重要、不可忽视且必须考虑的因素.

目前在时序图中的稠密子图的挖掘问题主要是在时序图

上找出最可能出现稠密子图的区间,从而得到稠密子图.文

献[１１]通过计算每张快照边上的权值,为时序图构建了一个

以时间戳为横坐标的粘性密度曲线,并通过该曲线得到了时

序图上最可能存在稠密子图的区间.文献[１２]提出了基于时

序图的一种启发式稠密子图搜索策略.该方法首先通过剪枝

策略移除不存在于时序子图模式中的顶点和时间阈值,然后

在新的时序图中,将新的时序图划分成一系列快照,最终找到

稠密子图.该方法在一定程度上保留了时序图上的时间关联

性,但是完成该算法所需要的时间较长,不能很好地应用在大

规模时序图上.Semertzidis等[２１]提出在时序图中所有时间

快照上找到一个持久的稠密子图.文献[２２]基于时序图提出

了(θ,τ)持续性k核子图搜索问题,也就是给定查询图中的

一个顶点,通过滑动窗口模型算法找到一个在一段时间内持

续存在且包含该查询点的稠密子图.

３　背景知识和问题定义

本节首先介绍了时序图的一些背景知识,接着形式化定

义了稠密时序子图问题.

３．１　基本定义

定义１(时序图)　给定时序图GT＝(V,E,T),V 表示节

点的集合,E表示边的集合,T 表示图中所有节点之间存在联

系时刻的集合,Tuv∈T 表示在节点u和v之间存在联系的时

刻的集合.

例１　如图２所示,节点a和c 在时刻２和４时存在关

系.因此,Tac＝{２,４}.

图２　时序图及对应的时间片快照

Fig．２　Temporalgraphandcorrespondingsnapshots

基于静态图查询稠密子图的研究通常使用平均度来度量

子图的稠密性,子图内各节点之间的联系越紧密,平均度越

高.同样地,子图拓扑结构的稠密性也是稠密时序子图的度

量之一.时序图中平均度的概念如定义２所示.

定义２(平均度)　对于时序图 GT ＝(V,E,T)的子图

gT＝(V′,E′,T′),其中V′⊆V,E′⊆E,T′⊆T,图gT 的平均

度如式(１)所示:

ρ(gT)＝|E′|
|T′|

(１)

３．２　时序图的时序相似度计算

３．１节是从子图的拓扑结构方面对时序图的稠密性进行

度量,但是,从时间维度对时序图的稠密性进行度量也至关重

要.因此,在得出 TopＧk稠密时序子图问题的完整定义之前,

需要首先对时序图中时间片之间的相似度和时序图密度进行

定义.

如图１所示,该稠密子图示例中所包含的３种情形除了

对拓扑结构的稠密性进行度量以外,还需要从时间层面对结

构稳定性进行度量.直观来讲,两个时间片对应的快照中包

含的相同节点越多,这两个时间片就越容易出现在同一个子

图中.因此,首先计算时间片之间的相似度,如定义３所示.

定义３(时间片相似度)　 给定时序图GT ＝(V,E,T)和
任意两个时间片t１ 和t２,时间片对应快照之间的相似度为:

sim(t１,t２)＝ n２

|Et１|􀅰|Et２|
(２)

其中,n表示两张快照之间相同边的数目,|Et１|和|Et２|分别

表示两张快照中边的数目.

例２　如图２所示,t＝２和t＝４两张快照之间有６条相

同的边,分别为‹a,b›,‹a,c›,‹a,d›,‹b,c›,‹b,d›和‹c,d›,两

张快照分别有８条边和６条边,因此它们之间的相似度为

sim(２,４)＝ ６２

８􀅰６＝０．７５.

通过定义３可以计算出两个时间片之间的相似度.因

此,为了从时间维度更好地度量稠密时序子图的结构稳定性,
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本文提出通过快照相似度矩阵计算稠密时序子图的时间片相

似度.稠密时序子图的相似度计算如式(３)所示:

SimTemporal(GT)＝
∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
sim(ti,tj)

t－１
(３)

其中,t表示时序图GT 中包含的时间片的个数.SimTempoＧ
ral值越高代表该时序图中快照之间的相似度越高,包含的时

间片就越可能出现在最后的结果子图中.

定义４(时序图密度)　 给定一个时序图GT 的子图gT＝
(V′,E′,T′),其中V′⊆V,E′⊆E,T′⊆T,子图gT 的密度如

式(４)所示:

dens(gT)＝αρ(gT)＋(１－α)SimTemporal(gT) (４)

其中,ρ(gT)表示时序图gT 的平均度,SimTemporal(􀅰)表示

稠密时序子图的相似度,参数α提供了平均度和时间片相似

度之间的权衡.

定义５(TopＧk稠密时序子图(DTS)问题)　给定一个时

序图GT＝(VT,ET,T),一个参数λ和一个正整数k,找到k个

稠密时序子图集GT＝{gT
１ ,gT

２ ,􀆺,gT
k|gT

i ⊆V,１≤i≤k},使得

回报函数r(GT)最大,且∀gT
i ,gT

j ⊆V,|g
T
i ∩gT

j|
|gT

i ∪gT
j|

≤λ.

其中,回报函数(rewardfunction)r(GT)＝∑
k

i＝１
dens(gT

i ).

dens(gT
i )表示稠密时序子图gT

i 的密度,参数λ作为任意两个

时序子图的重叠上界,允许两个时序子图之间存在一定数量

的公共节点.

４　基于阈值的DTSＧbase算法

本节提出了一种基于阈值的解决时序图中 TopＧk稠密子

图查询问题的算法DTSＧbase,如算法１所示.DTSＧbase算法

思路是:首先,在时序图 GT 中找到前k 个平均度最大的子

图.然后,计算每个时序子图最大的时间片相似度和时序密

度.最后,以前k个时序子图为基础计算出搜索的lowerＧ
bound,从而保证找到所有候选时序子图,取前k个时序密度

最大的子图作为结果集.

算法１　DTS_base(GT,k,λ)
输入:时序图 GT＝(VT,ET,T),参数k＞０,λ∈[０,１]

输出:时序密度最大的k个子图集

１．G←DS(GT,k,λ);

２．(∀gT
i ∈G)←sim(gT

i )

３．初始化lowerbound

４．WHILE找不到满足lowerbound的子图

５．　k＝k＋１;

６．　gT
k＝DS(G,１,λ);

７．　if(ρ(gT
k)＋lbtemporal＞lbtotal)

８．　计算dens(gT
k)并加入到结果集 GT;

９．　 RETURNGT

１０．FunctionDS(GT,k,λ):

１１．　初始化结果集 G＝Ø

１２．　WHILE 找到小于k个子图

１３．　　运行贪心算法找到一个２Ｇ近似的最稠密子图gi;

１４．　　在 G中移除gi中与外部联系不密切的 (１－λ)|Vi| 个节点

及它们之间的边;

１５．　　G＝G∪gi;

１６．　END WHILE

１７．　RETURNG

１８．Functionsim(gT
i ):

１９．　根据时间片快照之间的相似度构造相似度矩阵 Matrix(gT
i )

２０．　SimTemporal(gT
i )←Matrix(gT

i );

２１．　WHILESimTemporal(gT
i )增加

２２．　　找出平均相似度最小的时间片t;

２３．　　　 T＝T\{t};

２４．　　SimTemporal(gT
i )←Matrix(gT

i )

２５．END WHILE

２６．RETURNgT
i

４．１　计算k个平均度最大的子图

结果集中的每个子图在拓扑结构上应首先满足两个条

件:一是稠密性,即子图中节点之间是联系紧密的;二是在允

许重叠的前提下,子图之间尽可能少地包含重复的节点.针

对条件一,我们的目的是从 G 中得到k 个平均度最大的子

图.直观地看,在每次查询最大平均度的过程中,我们可以使

用贪心策略依次删除与度数最小的节点vmin有关的边.算法

维护一个顶点集S,初始化S←V.在每次迭代中,找到并删

除S的诱导子图中度数最小的节点及其相关的边.然后从S
中删除该节点并进行下一次迭代,当S为空时停止迭代.通

过上述过程,即可找到平均度最大的顶点集S.文献[１５]证

明了该贪心算法为２Ｇ近似的.

针对条件二,可以通过引入一个重叠上限λ来控制每个

子图的重叠程度.参数λ提供了稠密度和重叠程度之间的权

重.一个小的λ更强调子图之间的重叠度更低,从而使得结

果集中包含更多的节点;而一个大的λ更强调子图是稠密的,

且结果集中子图之间的重叠度更高.要想满足两次贪心迭代

得到的子图之间的重叠上限为λ,只要在下一次迭代中保留

λ|Vi| 个节点,即删除 (１－λ)|Vi| 个节点.但是,不是每

一个节点都可以随意删除,为了在下一次迭代中更容易地找

到拓扑结构更为稠密的子图,我们需要保留与外部联系密切

的节点,删除与外部联系不密切的节点,这样才能保留更多的

边.因此,在每次贪心策略执行之后,从G 中移除Gi 中与外

部联系不密切的 (１－λ)|Vi| 个节点及它们之间的边,从而

在下一次迭代中既能保证有较大的稠密度,又能同时满足子

图之间的重叠上限λ.在我们的实验评估中也证明了参数λ
在不同取值下的效果.具体执行过程如算法１(第１０－１７
行)所示.

４．２　计算相似度最大的时间片

４．１节从拓扑结构的角度分析了结果集中的子图需要满

足的条件,从而得到了既保证稠密性又同时满足λ重叠上限

的k个稠密子图.但是,从时序的角度来看这些子图的结构

并不一定是稳定的.即时间片扩展到子图中,并不能保证子

图中的所有边大致包含相同的时间片集合,也就不能说明该

子图在时序的角度是结构稳定的.因此,本节主要介绍如何

计算稠密子图的时序密度.在计算之前,首先引入定理１.

定理１　通过贪心迭代得到的子图中任意一行时间片之

间的平均相似度为 １
n－１∑

n

j＝１
sim(ti,tj)≥ １

２(n－１),其中n为该
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子图所包含时间片的个数.

证明:利用数学归纳法,已知只包含一个时间片的子图的

相似度为１,所以通过贪心策略迭代得到的子图的稠密时序

子图的相似度SimTemporal(GT)≥１.当结果集中子图只包

含两个时间片,则该稠密时序子图的相似度一定大于或等于

１,因此sim(t１,t２)＝sim(t２,t１)≥ １
２

.假设结果集中子图只

包含n－１个时间片,并且该子图中任意一行时间片的平均相

似度 １
n－２∑

n－１

j＝１
sim(ti,tj)≥ １

２(n－２),即∑
n

j＝１
sim(ti,tj)≥ １

２
,那么

对于包含n个时间片的子图,相当于增加了一行和一列,该行

和列中的每一个数值表示新增加的这个时间片和前n－１个

时间片的相似度,已知 ∑
n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝１
sim(ti,tj)≥n－１

２
,同时为了保

证该稠密时序子图的相似度SimTemporal(GT)≥１,即 １
n－１

∑
n

i＝１
　∑

n

j＝１
sim(ti,tj)≥１,又∑

n

i＝１
　∑

n

j＝１
sim(ti,tj)＝∑

n－１

i＝１
　∑

n－１

j＝１
sim(ti,tj)＋２

∑
n

j＝１
sim(ti,tj)＝n.因此对于新增加的第n行,１

n－１∑
n－１

j＝１
sim(ti,

tj)≥ １
２(n－１),证毕.

首先,将时间片扩展到子图,目的是要找到在当前时序子

图中使得相似度最大的时间片的集合.在这个过程中可以构

造一个相似度矩阵 Matrix(GT),矩阵中的每一个元素 mij代

表第i个时间片和第j 个时间片快照之间的相似度,矩阵中

的第i行代表第i个时间片快照与其他时间片快照的相似度

向量,每一行的平均值越高代表该时间片快照和其他时间片

快照之间的相似度越高,反之亦然.因此,为了使最后得到的

时间片相似度SimTemporal(GT)尽可能大,可以迭代地删除

当前矩阵中相似度最小的时间片对应的行和列.根据定理１
可知,如果本次迭代中存在一行时间片之间的平均相似度小

于 １
２(n－１),则还可以继续迭代,直到SimTemporal(GT)不再

增加为止.具体执行过程如算法１(第１８－２６行)所示.

例３　以图２为例,假设图２(a)为算法１得到的稠密子

图,可以构造出时序图２(a)各个快照之间的相似度矩阵,计

算出该时序图的时间片相似度:

Matrix(GT)＝

０ １２

３×８
２２

３×３
１２

３×６

１２

８×３ ０ １２

８×３
６２

８×６

２２

３×３
１２

３×８ ０ ０

１２

６×３
６２

６×８ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

⇒

０．１８０６

０．２７７８

０．１６２０

０．２６８５

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

⇒SimTemporal(GT)＝０．８９

按照时间片相似度的大小依次删除时间片３,１,４并重新

计算时序子图的相似度,可分别得到相似度为０．８４７２２２,１．５
和１,因此删除时间片{３,１}可以得到相似度最高的时间片.

４．３　计算前k个稠密时序子图

通过上文我们能够找到k个平均度最大的子图并计算出

它们对应的时序子图的最大时间片相似度,然后,根据式(４)

可以计算出当前k个稠密时序子图的密度.根据式(４)可以

看出,稠密时序子图的密度为平均度和时间片相似度的加权

之和.在这种情况下,不能保证找到的前k个平均度最大的

子图即为最后的结果.因此,为了保证在剩余子图中不存在

比当前k个中任意一个稠密时序子图密度更大的子图,本节

提出一个lowerbound以便于找出所有的候选子图,从而得出

前k个密度最大的稠密时序子图.

直观来说,如果下一次迭代找到的子图的平均度加上已

找到的k个稠密时序子图中最小的时间片相似度的总和大于

当前k个稠密时序子图中最小的密度,则需要判断当前子图

的实际相似度,从而决定是否将其加入到候选结果集中;反

之,迭代终止.因此,前k个稠密时序子图中最小的时间片相

似度和最小时序密度就是lowerbound.根据lowerbound 查

找前k个时序密度最大的子图的具体执行过程如算法１(第

１－９行)所示.

５　优化的DTSＧopt算法

第４节介绍了找到稠密时序子图的３个步骤.从 DTSＧ

base算法中可以看出,在得到每一个时序子图后,需要构造该

子图中涉及到的所有时间片之间的相似度矩阵,通过迭代地

删除平均相似度最小的一行和一列,可以得到相似度最大的

时间片集合,从而计算出该稠密时序子图的相似度.显然,迭

代删除的部分在３个步骤中的时间复杂度是最大的.但是,

在许多时序图中时间片的规模往往和相似度最大的时间片集

合的规模差距较大.所以可以通过对部分时间片进行约减,

缩减相似性矩阵的规模,从而减少计算的次数,达到提升计算

速度的效果.因此,本文提出了一个基于快速计算最大相似

度时间片的优化算法 DTSＧopt.

从算法 DTSＧbase中可以看出,在得到稠密子图之后,需

要把时间信息扩展到该子图中,通过比较各个快照之间的相

似度,从而构造一个精确相似度矩阵.但是,这种精确的相似

度矩阵在算法刚开始的时候是没有必要的,因为时间片的规

模往往很大,也就意味着会存在很多快照之间的相似度很低,

算法需要执行比较长的一段时间才会慢慢趋向收敛.因此,

我们的目的是想让算法一开始就从趋向收敛的一个相似度矩

阵开始计算,通过少量的迭代过程,找到对应的稠密时序子图

的最大相似度.

直观来看,某个时间片对应的子图的边数越多,则有着更

大的概率存在与之相似度大的子图,并且该子图大概率会出

现在最后的结果集中.另外,两个时间片快照相似度存在一

个上界,如式(５)所示:

sim(t１,t２)≤min(|Et１|,|Et２|)２
|Et１|􀅰|Et２|

(５)

定理２　如果某个子图的边数和边数比它大的最小子图

的边数之比大于２,则子图的时间片相似度不再增加.

证明:假设将所有子图按照边数排序为{y１,y２,y３,􀆺,

yn,􀆺},根据式(５)可以得到前n－１个子图的时间片相似度
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矩阵,对应的相似度为
∑
n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝i＋１

yj

yi

n－２
,那么对于新加入的yn,如

果使 得 相 似 度 不 再 增 加,则 有
∑
n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝i＋１

yj

yi

n－２ －
∑
n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝i＋１

yj

yi

n－１ ≥

２∑
n－１

i＝１

yn

yi

n－１
,继 续 通 分 可 得 ∑

n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝i＋１

yj

yi
≥ (n－２)∑

n－１

i＝１

yn

yi
,即

２∑
n－１

i＝１
　 ∑

n－１

j＝i＋１

yj

yi

n－２ ≥２∑
n－１

i＝１

yn

yi
.不等式左边的部分可以代表前n－１

行的平均值之和,右边的部分代表新增加的yn 与前n－１个

子图之间的相似度之和的２倍.因此,当 yn

yn－１
≥２时,子图的

时间片相似度不再增加.证毕.

根据式(５)和定理２,可以首先按照每张快照中的边数进

行排序,然后以从大到小的顺序按照式(５)中的相似度的上界

进行扩展,从而在不计算实际相似度的情况下可以将相似度

矩阵扩展到一个较小的范围,最后再计算实际的相似度从而

保证更快的收敛.优化后的 DTSＧopt的具体执行过程如算

法２所示.后续的实验也证明了该算法的有效性.

算法２　DTS_opt(gT
i )

输入:时序图 GT＝(VT,ET,T),参数k＞０,λ∈[０,１]

输出:时序密度最大的k个稠密子图集 T

１．找到前k个平均度最大的候选时序子图;

２．对于每一个候选时序子图gT
i

３．　根据子图中时间片出现的次数排序;

４．　WHILESimTemporal(gT
i )增加

５．　按照时间片出现的次数依次构造相似度矩阵 Matrix(gT
i );

６．　扩展得到一个较小的 Matrix(gT
i );

７．　Matrix(gT
i )计算实际的SimTemporal(gT

i );

８．根据lowerbound继续搜索候选时序子图

９．返回前k个时序密度最大的子图作为结果集 GT

１０．RETURNGT．

例４　以图２为例,按照各时间片包含的边数排序{２,４,

１,３}使用式(５)依次构建近似的相似性矩阵.以{２,４}为例,

sim(２,４)≤min(８,６)２
８×６ ＝０．７５,构建的近似的相似度矩阵为

０ ０．７５

０．７５ ０
,因此{２,４}构建的子图相似度为１．５.同理可

得,{２,４,１}构建的子图相似度为１．４０６２５.可以看出,由于

时间片{１}的加入使得相似度下降,故提前找到构建相似度矩

阵的集合{２,４},缩小了计算的量级.

６　实验和评估

本节主要对本文提出的 DTSＧbase和 DTSＧopt算法的有

效性和扩展性在真实数据集上进行验证和分析.

６．１　实验数据和参数

６．１．１　实验数据

本文实验选用数据集规模从小到大的５种真实数据集.

其中,数据集 mit,mathoverflow 和 hepＧph来自 KONECTＧ

NETWORK数据库.数据集contact和 emailＧeu来自 StanＧ

fordLargeNetworkDatabaseCollection.实验数据的相关信

息如表１所列.

表１　数据集信息

Table１　Informationofdatasets

Dataset |E| |V| Temporaledge Timeslice
mit ９６ ２５３９ １０８６４０４ ３４５２

contact ２７４ ２１２４ ２８２４４ １５６６２
emailＧeu ９８６ ２４９２９ ３３２３３４ ２０７８８

mathoverflow ２１６８８ ２３９９７８ ５０６５５０ ２３５０
hepＧph ２８０９３ ３１４８４４７ ４５９６８０３ ５２５３

表１中,数据集 mit是来自 MIT的 RealityMining朋友

关系数据集,数据集contact是堆栈交换网站 SuperUser上

进行交互所生成的,数据集emailＧeu由加利福尼亚大学欧文

分校的在线社交网络上发送的私人消息组成,数据集 maＧ
thoverflow是堆栈交换网站 MathOverflow上的时间交互网

络所生成的,数据集hepＧph是学术网站arXiv上的合著者网

络所生成的.

６．１．２　实验参数

实验中,我们首先对比了本文算法 DSTＧbase和 DSTＧopt
的运行效率.然后,测试了两个算法在不同输入参数下的性

能表现及其扩展性.参数设置如表２所列.本文所有算法全

部采用C＋＋编程实现,实验的硬件环境为IntelCoreI５处理

器和８GB内存,运行 Windows１０操作系统.

表２　实验参数设置

Table２　Experimentalparametersettings

Parameter Value
Thesizeofresultofresearchingtemporal

densestsubgraphs,k
２　４　６　８　１０

Theparameterofsubgraphoverlapping
upperbound,λ

０　０．２　０．４　０．６　０．８

Theparameterofadjustingaveragedegree
andtimeslicesimilarity,α

０．３　０．４　０．５　０．６　０．７

注:加粗数值为默认值

６．２　实验结果和分析

６．２．１　算法性能对比实验

首先,我们对比了本文提出的 DTSＧbase算法和 DTSＧopt
算法的运行效率.我们设定了稠密子图大小限制k＝４,平均

度和时间片相似度的均衡参数α为０．５,子图重叠上限参数λ
为０．４.实验通过在不同数据集中运行两种算法,比较它们

的运行时间和运行内存.图３和图４给出了在５种不同数据

集上两种算法的运行效率.可以看出,DTSＧopt算法的运行

速度和运行内存明显优于 DTSＧbase算法.这是因为 DTSＧ
opt算法采用了扩展的 Matrix矩阵提前找到相似性矩阵需要

计算的规模的最小值,从而大大减少和缩减了矩阵的运算时

间和规模.

图３　DTSＧbase和 DTSＧopt算法运行内存的比较

Fig．３　ComparisonofmemorybetweenDTSＧbaseandDTSＧopt
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图４　DTSＧbase和 DTSＧopt算法运行时间的比较

Fig．４　ComparisonofruntimebetweenDTSＧbaseandDTSＧopt

随后,我们对比了两种算法在时间片个数维度上的优化.

我们设定了稠密子图大小限制k＝４,平均度和时间片相似度

的均衡参数α为０．５,子图重叠上限参数λ为０．４.由图５可

以看出,DTSＧopt算法在扩展相似度矩阵方面有着很明显的

作用.

图５　DTSＧbase和 DTSＧopt算法时间片的比较

Fig．５　ComparisonofthenumberoftimeslicebetweenDTSＧbase

andDTSＧopt

６．２．２　DTS算法参数实验

我们通过实验检验 DTSＧbase和 DTSＧopt算法的效率与

其输入参数之间的关系,包括结果集合的大小k、平均度和时

间片相似度的均衡参数α和子图重叠上限参数λ.在测试某

一参数时,保持其他参数不变,并给出多组数据集上算法运行

时间和相应测试参数之间的关系.

首先,令结果集大小k从２变化到１０并测试算法时间.
固定均衡参数α＝０．５,子图重叠上限参数λ＝０．４.由图６可

以看出,在同一数据集中,算法运行时间和k呈接近线性的增

长趋势.当k增大时,算法运行时间的增加体现在两方面:一
方面算法需要用前k个稠密时序子图的最小时间片相似度和

最小时序密度来设置阈值,k的增加会使得运行次数呈线性

增加;另一方面,算法需要不断更新G 中节点的状态并建立

不同的相似性矩阵来约减时间片.

图６　不同结果集大小k对算法的影响

Fig．６　Impactofdifferentkonalgorithms

随后,我们检验了算法效率与均衡参数α之间的关系.

固定结果集大小k＝５,子图重叠上限参数λ＝０．４,测试同一

数据集下不同α的算法运行时间.由图７可以看出,算法运

行时间和均衡参数α之间没有明显的线性关系.这是因为α
越大,表示平均度在时序图密度中的比重越大,但是与时序图

时间片相似度的计算不存在因果关系.同时在挖掘稠密子图

的过程中使用贪心策略,得出结果子图的平均度基本上是从

大到小排列的,所以改变均衡参数α的大小并不能使得运行

时间有明显的改变.

图７　不同参数α对算法的影响

Fig．７　Impactofdifferentαonalgorithms

最后,我们检验了算法效率与子图重叠上限参数λ之间

的关系.实验中固定结果集的大小k＝５,平均度和时间片相

似度的均衡参数α＝０．５.由图８可以看出,在同一数据集

中,算法的运行时间和λ基本呈线性的增加趋势.这是因为

λ越大,表示在下一次迭代中可以考虑的节点数量就越多,得

到的结果子图的规模就越大.随着结果子图规模的增大,涉

及的时间片的数量也随之增加,从而延长运行时间.

图８　不同参数λ对算法的影响

Fig．８　Impactofdifferentλonalgorithms

结束语　本文提出了时序图上稠密子图查询问题,并提

出了两种算法来解决该问题.首先,本文规范化地定义了稠

密时序子图和 TopＧk稠密时序子图查询问题.为解决该问

题,本文提出一种基于阈值算法的近似查找算法 DTSＧbase.

此外,为了加快算法的收敛速度,本文还提出了优化算法

DTSＧopt.最后,通过大量的实验分析,验证了本文算法的有

效性和可扩展性.

在未来的工作中将会做如下的深入研究:１)将现有的算

法扩展到动态的场景下,即考虑边/顶点的动态加入/删除;

２)研究图上的查询处理与挖掘问题,如图聚类、图压缩等都可

以以稠密子图为基础进行研究,未来可以在稠密时序子图的

基础上对这些问题进行研究.
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