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摘 要 作为压缩感知理论的重要发展，矩阵补全与恢复已成为信号与图像处理的一种新的强有力的工具。综述 了 

矩阵补全算法的最新研究进展。首先分析了核范数最小化模型的几种主要的矩阵补全算法，并对这些算法的迭代过 

程及原理进行了详细的阐述。其次讨论了矩阵补全的低秩矩阵分解模型，并列出了近年来出现的求解此模型的新算 

法。然后补充了上述两种模型的衍生版本，指出了相应的求解方法。在数值实验中，对文中所讨论的主要矩阵补全算 

法的性能进行了比较。最后给出了矩阵补全算法的未来研究方向及重点。 
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Abstract As an important development of compressed sensing theory，matrix completion and recovery has been a new 

and remarkable technique for signal and image processing．This paper made a survey on the latest research progress in 

matrix completion algorithms．Firstly，it analyzed several main algorithms to nuclear norm minimization model，and elabo- 

rated their iterative procedure and principle．Secondly，it discussed low-rank matrix factorization model of matrix corn- 

pletion and listed the corresponding new algorithm s emerged in recent years．Then it complemented other versions de— 

rived from the above two models and pointed out the solving methods．In numerical experiments，performance compari— 

sons were made on the main algorithms to matrix completion．Finally，it gave future research direction and focus for ma— 

trix completion algorithms． 
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1 引言 

一 般来说，不能根据信号的部分采样元素来恢复所有元 

素。但信号在一组基下是稀疏 的且满足一定条件时，压缩感 

知理论(Compressed Sensing／Compressed Sampling，CS)证实 

了可以通过求解 l 最小化问题来精确地恢复所有元素[1。]。 

当信号用矩阵形式表示时，同样一般不能根据它的部分元素 

来恢复所有丢失元素。Cand6s和陶哲轩等人证明了当矩阵 

的奇异值具有稀疏性(即矩阵是低秩的)且采样数目满足一定 

条件时，大多数矩阵可以通过求解核范数最小化问题来精确 

地恢复所有元素 3̈]。由矩阵的部分元素来恢复所有元素这一 

问题也称为矩阵补全(Matrix Completion，MC)。若将部分采 

样元素这一约束推广到一般的线性约束函数，则矩阵补全就 

称 为 低 秩 矩 阵 恢 复 (Low-Rank Ma trix Recovery， 

LRMR)_l4， 

矩阵补全广泛地应用在计算机视觉_6 ]、机器学习[10,II]、 

推荐系统_12_和系统辨识口 H]等诸多科学与工程领域中。作 

为信号与图像处理技术的一个强大的新兴分支，矩阵补全已 

成为继压缩感知之后的又一种重要的信号获取工具。在数学 

形式上 ，矩阵补全可描述为一个仿射秩最小化问题，但此问题 

是 NP难的。近年来涌现出了许多求解秩最小化问题的启发 

式方法，这些方法主要分为两类：一类是将秩函数凸松弛到矩 

阵核范数，建立核范数优化模型；另一类是事先给定矩阵的 

秩 ，建立低秩分解模型。 

与向量的 Z 范数类似 ，矩阵的核范数也是一个连续的、 

不可微的凸函数。梯度或次梯度下降法是求解核范数优化模 

型的主要方法。矩阵核范数最小化模型等价于半定规划问 

题[15,16]，求解半定规划常用的方法是基于二阶梯度信息的内 

点算法l1 ，但此方法计算复杂度非常高。因此，求解压缩感 

知的众多基于一阶梯度的方法被纷纷应用到矩阵核范数最小 
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化问题中。低秩矩阵分解是矩阵补全的另一种重要的模型， 

它先将数据矩阵近似分解为两个低秩矩阵之积，再通过求解 

非凸的低秩逼近问题来恢复丢失元素。求解这类模型的经典 

方法有Wiberg算法、阻尼牛顿算法、Levenberg-Marquardt算 

法和幂迭代法等[6 ]。由于低秩矩阵分解模型是 Grassmann 

或Riemarm流形上的优化问题，因此也可以使用几何子空间 

方法求解。 

本文对矩阵补全算法的最新研究进展进行 了综述。在第 

2节，引入了矩阵补全算法所需的矩阵算子和核范数等方面 

的基础知识；第3节分析了求解核范数最小化问题的主要算 

法；第 4节讨论了求解低秩矩阵分解模型的最新方法；第 5节 

补充了前两种模型的推广版本；在第6节，通过数值实验来比 

较矩阵补全的主要算法的性能；最后对矩阵补全算法进行总 

结，并给出了进一步的研究方向和重点。 

定理2l_】。 秩函数 rank(x)在集合 ={x∈R ：ll xIf 

≤1)上的凸包络函数为 ( 一Jl x 。 

凸包络函数 庐( 是连续的凸函数，但不光滑。若非零矩 

阵x的算子范数 ll x I『一忌，则由定理 2可知rank(X)的凸包 

络函数为 Ifxfl 。 

定理3L】。] 函数 (x)： Il x II 的次梯度为 

a ll xII 一{UVr+M：J J M ll≤1，UrM=O，MV=O}(5) 

其中，UERmXr、VER 分别为x的左奇异矩阵和右奇异矩 

阵。 

根据定理 3，可以证明下列结论。 

定理4l_1。] 设秩为r的m× 维实矩阵Q的奇异值分解 

为：Q u 一 diag(al， ，⋯， )vr，则核范数最小化问题 

ra
．

i
，
n Il X-Q II}／2+￡I1 x ll 有闭形式解x 一 (Q)一u 

(∑)vT，其中 e≥O， (Z)=diag(max(at—e，O)，⋯，max(a,一 

￡，O))。 

2 基本知识 3 核范数优化模型的矩阵补全算法 

’

先给出矩阵分解的一种重要且常用的形式：奇异值分解 

(Singular Value Decomposition，SVD)。 

定理 1 对于秩为r的矩阵x∈R ，它的奇异值分解 

为：X=UEV'r，其中UER 和V∈R 满足UrU=vT —Ir 

(Ir为r阶单位矩阵)，∑：diag(a~，啦，⋯， )且其对角线元素 

满足 ≥ ≥⋯≥ >0。 

称 为x的第 i大奇异值 ， 一1，2，⋯，r。矩阵 U有mr 

个元素，又由于u的各个列向量具有规范正交性，因此它的 

自由度为 mr一(1+2+⋯+r)。类似地 ，V的 自由度为 一 

(1+2+⋯+r)。故x的自由度为 

dr(X)一(mr一(1+2+⋯+r))+( r～ (1+2+⋯+r)) 

+y-=(m+ 一r)r (1) 

定义 1 矩阵x，YERmXn，它们的内积为(x，y>=∑ ∑ 

，其中 表示矩阵x的第i行第J列元素。 

定义 2 设 ， ，⋯， 为矩阵x的所有非零奇异值，则 

它的Schatten p-范数(户>0)为 Il xII 一(∑ ) ／P。 

特殊地，当p=l时，If xIl s 为x的核范数(也称为迹范 

数、Ky Fan范数)，可用 JI x ll 表示；当户=2时，If x Il Sz为 

x的 Frobenious范数，可用 【l x Il F表示；当 一十。。时， 

f J x II s。。一矾为x的算子范数(或谱范数)，可用 lI x ll表示； 

规定 II x【l s0一r，可用rank(X)表示。矩阵x的Fmbenious范 
r ■—一  

数满足：ll x II，一、 丽 一、 一4／ ，这里 
trace(·)表示矩阵的迹算子。矩阵x的核范数、Frobenious范 

数和算子范数满足下列不等式『1￡]： 

lI x ll≤ ll x l}，≤ ll x ll ≤ lI x Il，≤r Jl x ll (2) 

定义 3 在 内积空间中，X的 Schatten p-范数的对偶范 

数为 

II XII却一n x{<x，l，>：II Y Il ≤1} (3) 

易知Frobenious范数的对偶范数仍为Frobenious范数， 

算子范数的对偶范数为核范数。 

定义 4 对于多元实函数 -厂( )，xE 它的凸包络为满 

足 

g( )≤-厂( )，VXE 

的最大凸函数 g。 
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3．1 问题描述 

对于低秩矩阵 MER ，希望根据它的部分观测元素来 

恢复所有元素，此恢复过程可用下列仿射秩最小化问题来描 

述： 

ra
，

i n rank(X)，s．t． 一MJ，( ， )EQ (6) 

其中，X∈R ，指标集 0(=={1，2，⋯，m}×{1，2，⋯， )。记 

观测或采样元素数 目为 P，则 p—10I，这里 1．I表示集合的 

势。在上述优化问题中，约束条件也可 以表示为 (x)一％ 

( 或 一 ，其中 既为投影算子，其定义为 

既 c 一 Q ∽  

R 一R P为线性算子，bERp。 

矩阵的秩函数是非连续、非凸的，故直接求解秩最小化问 

题比较困难。根据定理 2，可将秩函数凸松弛到核范数，于是 

得到下列凸优化问题 

rain II x lI ，s．t．X = ，( ， )∈Q (8) 

下面给出求解上述核范数最小化问题的主要算法。 

3．2 半定规划法 

当矩阵x给定时，由定义 3知x的核范数等于下列优化 

问题的最优值 

max<X，l，>，s．t．1l y ll≤1 (9) 

此优化问题也等价于 

max trace(XTl，) 

／L Y、 (1O) 

·  ‘ (1／r L J o 
其中，“A 0”表示 A为半正定矩阵。上述半定规划问题的对 

偶规划为 

min-砉_(trace(W1)+trace(Wz)) 

， 
(11) 

·  ‘ 【 Wz J 0 

因此，核范数优化问题(8)等价于下列半定规划 

min -去-(trace(W1)+trace(Wz)) 

，w1 (12) 

· ’ 【xr W1) o， 一 ，(i，j)EI2 



 

求解半定规划常用的方法是内点算法，使用此方法求解 

上述最优化问题的计算复杂度为 0( (m+ )。+P。(m+ )。 

+ )。现有 的求解半定规划的 MATLAB软件包 主要有 

CVX、SD 3和SeDuMi。下面以CVX为例，给出求解半定 

规划(12)的 MATLAB代码。 

输入低秩矩阵 M、采样行指标向量 I和列指标向量 J 

Em，n]一size(M)；J—J+m； 

cvx
_ setup 

evx_begin sdp 

variables W_x(m+ n。m+ n) 

minimize(trace(WX(1：m，J：m))+trace(WX(m+ 1：m+ n，m+ 1： 

m+ n))) 

for i— l：length(I)，WX(I(i)，J(i))一一M(I(i)，J(i)一m)；end 

W X> ==0 

evx _ end 

MR—full(wX(1：m，m+1：end))； MR为 M 的恢复矩阵 

由于求解半定规划的内点算法具有非常高的复杂度 ，因 

此当m或 或 P比较大时，半定规划法需要较长的运行时 

间，甚至不可行。例如：取 p=O．3mn，当m—n一100时 ，运行 

时间大约 1分钟 ；当 一 =120时，运行时间大约 5分钟；当 

m—n≥200时，MATLAB会溢出。为此，人们提出了许多基 

于一阶梯度的算法。 

3．3 奇异值阈值算法 

Cai Jian-feng和Candfis等人提出了求解核范数最小化问 

题 的 奇 异 值 阈 值 算 法 (Singular Value Thresholding， 

SVT)E ]。此算法先将最优化问题(8)正则化，即有 
1 

rainr II xll*+÷ 1【x ，s．t．％(舯一％( (13) 
^ 

其中，r2>0。当参数p +o。时，上述最优化问题的最优解收 

敛到(8)的最优解。构造最优化问题(13)的拉格朗 日函数 
1 

L(X，y)：r1I xII +÷ Il x1l}+(y，％(M一 >(14) 

其中，拉格朗 日乘 子 y∈R 。如果 ( ，Y )为优化问题 

(13)的原一对偶问题的最优解 ，则有 

sup inf L(X，l，)一inf sup L( ，l，)一L( ，Y ) (15) 
y X y 

SVT算法使用交替迭代方法求解优化问题(13)或(15)。 

初始化y0一O，当 ～ 给定时， 

一arg min L(X，1 ) 

1 

=arg min r II x ll +告 II x 一< ，％( > 
^ 

1 

=arg rain r ll x II +÷ x ll}一(x，％( )> 
^ 

一  (％( ～ )) (16) 

当 给定时，记 g(1，)一L( ，y)，则ag(y)=3rL(Xk， 

l，)一％(M— )。使用梯度下降法(Uzawa算法)来更新l，： 

p — + Og( )一yk + ％ (M一 ) (17) 

其中， 2>O为步长大小，志≥1。由更新公式(17)及y的初始 

化可知迭代公式(16)还等价于 一 ( )。 

上述迭代算法收敛速度往往比较慢，文献E19，2o3分别给 

出了 sVT算法的加速版本。 

3．4 不动点延续算法 

最优化问题(8)的另一种正则化版本为 
1 

min II xII +÷ II％(x)～％( (18) 

其中， >O。上述优化问题 的目标 函数关于 x的次梯度为 

a Il xII +％(x)一 (JlⅥ)。若x 为最优化问题(18)的最 

优解，则它满足 

0 E,ura ll x _l +r(％(x )一％(M)) 

=／2r0 ll x II +x 一(x --r( (x )一 (M))) 

(19) 

记Y 一x 一r( (x )一％( )，则oEttr3 ll + 

x 一y ，即 x 是核范数最小化问题 
1 

min _l x II +÷ ll X--Y ll； (2o) 

的最优解。综上分析，不动点延续算法(Fixed Point Continu— 

ation，FPC)c。 的迭代过程如下 

f 一 一 一r(％ ( )一％ (M)) 

一  (p ) (21) 

I — 
L／Ak+l=max(／4r~， ) 

其中， >O为参数 取值的下限，O< <】为常数。文献 

E22]还建议将FPC和 Bregman迭代技术结合在一起。 

3．5 加速近端梯度算法 
1 

记-厂(x)一告 l1 ( 一 (M) ，g(x)一 x ， 

则最小化问题(18)的目标函数为 F( )一
．

厂(x)+g(x)。显 

然厂( 为凸光滑函数，g(x)为连续、不光滑的凸函数。对于 

任意给定的YERmXn，考虑 F(x)在y处的部分二次逼近 

F( X)≈Q( ，I1) 

1 

一 _厂(y)+(x-Y，o／ (1，))+击 X--Y Ij 十g(x) 

(22) 

根据上述逼近公式，Toh等人提出 r加速近端梯度算法 

(Accelerated Proximal Gradient，APG)[。 。APG算法交替更 

新 x、y和 ，其迭代过程如下 

一arg min Q(X，yk ) 
^ 

1 

一arg哑畸 II x一(P --tk3 厂( )II；+， {j XII 
一  (y 一 (品 ( ～ ) 

一  
+垒二 ( 一 一 ) 

bk 

．  1+~／1+4 
+l—  

在上述迭代过程中，文献[233还提出并人类似线性搜索 

的加速算法。 

3．6 增广拉格朗日乘子法 

通过引入 mXn维实矩阵变量 ，最小化问题(8)可重新 

表示为 

min}J x ll ，S．t．X+E=M， (露)一0 (26) 

其中，M 的丢失元素设置为 0。上述最优化问题的部分增广 

拉格朗日函数为 

L(X，E，Y， )一II X 1l +(1，，M—x—E>+告i1 M--X-- 

E ll} (27) 

其中，正则化参数 >o。初始化E0一l，o—o，／a 2>0，p2>1，e> 

0，则不精确增 广拉格 朗 日乘 子法(Inexact Augmented La— 

grange Multipliers，IALM)[。 交替更新 x，E，Y， ，其迭代公 

式为 

· 1 5 · 

3  4  5  
2  2  2  

(  (  (  

)  ) M 

(  ％ 



 

一arg rain L(X， 一 ， 一 ， 1) 

一arg 唼n瓦 II x l J*+专I X一(M—Ek + i ／ 
．．．) 

一  (』Ⅵ一 + ／ i) (28) 

==arg min L( ，E， 。． j) 
．  (E) 0 

-一--arg rain ll E一(M— + 。“／ )I 

一 壕 (M一 +P ) (29) 

—  + 1(M— — ) (30) 

一 4 ，若 11 一 M{j，<。(31) 一1／1㈠ ， 否则 u 

其中， 表示 n 的补集。在更新 x和 E 的过程 中，若将式 

(28)和式(29)循环迭代 ，直到满足终止条件再执行式(30)和 

式(31)。称这种方法为精确增广拉格朗 日乘子法 (Exact Aug— 

mented Lagrange Multipliers，EALM)。EALM 方法较好地 

求解了min L(X，E， 一 ， 一 )的近似解，但对于大的 其 

收敛速度往往非常慢。实验结果证实 IALM 比 EAI M运行 

速度快，也称 IALM 为交替方向方法(Ahernating Direction 

Method，ADMflzs,z6]。 

4 低秩矩阵分解模型的矩阵补全算法 

4．1 问题描述 

对于核范数最小化模型，用矩阵核范数来度量秩的大小。 

在实际问题中，若事先知道秩的取值，则可以用低秩矩阵分解 

模型来恢复丢失元素。这种方法还可以避免矩阵的奇异值分 

解。对于给定的含丢失元素的低秩或近似低秩矩阵M，对它 

作如下分解 ：M~-XY，其中 XER “，YER ，r为 M 的事 

先规定或根据某种方法确定的秩。 

为了恢复丢失元素，建立下列最小化模型 

min ll湾 (M一 ，s．t． (M)一 (XlO (32) 

下面给出近年来求解上述低秩矩阵分解模型的几种最新 

的方法。 

4．2 最优空间算法 

维数为 r的R 的所有子空间的集合为 Grassmann流形。 

Grassmann流形也是紧的 Riemannn流形 ，其测地线可以计 

算。Grassmann矩阵流形中的一个点为 m×r维正交矩阵A 

的等价类：Ea]一{AQ：Q为任意的r阶正交方阵}。基于 

Grassmann流形，文献[27]提出了求解最优化问题(32)的最 

优空间算法(OptSpace)，此算法由以下 4步组成。 

第 1步 剪切。记 一％( ，若 的某个列向量的 

非零元素的个数大于 2p／n，则在此列向量中随机保留 2p／n 

个非零元素，其余非零元素值变为 0；若某行向量的非零元素 

的个数大于 2p／m，则在此列向量中随机保留2p／m个非零元 

素，其余非零元素值改为0。剪切后的矩阵记为脚 。 

第2步 估计M 的秩。对 进行奇异值分解： 一 
k 

∑ H v ，其中 k为 “的秩，奇异值满足 ≥⋯≥ak>0。根 

据 的奇异值估计 M 的秩 ： 

r—arg min{( +1+ m ~／ ／P)／ ： 一1，2，⋯，k一1} 

第 3步 秩 r投影。 的秩 r投影为 (脚 )-二 SO 

(1，o) ，其中 一 (H1，眈，⋯，u )，y0一 ( 1， ，⋯， )， 

so一( ／p)diag( ，⋯， )。 
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第 4步 Grassman流形上的梯度下降法。定义差异性 

函数：F(X，y)==min J(X，Y，s)，其中 x，Y， )一 1 l1 
S∈Rrx 

(』Ⅵn～x )lI；+鲁 壕(xsYr)lI}，x，l，满足x X~-m／ ， 

Y l，一n／ 。为简便起见，考虑 一0。使用交替和梯度下降法 

求解优化问题min x，y，s)，迭代过程如下 

f 一_arg min ， ，S) 
l s 

l t 一arg min F( --t3xF( 一 ， )， ～一 
f ≥。 

t3yF( ， )) (33) 

{ f 
== ~／m orth(Xk一 一 a_xF、( 一 ，l )) 

I l 
— l√”orth(’喃。’～ 3vF( ，yk_“)) 

其中， F(X，y)一 (XSYr—Ma)YS ，巩F(x，y)一 ％ 

( 一 ) ，orth(·)表示矩阵列正交化算子。当迭代 

公式(33)达到终止条件时，M 补全后的结果为X S ( ) 。 

4．3 Grassmann秩 1更新子空间估计算法 

由于噪声的存在，最优化模型(32)中的约束 ％ (M)一 

( 不一定成立。为此，考虑下列优化模型 

min fI％(M一 (34) 

将矩阵 M 和 Y按 列 向量 表示：M 一(M(⋯ M(。)，⋯， 

M(∞)，y一(1，㈤，y( )，⋯。Y( ))。记 为 向量、矩 阵选择算 

子，即 ％ (M( ))按照 Q来选取 M(。的非丢失元素，％ (x)按 

照M( )的非丢失元素来选取x的相应的行向量，i一1，2，⋯， 

。 于是最优化问题(34)等价于 

min∑ {i％ ( ))一玩 ( l，( )lj。 (35) 

其中，J1．1I表示向量的zz范数。文献[13]提出了求解上述 

最优化问题的 Grassmann秩 1更新子空间估计算法(Grass— 

mannian Rank-One Update Subspace Estimation，GROUSE)。 

在 GR0uSE中，更新矩阵x的算法如下。 

For i一 1：n 

Y ) argmin J』 (M( ))一 (x)Y(，)ff 一(％ (x))’ 。(M(i))； 
‘i) 

预测 M(i)的补全向量pl-二xY 1； 

计算残差向量 m一强 (M(i))一 (x)Y 1； 

根据 和 (·)得到 m维向鼍 t，即 对应的丢失元素取值为 

0； 

更新矩阵 x：x—x+[(cOs(f『ri Jf ff pi il )一1)pi／Ij pi ll+sin 

(II ri pi ll~i)ri／ 5 (Y ) 川 Y南Il。 

Erld 

在上述算法中，“。’’表示矩阵的伪逆 ，礓为步长大小。为 

了得到更优的解，可将上述算法重复多遍 。最终矩阵 y的求 

解公式为 

Y 一((％ ( ) ％ (舰 ))，⋯，( (x))。 (M( ))) 

(36) 

矩阵补全的其它 的 Riemarm或 Grassmann流形子空间 

方法可参见文献[28，29]。 

4．4 奇异值投影算法 

记 z一 ，则最小化问题(32)的鲁棒形式为 

“ (z)一专II％(z)一 ( (37) I、，， 
s．t．z∈ (r)一{UER ：rank(U)≤ r} 

由于集合 r)是非凸、非连续的，因此直接求解上述最 

优化问题是非常困难的。 



 

利用启发式方法，文献[3o]提出了求解最小化问题(37) 

的奇异值 投 影算 法 (Singular Value Projection，SVP)。在 

SVP中，先不考虑低秩约束 ，直接使用梯度下降法更新矩阵 

z。z的更新公式为 

Z == 一 a )===-= 一 ( ( )一％ (M )) 

(38) 

步长大小 可按如下方式选取： 一优 ／(户+ )，其中 

0<8<1／3且取值依赖于 P。再将z 投影到 (r)上 ，即 

一arg min{ll z—z lcF：ZE r)) (39) 

xCz 进行奇异值分解，由其前 r个最大的奇异值及对应 

的奇异向量可构成矩阵z 。 

4．5 低秩矩阵拟合算法 

通过引入辅助变量矩阵z，最小化问题(32)等价于 

min÷ lI ，一z ，s．t．％(z)一 (M0 (4o) 

此优化问题的拉格朗日函数为 

L(X，Y，z，A)一÷ lI删一z ll；一(A， (z—M)> (41) 

对L(X， ，z，A)关于各个块变量求梯度，得到一阶最优 

性条件 

r(X —Z)l， 一0 

l (xl z)一0 

(z—x 一0 (42) 

I％(z—M)一0 

1％ (Z—Xl，)一A 

使用非线性逐次超松弛迭代法求解上述方程系统，交替 

迭代公式如下 

fX_ —一Zl，r(gyT) 

I (∞)一∞x++(1一 )x 
y+—一(x+(叫) x ( )) (x+( ) z) (43) 

I y一(w)-*-,oY +(1一 )y 

【Z (∞) ⋯X ( )l (ccJ)+嚏 (M—X+ (∞)y+( )) 

其中，参数 c l。当 一】时，上述迭代方法即为 Gauss-_Sei— 

del方法。迭代公式(43)称为求解矩阵补全的低秩矩阵拟合 

算法(Low-rank matrix Fitting，LmaFit)【 。 

5 其它优化模型 

由核范数最小化模型和低秩钮阵分解模型衍生出许多求 

解矩阵补全的其它模型，本节对部分模型及求解方法作简要 

介绍。 

5．1 剪切核范数正则化模型 

在核范数最小化模型中，同时最小化所有奇异值，这在实 

际问题中可能不能更好地逼近矩阵的秩。文献[32]提出l『剪 

切核范数正则化模型(Truncated Nuclear Norm Regulariza— 

tion，TNNR)，它在一定程度上避免了核范数优化模型的上述 

缺陷。 

定义5 矩阵XER 的奇异值按大小排列为O"1， ， 
⋯

， ⋯ ， ，则它的 剪切核范数为 
min( ．n) 

【l x【l 一 ∑ 西 (44) 

在核范数最小化模型(8)中，将矩阵的核范数替换成矩阵 

的剪切核范数，便得如下的 TNNR模型 

min ll x lI ，S．t． (x)_-％(M) (45) 

上述最优化问题也等价于 

min(1l x 一max trace(AXB ))，S．t．％( 一％(M) 
X AA J

= ． 

j
一

一  

(46) 

其中，AER rX Tn，BER ”。初始化 一壕 (M)，上述最优化 

问题可转化为交替求解两个子优化问题 

maxtrace(AXk B )，S．t．AA 一L，BB 一Jr (47) 

rnin fi xff 一<x，B：_A )，S．t．％( )一强(／14) (48) 

最优化问题 (47)的最优解记为 A 一(“ ，H。，⋯， ) ， 

一 ( 1，Y2，⋯，Yr) ，其中单位向量 地、Yi分别为x 的第 i 

大奇异值对应的左、右奇异向量。对于最小化问题(48)，文献 

[32]提出了两种求解方法，即ADM和基于线性搜索的APG。 

5．2 Schatten p-范数优化模型 

在核范数优化模型(8)中，将矩阵的 Schatten 1-范数推广 

到 Schatten P一范数(O< ≤2)，则有最小化模型 

min lI xII ，S．t． (x)一％(M0 (49) 

上述最优化 问题的 目标 函数也可用迹函数来表示，即 

Il xlI sp一(trace(( )) 。文献[33]提出了求解上述 

最小化模型的拉格朗 日乘子法，并证明了所提算法的收敛性。 

5．3 最小秩逼近原子分解模型 

令 r为C 中所有秩为 1、Frobenious范数也为 】的矩 

阵构成的集合。对 r的元素进行精炼，即任意两个相异的矩 

阵不共线 ，精炼 后的集合称 为原子集，用 0表示。Vz E 

C ，它的原子分解形式为z一∑a ， E0。易知 rank(Z) 

=rain{I中I： (二二o，zE span(~)}。 

秩最小化问题(6)对应的鲁棒优化问题为 

min II x)一b II，S．t．rank(X)≤r (50) 

文献[34]提出了使用最小秩逼近原子分解模型(Atomic 

Decomposition for Minimum Rank Approximation，ADMiRA) 

求解上述最优化问题。对于初始化的 和 ，ADMiRA方 

法交替更新 中和 ： 

f =arg max ％ C )一 ) ：l中l≤2r)U 
l x—l J 

l ---arg min{ll )一 ：x∈span( )} 

l =arg min{l1 llF：l西l≤r) 
I q～  

【 一 

(51) 

其中， 为 的伴随算子， 表示 张成子空间上的正交投 

影 。 

5．4 最大范数约束的优化模型 

对于秩 为 r的矩 阵 z∈R ，补 充它 的几 种范 数： 

ll z I} =maxl I，I1 Z ---max lI z(。lI，li z I} 一win 

{1I【，II2． ll y ：z一 厂r，UERmXr，VER }，其中z(i) 

为 z的第 i列构成的向量。对于给定的R≥ >O，文献[35] 

提出的最大范数约束优化模型为 

min I}％(M—z) ，S．t．1l zll。。≤ ，I1 zll ≤R (52) 

上述优化问题可以转化为半定规划模型 

1 1 (M—z) 

／W】 Z ＼ 

·  ‘ I J o ‘ 。 

diag(W,)≤R，diag(We)≤R，lI z ll。。≤ 

· 】7 · 



或分解形式模型 

minI} (M一 

s．t．max{ll x ll 22， ，Il y ll§9，o。}≤ (54) 

maxI(xloo『≤ 
，】 

可使用一阶梯度下降法求解最小化问题(54)。 

5．5 低秩逼近模型 

若矩阵x的秩为r，则它可以分解为：x—LRT，其中L∈ 

RmX r，R∈R 。此时，x的核范数满足下列性质口。] 
1 

ll x f【 一 min
， jl L II，II R Il r一专min个(II L lI；+ 

X IJc X= Ul 

R ；) (55) 

最优化问题(8)对应的低秩逼近模型为 

min ll L ll}+】{R}【；，S．L LRT)一b (56) 

如果 r比式(8)的最优解矩阵的秩充分大，则最优化问题 

(8)与式(56)等价。文献D5]提出了求解式(56)的增广拉格 

朗目乘子法，文献[36]对式(56)进行正则化，并使用梯度下降 

法求解。 

5．6 非负矩阵分解模型 

非负矩阵分解是处理非负低秩矩阵的一种流行的方法， 

它将非负数据矩阵M分解为非负低秩矩阵x与y之积。基 

于非负矩阵分解的矩阵补全描述如下 

rain Il壤 (M一 
^，r 

S．t．‰ ->o， ≥O， =1，⋯ ，m， (57) 

志一 1，⋯ ，r， 一 1，⋯ ，，2 

其中，X∈R ，y∈R ，r<<min(m， )。对于上述最优化问 

题，文献[37]先将它转化为交替求解两个非负最小二乘问题， 

再对每个非负最小二乘问题使用内点梯度法求解；文献[38] 

提出使用 ADM 方法求解。 

此外，矩阵补全的基于其它模型的算法还有：鲁棒低秩矩 

阵分解框架的交替方向法 ]、正则化算法 3、迭代重新加权 

算法 和原一对偶算法 等。 

6 实验分析 

先在人工数据集上 比较矩阵补全的主要算法的性能，再 

将部分算法应用到图像恢复中。 

6．1 人工数据集 

随机生成秩为 r的 tXn维矩阵M，生成方式如下：M— 

M』 MR，其中ML∈ ，MRE-R ，r<min(m， )。矩阵ML、 

MR的各元素之间相互独立且服从均值为O、标准差为 1的正 

态分布。按照均匀分布对 M 进行随机采样，采样指标集合为 

Q，采样数目记为 P。根据核范数优化模型和低秩矩阵分解模 

型来补全 M 的未采样元素，补全后的矩阵记为M。 

对于各种矩阵补全算法(GR0USE除外)，设终止条件为 

I} (M )一品( fl Fl／I_ ( fI F≤￡，其中 为M 的第 

电次迭代时的补全结果，e为容许误差。使用相对误差 Il 一 

M M llF来度量 的补全性能。在每种算法中，对于 

给定的秩 r和采样数 目p，将矩阵补全算法重复 1O次，最后 

报告运行时间、迭代次数和相对误差的平均值。在实验中，取 

m= 一1000，￡一10一，则M 的 自由度为 dr=r(200O—r)。考 

虑 ，一 10、50、100这 3种情形，实验结果如表 1所列。 
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表 1 各种矩阵补全算法的性能比较 

对于低秩矩 阵分解模型 的 OptSpace方法，当 r一50， 

p／dr=4时，由于运行时间非常长，因此只报告 了一次实验的 

结果 ；当 r一100，p／dr=3时 ，运行时间更长，没有报告实验结 

果。从表 1中可以看出：对于核范数优化模型的 4种算法 ， 

APG的相对误差最大，其它 3种方法都达到 j，1O-4或更低的 

数量级 ，而 IALM 运行时间最短，且迭代次数较少。对 于低 

秩矩阵分解模型，4种算法都达到 了较好 的相对误差，而 

LmaFit的运行时间最短，迭代次数也较低。IAI M 与 LmaFit 

相比，后者的运算速度更快，但需要事先确定矩阵的秩，而如 

何确定不完全矩阵的秩是一个公开问题。 

6．2 图像恢复 

通过 6．1节的分析可知，IAI M 和 ImlaFit分别代表两类 

模型的最有效的算法。本节将这两种算法应用到罔像恢复 

中。“熊猫”灰度图像的分辨率为 194×259，采样数口记为 P， 

则采样概率为 sp—P／(194×259)。考虑 4种采样概率，即 s 

—O．1，0．3，0．5，0．7，分别使用 IALM 和 LamFit来补全丢失 

元素。用峰值信噪比(psnr)来度量算法的恢复性能，其中在 

LamFit算法中，考虑psnr最大时秩 r的取值情形。实验结果 

如图 1所示。 

豫 

lAI M 

补垒图像 

lJamFit 

扑佥图像 
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图 1 不同采样概率下 IAI M 和 LamFit的恢复性能比较 

在图 1的采样图像中，未采样元素或丢失元素用白像素 

值(1lp 255)来表示。从图 1可以看出：当 sp=O．1和 0．3时， 

LamFit的恢复性能优于 IALM,当 p==0．5和 0．7时．IALM 
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的恢复性能优于 LamFit。对于 s 一0．1，两种方法均未能较 

好地恢复熊猫的轮廓，这可能是由于图像的秩取值较大且未 

充分采样所致。此外 ，在 LamFit方法中需要事先给定矩阵的 

秩，而秩的大小直接影响着恢复性能。 

结束语 本文报告了矩阵补全算法的最新研究进展。将 

求解矩阵补全的主要算法按模型归纳为核范数优化模型和低 

秩矩阵分解模型两类 。对于这两类模型，总结了各种主流的 

算法，并通过数值实验比较了它们的性能。本文也补充了这 

两类模型的衍生版本及相应的求解方法。 

对于大规模问题，设计可扩展的快速算法是当前矩阵补 

全算法的研究核心，这涉及到部分奇异值分解的快速算法和 

稀疏矩阵的存储与运算。此外，在今后的矩阵补全算法研究 

中，下面几个方向值得关注：(a)建立适合不同问题背景的矩 

阵补全优化模型；(b)将矩阵补全推广到高阶张量上，即研究 

张量补全和非负张量补全算法[43-45 ；(c)Grassmann流形子空 

间方法求解矩阵补全问题；(d)如何根据矩阵的部分元素来确 

定它的秩[463。 
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