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摘　要　以公理化模糊集合理论作为基础,把模糊推理看成两个模糊隶属空间之间的映射,利用输入模糊集合在模糊隶属空间

中的构成方式,给出了模糊推理输出结果的３种基本形式.对于强否定算子、tＧ模算子、tＧ余模算子,利用 Minkowski积分形式

的距离讨论了这些算子在模糊隶属空间中的扰动性,并在此基础之上分析所提模糊推理方法的连续性.
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１　引言

１９７３年,模糊集合的创始人 Zadeh教授[１Ｇ２]首次提出模

糊推理的基本理论框架———CRI方法.次年,该方法被用于

工业自动控制,引起了大量学者的关注[３Ｇ５].但是,CRI方法

缺少严格的逻辑基础,且不具备还原性.为了弥补这些不足,

王国俊教授在１９９９年从逻辑的严格性角度出发提出了模糊

推理的全蕴涵三I方法[６].２００２年,宋士吉[７]又从模糊系统

的设计等角度改进了全蕴涵三I方法,提出反向三I方法.

从模糊推理方法的性质上分析,尤其在还原性方面,邹祥福认

为以上方法并不满足无条件还原性.因此,２０１０年邹祥福、

裴道武[８]从无条件还原性等角度提出了SIS算法.２０１３年,

郑慕聪等[９]针对剩余型直觉蕴涵算子,提出直觉模糊推理

IFMP问题的三I方法和分解方法,并给出两种方法的求解公

式.２０１８年,唐益明等[１０]将模糊推理与模糊系统相结合,提

出了由三I算法推广得到的对称蕴涵算法,它不仅有三I算

法的许多优势,且具有更好的实用性与逻辑意义.同年,唐家

寅[１１]从直觉模糊集出发,针对剩余型直觉模糊蕴涵算子,给

出了直觉模糊推理的反向三I算法、反向aＧ三I算法、反向三

I约束算法的求解公式.２０１９年,他又以区间值直觉模糊剩

余型伴随对,给出了区间值直觉模糊推理的全蕴涵算法[１２].

然而,现有的这些模糊推理方法都具有一个共同的特点,

就是认为模糊推理的大前提A→B包含了整个论域上关于推

理的全部信息,从而试图通过将小前提A∗ 与大前提A→B 以

某种方式结合而得到推理结果B∗ .不同的结合方式就产生

了不同的模糊推理方法.举例来说,关于汽车的模糊控制系

统,大前提是模糊控制规则“若汽车的速度‘慢’,则施加给油

门的力‘大’”,而小前提是“汽车的速度‘快’”.在这种情况

下,无论我们采用什么样的模糊推理方法,都很难得到一个合

理的推理结果.原因在于,大前提描述的仅仅是汽车在速度

论域上的局部信息(慢),而小前提所给出的也仅仅是关于汽

车速度的局部信息(快),并且这个局部信息与大前提所描述

的局部信息关系很弱,在这种情况之下,如果没有更多的补充

信息,要根据大前提和小前提的信息去获得推理结果在逻辑

上是非常牵强的.

２０１８年,潘小东等[１４]从模糊现象的本质出发提出了模糊

集合的公理化定义,从整体或全局的观点给出关于模糊概念

的新认识.公理化模糊集合是对Zadeh意义下的模糊集的严

格化、明确化、清晰化.在公理化模糊集合的框架下,模糊集

合产生于某个已知的模糊划分,基于模糊划分就可以给出公

理化模糊集合的严格定义.

令论域U＝[a,b]⊂R,x∈U,U 上的一个模糊划分为U
~
＝

{uA１
(x),􀆺,uAn(x)},n∈N

＋ ,其中函数ui
:U → [０,１](i＝

１,􀆺,n)定义为x隶属于类Ai的程度,并且满足以下条件:

(１)∀x∈U,至少存在一个i∈n－使得ui(x)＞０;

(２)∀i∈n－,函数ui(x)在U 上连续;



(３)∀i∈n－,至少存在点x０∈U 使得ui(x０)＝１;

(４)∀i∈n－,如果在点x０ ∈U 处满足ui (x０)＝１,那 么

uAi
(x)在[a,x０]上不减,在[x０,b]上不增;

(５)∀x∈U,满足０＜uA１
(x)＋􀆺＋uAn

(x)≤１.

本文考虑到模糊推理的一般形式:

大前提:A１→B１

　􀆺

An→Bn (１)

小前提:A∗

结论:B∗

其中,A１,􀆺,An和B１,􀆺,Bn分别来自于论域U 和V 上的某

个模糊划分.

文献[６]一般采用先聚合后推理(FATI)或者先推理后聚

合(FITA)的方法来求解,这两种方法都是通过最基本的

FMP规则相关方法,利用聚合间接求模糊推理的一般形式,

聚合的方法多种多样,导致推理结果也各不相同,因而很难判

断推理方法的合理性.而基于模糊公理化定义下的模糊推理

直接考虑模糊推理的一般形式,把模糊推理看成两个模糊隶

属空间之间的映射.

对于模糊推理方法性质的研究也是必不可少,例如还原

性、连续性和鲁棒性等,其中模糊推理的连续性经常被讨

论[１５Ｇ１９].而与本文的连续性有所区别,我们将在第５节重点

阐述.

２　预备知识

本节主要介绍后面所用到的一些概念、结论和符号.

定义１[２０]　设X 为论域,对λ∈R＋ ,定义映射:

H(λ):F(X)→F(Y)

A aH(λ)(A),H(λ)(A)(x)＝
△ (A(x))λ

称H(λ)为语气算子;当λ＞０时,称H(λ)为集中化算子;当

λ＜０时,称H(λ)为弱化算子.

λ可以用r表示,后面只需要满足λ∈Q＋ ,Q＋ 为正有理数.

下面是一些常用的语气算子:

[很]＝H(２),[极]＝H(４),[相当]＝H(１．２５),[比 较]＝

H(０．７５),[有点]＝H(０．５)＝[略],[稍微有点]＝H(０．２５).

定义２[１２]　设(X,≤)为偏序集,映射 N:X→X 且∀a,

b∈X,满足:

(１)a≤b⇒N(b)≤N(a)(逆序对应);

(２)N(N(a))＝a(对合律或复原律).

称 N 为X 上的伪补或逆序对合算子.逆序对合算子也

叫强否定算子.

例１　(１)设 N:[０,１]→[０,１],且∀a∈[０,１],N(a)＝

１－a,则称 N 为[０,１]上的伪补.记这个算子为N１.

(２)设 N:[０,１]→[０,１],且∀a∈[０,１],N(a)＝１－a
１＋λa

,

λ∈(－１,＋¥),则 N 为[０,１]上的伪补.记这个算子为N２.

特别地,当λ＝０时,有N１＝N２.

下面给出一些常见的tＧ模算子和tＧ余模算子,如表１和

表２所列.

表１　常见的tＧ模算子

Table１　CommontＧmoduleoperators

Name Symbol a􀱋b
Minimum 􀱋M min(x,y)

Product 􀱋P xy
Lukasiewicz 􀱋L max(x＋y－１,０)

Drasticproduct 􀱋D
min(x,y), ifx＝１ory＝１
０, other{

表２　常见的tＧ余模算子

Table２　CommontＧcomoduleoperators

Name Symbol a􀱇b
Maximum 􀱇M max(x,y)

Probabilisticsum 􀱇P x＋y－xy
Lukasiewicz 􀱇L min(x＋y,１)

Drasticsum 􀱇D
max(x,y), ifx＝０ory＝０
１, other{

注意,这里 􀱋D ≤ 􀱋L ≤ 􀱋P ≤ 􀱋M ≤ 􀱇M ≤ 􀱇P ≤ 􀱇L ≤
􀱇D.

本文以公理化模糊集合理论作为基础,研究模糊推理方

法.下面将给出模糊集合的公理化定义.

定义３[１４]　设U＝[a,b]⊂R,U
~
＝{uA１

(x),􀆺,uAn
(x)},

n∈N＋ ,是U 上的一个模糊划分.定义集合F(U
~)如下:

(１)若存在i∈n－使得uA (x)＝ui(x)对所有的x∈U 都成

立,则A＝{(x,uA(x))|x∈U}∈F(U
~);

(２)若uA(x)＝u(x)＝１对所有的x∈U 都成立,则A＝

{(x,uA(x))|x∈U}∈F(U
~);

(３)若uA(x)＝u(x)＝０对所有的x∈U 都成立,则A＝

{(x,uA(x))|x∈U}∈F(U
~);

(４)若A＝{(x,uA(x))|x∈U}∈F(U
~)且r∈Q＋ ,则Ar＝

{(x,uA(x)r)|x∈U}∈F(U
~);

(５)若A＝{(x,uA(x))|x∈U}∈F(U
~),且 N 是定义在

[０,１]上的强否定,则AN ＝{(x,uA(x)N)|x∈U}∈F(U
~);

(６)若A＝{(x,uA (x))|x∈U},B＝{(x,uB (x))|x∈

U}∈F(U
~),且􀱋是一个三角模,则A ∩􀱋B＝{(x,uA(x)􀱋uB

(x))|x∈U}∈F(U
~);

(７)若A＝{(x,uA (x))|x∈U},B＝{(x,uB (x))|x∈

U}∈F(U
~),且􀱇是一个三角余模,则AU􀱇B＝{(x,uA(x)􀱇

uB(x))|x∈U}∈F(U
~);

(８)F(U
~)不再包括其它元素.

F(U
~)称为由U

~
生成的模糊隶属空间,F(U

~)中的元素称为

定义在U 上且关于模糊划分U
~
的模糊集合.

为了方便,后面用符号A(x)代替uA(x)表示x隶属于A
的程度.这里的强否定运算形式aN 与定义２中的 N(a)是一

样的.

３　基于公理化模糊集的模糊推理方法

设论 域 X 和 Y 的 模 糊 划 分 分 别 为X
~

＝ {A１ (x),

A２(x),􀆺,An(x)},Y
~
＝{B１(y),B２(y),􀆺,Bm (y)}(m,n∈

N＋ ),在X 和Y 上的模糊集之集分别为F(X
~)和F(Y

~).模糊

推理的一般形式变为:
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大前提:A１(x)→Bs１
(y)

A２(x)→Bs２
(y)

　􀆺

An(x)→Bsn
(y) (２)

小前提:A∗ (x)

结论:B∗ (y)

其中,A１(x),A２(x),􀆺,An (x),A∗ (x)∈F(X
~ ),B１ (y),

B２(y),􀆺,Bm(y),B∗ (y)∈F(Y
~),s１,s２,􀆺,sn∈N＋ 且１≤s１,

s２,􀆺,sn≤m.我们可以把A１(x),A２(x),􀆺,An(x)和B１(y),

B２(y),􀆺,Bm(y)分别看作模糊隶属空间F(X
~ )和F(Y

~)的一

组基.因此,给出的A∗ 一定由A１(x),A２(x),􀆺,An(x)通过r,

N,􀱋和􀱇运算生成.若A∗ 由A１(x),A２(x),􀆺,An(x)通过r,

􀱋和􀱇运算生成,则我们认为B∗ (y)是由A１(x),A２(x),􀆺,

An(x)的像Bs１
(y),Bs２

(y),􀆺,Bsn
(y)通过r,􀱋和􀱇运算得

到的.

注意:论域X 和Y 上的模糊划分中类A１(x),A２(x),􀆺,

An(x)和B１(y),B２(y),􀆺,Bm(y)的个数可以不相等,即m 与

n可以不相等.
例如,设X 为“汽车速度状态”,Y 为“踩油门的程度”,X

和Y 的模糊划分分别为X
~
＝{快,中,慢}和Y

~
＝{轻,适中,重}.

于是,考虑下面的推理规则:
若汽车的速度快,则踩油门的程度轻;

若汽车的速度中,则踩油门的程度适中;
若汽车的速度慢,则踩油门的程度重.
如果给出汽车的速度状态不在上述规则的前件中,那么

一定可以由上述规则的前件{快,中,慢}通过一定的组合得

到,相应的“踩油门的程度”也可以由上述规则的后件{轻,适
中,重}通过一定的组合得到.而这个组合就是语气运算r、

交运算∩􀱋 和并运算∪􀱇 .如“汽车的速度‘有点快’”是由“汽
车速度的‘快’”通过语气运算“有点”得到的,则“踩油门的程

度”由“轻”的程度通过语气运算得到.

从模糊逻辑的角度,对模糊推理形式(２),我们根据小前

提A∗ 在模糊隶属空间中的构成方式给出结论B∗ (y)的３种

基本形式.
(１)若A∗ (x)＝Ar

i(x),则B∗ (y)＝Bf(r)
si (y),满足r＝

f(r)＝１.其中１≤i≤n,１≤si≤m.这里的f关于r是连续

且单调的.
(２)若A∗ (x)＝Ai(x)􀱋１Aj(x),则B∗ (y)＝Bsi (y)􀱋２

Bsj (y),其中１≤i,j≤n,１≤si,sj≤m.

(３)若A∗ (x)＝Ai(x)􀱇１Aj(x),则B∗ (y)＝Bsi (y)􀱇２

Bsj (y),其中１≤i,j≤n,１≤si,sj≤m.

注１:若给出的A∗ (x)可以由某些规则的前件多次运算

生成,则B∗ (y)是由这些前件的像通过相应的运算次数生成.

在这里我们只需要考虑上述３种最基本的形式,多次的运算

可以通过以上方式合成.
注２:结论B∗ 的３种基本形式有严格的逻辑基础.这是

因为,在模糊逻辑中,若公式Ai(x)→Bsi (y)和Aj(x)→Bsj (y)

都为真时,则有Ai(x)􀱋Aj(x)→Bsi (y)􀱋Bsj (y)也为真;

Ar
i(x)→Bf(r)

si (y)和Ai(x)􀱇Aj(x)→Bsi (y)􀱇Bsj (y)也可以

有类似的解释.
此外,还需要说明的是,当给出的小前提A∗ 是大前提某

条规则的前件时,输出结果B∗ 就是这条规则的后件.即当

A∗ (x)＝Ai(x)时,总有B∗ (y)＝Bsi (y),其中１≤i≤n.于

是,基于公理化模糊集的模糊推理方法是具有还原性的.

４　模糊联结词扰动性分析

模糊联结词的扰动性是探究模糊推理性质的一个重要内

容,它的讨论往往与模糊集之间的距离有关.本节根据取不

同的强否定算子、语气算子、tＧ模算子和tＧ余模算子,利用

Minkowski积分形式距离来讨论这些算子在模糊隶属空间中

的扰动性.

定义４　设X＝[a,b],X
~
为X 的模糊划分,A,B∈F(X

~),
令:

d(p)
M (A,B)＝ １

b－a　∫
b

a

|A(x)－B(x)|pdx( )
１
p ,p≥１

称d(p)
M (A,B)是F(X

~)上A 与B 的 Minkowski距离.

特别地,当p＝１时,dH(A,B)＝ １
b－a∫

b

a

|A(x)－B(x)|

dx,dH (A,B)称为 Hamming距离;当p＝２时,dE(A,B)＝

１
b－a　∫

b

a

|A(x)－B(x)|２dx( )
１
２ ,dE (A,B)称 为 Euclid

距离.
引理１[２１]　若f和g 是有界的,且在 X 上是实值函数,

有:

|sup
x∈X

　f(x)－sup
x∈X

　g(x)|≤sup
x∈X

　|f(x)－g(x)|

|inf
x∈X
　f(x)－inf

x∈X
　g(x)|≤sup

x∈X
　|f(x)－g(x)|

引理２[２２](Minkowski不等式)　设p≥１,f,g∈Lp[a,

b],则有

(∫
b

a

|f＋g|pdx)１
p ≤(∫

b

a

|f|pdx)１
p ＋(∫

b

a

|g|pdx)１
p

基于 Minkowski距离,令ε∈[０,１],于是有以下结论.

引理３　设A,A′∈F(X
~ )),p≥１.若d(p)

M (A,A′)＜ε,则

有:(１)d(p)
M (AN１ ,A′N１ )＜ε;(２)d(p)

M (AN２ ,A′N２ )＜(１＋λ)ε.
证明:由定义４和引理１,有:

(１)d(p)
M (AN１ ,A′N１ )＝(１

b－a∫
b

a

|１－A(x)－(１－A′(x))|p

dx)
１
p ＝(１

b－a∫
b

a

|A(x)－A′(x)|pdx)１
p ＝d(p)

M (A,A′)＜ε.

(２)d(p)
M (AN２ ,A′N２ )＝(１

b－a∫
b

a

１－A(x)
１＋λA(x)－

１－A′(x)
１＋λA′(x)

p

dx)
１
p ＝(１

b－a∫
b

a

(１＋λ)(A(x)－A′(x))
(１＋λA(x))(１＋λA′(x))

p

dx)
１
p ,又０≤

A(x),A′(x)≤１,所 以d(p)
M (A∗ ,A∗′)≤ ( １

b－a

∫
b

a

|(１＋λ)(A(x)－A′(x))|pdx)
１
p ＜(１＋λ)ε.

引理４　设Ai,Aj,Ai′,Aj′∈F(X
~)),A∗ ＝Ai􀳱Aj,A∗′＝

Ai′􀳱Aj′,p≥１.若d(p)
M (Ai,Ai′)＜ε１,d(p)

M (Aj,Aj′)＜ε２,则有

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＜ε１＋ε２,其中􀳱∈(􀱋P,􀱇P,􀱋L,􀱇L).

证明:只考虑􀳱＝􀱋P的情况.由定义４、引理１和引理２,
有:
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d(p)
M (A∗ ,A∗′)

　＝d(p)
M (Ai􀳱Aj,Ai′􀳱Aj′)

＝(１
b－a∫

b

a

|Ai(x)Aj(x)－Ai′(x)Aj′(x)|pdx)
１
p

＝(１
b－a∫

b

a

|Ai(x)Aj(x)－Ai′(x)Aj(x)＋Ai′(x)Aj

(x)＋Ai′(x)Aj′(x)|pdx)
１
p

≤(１
b－a∫

b

a

(Aj(x)|Ai(x)－Ai′(x)|＋Ai′(x)|Aj(x)－

Aj′(x)|)pdx)１
p

≤(１
b－a∫

b

a

(|Ai(x)－Ai′(x)|＋|Aj(x)－Aj′(x)|)p

≤(１
b－a∫

b

a

(|Ai(x)－Ai′(x)|)pdx)１
p ＋(１

b－a∫
b

a

(Aj

(x)－Aj′(x)|)pdx)
１
p

≤d(p)
M (Ai,Ai′)＋d(p)

M (Aj,Aj′)＜ε１＋ε２

引理５　设Ai,Aj,Ai′,Aj′∈F(X􀬈),A∗ ＝Ai􀳱Aj,A∗′＝

Ai′􀳱Aj′,p≥１.若d(p)
M (Ai,Ai′)＜ε１,d(p)

M (Aj,Aj′)＜ε２,则有

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＜ε１∨ε２,其中􀳱∈(􀱋M,􀱇M).

证明:只考虑􀳱＝􀱋M的情况.由定义４、引理１和引理２,有:

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＝d(p)

M (Ai􀳱Aj,Ai′􀳱Aj′)

＝(１
b－a∫

b

a

|Ai(x)∧Aj(x)－Ai′(x)∧

Aj′(x)|pdx)
１
p

当Ai(x)≥Aj(x),Ai′(x)≥Aj′(x)时,有:

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＝(１

b－a∫
b

a

|Aj(x)－Aj′(x)|pdx)
１
p

＝d(p)
M (Aj,Aj′)＜ε２

当Ai(x)≥Aj(x),Ai′(x)≤Aj′(x)时,有:

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＝(１

b－a∫
b

a

|Aj(x)－Ai′(x)|pdx)
１
p

①若Aj(x)≥Ai′(x)时

d(p)
M (A∗ ,A∗′)≤(１

b－a∫
b

a

|Ai(x)－Ai′(x)|pdx)１
p

＝d(p)
M (Ai,Ai′)＜ε１

②若Aj(x)≤Ai′(x)时

d(p)
M (A∗ ,A∗′)≤(１

b－a∫
b

a

|Aj′(x)－Aj(x)|pdx)１
p

＝d(p)
M (Aj,Aj′)＜ε２

因此,d(p)
M (A∗ ,A∗′)＜ε１∨ε２.

当Ai(x)≤Aj(x),Ai′(x)≥Aj′(x)时,同理有d(p)
M (A∗ ,

A∗′)＜ε１∨ε２.
当Ai(x)≤Aj(x),Ai′(x)≤Aj′(x)时,有:

d(p)
M (A∗ ,A∗′)＝(１

b－a∫
b

a

|Ai(x)－Ai′(x)|pdx)
１
p

＝d(p)
M (Ai,Ai′)＜ε１

综上所述,d(p)
M (A∗ ,A∗′)＜ε１∨ε２.

基于上面的结论,下面讨论本文所提出的模糊推理方法

的连续性.

５　模糊推理的连续性

在模糊隶属空间F(X
~)上定义 Minkowski距离d(p)

M 之后,

(F(X
~),d(p)

M )就成为了一个模糊距离空间.不难发现,我们可

以在模糊距离空间(F(X
~ ),d(p)

M )中找到一点A０,使得在A０的

邻域中,有A 无限地趋近于A０.例如A∈F(X
~ ),能找到Ar→

Ar０(r→r０),其中r是语气算子.

在下文中,设f是模糊隶属空间F(X
~ )到模糊隶属空间

F(Y
~)的映射,我们称f为模糊推理映射.类似于数学分析中

点连续的概念,给出模糊推理映射在模糊距离空间中点连续

的定义.

定义５　设(F(X
~),d(p)

M )和(F(Y
~),d(p)

M )是两个模糊距离

空间,f为模糊推理映射,A０∈F(X
~ ),若f(A)在点A０的某个

邻域中有定义,且f(A)→f(A０)(A→A０),则称模糊推理映

射f在A０处连续.
“f在A０ 处连续”可 以 改 成 以 下 的 符 号 表 述:∀ε＞０,

∃δ＞０,当dp
M(A,A０)＜δ时,有dp

M(f(A),f(A０))＜ε.

定义６　若f(A)在点A０的某个邻域中有定义,称映射f

在A０处LＧ连续,当且仅当存在正常数L,使得A０∈F(X
~ ),有

d(p)
M (f(A),f(A０))≤Ld(p)

M (A,A０).

定义中的条件类似于数学分析中的 Lipschitz条件,只不

过这里是在点处连续.显然,当dp
M (A,A０)＜δ且L＝ε

δ
时,

若模糊推理映射f在A０处LＧ连续,则在A０处也一定连续.为

了方便,我们记f(A)和f(A０)分别为B 和B０.于是,我们有

以下结论.
定理１　若模糊推理映射f 在A０处LＧ连续,则它也在

A０
N１ 处LＧ连续.

证明:由定义５和引理３中的(１),存在正常数L,使得

A０∈F(X
~),有

d(p)
M (B,B０)≤Ld(p)

M (A,A０)

根据引理３中的(１),有d(p)
M (B,B０)＝d(p)

M (BN１ ,B０
N１ ),

d(p)
M (A,A０)＝d(p)

M (AN１ ,A０
N１ ).所 以,d(p)

M (BN１ ,BN１
０ )≤

Ld(p)
M (AN１ ,A０

N１ ).因此,f在A０
N 处LＧ连续.

推论１　若模糊推理映射f在A０处LＧ连续,则它在AN２
０

处连续.

证明:由 定 义 ６,存 在 正 常 数 L,使 得A０ ∈F(X
~ )且

dp
M(A,A０)＜δ时,有

d(p)
M (B,B０)≤Ld(p)

M (A,A０)

取δ＝ ε
(１＋λ)L

时,有d(p)
M (Bi,B０)＜ ε

１＋λ＜ε.根据引理

３中(２),有d(p)
M (AN２ ,AN２

０ )＜ε
L

和d(p)
M (BN２ ,BN２

０ )＜ε.因此,

∀ε＞０,∃δ１ ＝ ε
L ＞０ 使 得 当d(p)

M (AN２ ,AN２
０ )＜δ１ 时,有

d(p)
M (BN２ ,BN２

０ )＜ε.于是,f在AN２
０ 处连续.

定理２　若模糊推理映射f在A０和A０′处LＧ连续,则它在

A０􀳱A０′处连续.其中􀳱∈(􀱋P,􀱇P,􀱋L,􀱇L).

证明:我们只证􀳱＝􀱋P的情况,其它情况证明类似.

由定义６,存 在 正 常 数L１,L２,使 得A０,A０′∈F(X
~ )且
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dp
M(A,A０)＜δ１,dp

M(A′,A０′)＜δ２时,有

d(p)
M (B,B０)≤L１d(p)

M (A,A０)

d(p)
M (B′,B０′)≤L２d(p)

M (A′,A０′)

取δ１＝ ε
２L１

,δ２＝ ε
２L２

时,有

d(p)
M (B,B０)≤L１d(p)

M (A,A０)＜ε
２＜ε

d(p)
M (B′,B０′)≤L１d(p)

M (A′,A０′)＜ε
２＜ε

根据引理４,有

d(p)
M (A 􀱋PA′,A０􀱋PA０′)＜δ１＋δ２,d(p)

M (B 􀱋PB′,B０􀱋p

B０′)＜ε;

因此,∀ε＞０,∃δ３＝δ１＋δ２＞０,使得当d(p)
M (A 􀱋PA′,

A０􀱋PA０′)＜δ３时,有d(p)
M (Bi􀱋PB′,B０􀱋PB０′)＜ε.于是,f

在A０􀱋PA０′处连续.

定理３　若模糊推理映射f在A０和A０′处LＧ连续,则它在

A０􀳱A０′处连续.其中􀳱∈(􀱋M,􀱇M).

证明:只证􀳱＝􀱋M的情况,另一种情况证明类似.

由定义６,存在正常数L１,L２,使得A０,A０′∈F(X
~ )且dp

M

(A,A０)＜δ１,dp
M(A′,A０′)＜δ２时,有

d(p)
M (B,B０)≤L１d(p)

M (A,A０)

d(p)
M (B′,B０′)≤L２d(p)

M (A′,A０′)

取δ１＝ε
L１

,δ２＝ε
L２

时,有

d(p)
M (B,B０)≤L１d(p)

M (A,A０)＜ε

d(p)
M (B′,B０′)≤L１d(p)

M (A′,A０′)＜ε
根据引理５,有

d(p)
M (A 􀱋MA′,A０ 􀱋MA０′)＜δ１ ∨δ２,d(p)

M (B 􀱋MB′,

B０􀱋MB０′)＜ε∨ε＝ε
因此,∀ε＞０,∃δ３＝δ１∨δ２＞０,使得当d(p)

M (A 􀱋MA′,

A０􀱋MA０′)＜δ３时,有d(p)
M (Bi􀱋MB′,B０􀱋MB０′)＜ε.于是,f

在A０􀱋MA０′处连续.

上述定理旨在说明,如果模糊推理映射f 在某些点连

续,那么f也在这些点通过􀱋,􀱇和 N 以及相关的r 运算生

成的点连续.其实,基于公理化模糊集合的模糊推理方法的

连续性在于:“若已知A(x)→B(y)和A∗ (x),则B∗ (y)”,按
照第３节中B∗ (y)的基本形式 ①,若A∗ (x)＝Ar(x),则

B∗ (y)＝Bf(r)(y).当f(r)＝r时,所谓A∗ (x)逼近于A(x),

也就是Ar(x)中的r逼近于１的时候,f(r)也逼近于１,即

B∗ (y)逼近于B(y).于是我们可以把模糊推理的连续性看

成模糊推理映射在点的连续性.简单来说,我们在模糊隶属

空间中可以找到连续的点,这些点通过模糊隶属空间中相关

运算生成的点也是连续的.因此,基于公理化模糊集的模糊

推理方法是连续的.这与以往讨论的连续性(已知A∗ (x)逼
近于A(x)去证明B∗ (y)逼近于B(y))有所区别.

结束语　本文在公理化模糊集合理论框架之下,把模糊

推理看成两个模糊隶属空间之间的映射,给出了模糊推理的

３种基本形式,并且结论B∗ 的３种基本形式有严格的逻辑基

础.这是因 为,在 模 糊 逻 辑 中,若 公 式Ai (x)→Bsi (y)和

Aj(x)→Bsj (y)都为真时,则有Ai(x)􀱋Aj(x)→Bsi (y)􀱋

Bsj (y)也为真,Ar
i(x)→Bf(r)

si (y)和Ai(x)􀱇Aj(x)→Bsi (y)􀱇
Bsj (y)也可以有类似的解释.此外,基于公理化模糊集的模

糊推理方法还具有还原性,并且有比较直观的说明.本文根

据取不 同 的 强 否 定 算 子、tＧ模 算 子 和tＧ余 模 算 子,利 用

Minkowski积分形式距离讨论了定义在[a,b]上模糊联结词

的扰动性,给出了模糊推理在点处连续的定义,进而说明若在

某些点LＧ连续,则也在这些点通过强否定算子、tＧ模算子和tＧ
余模算子生成的点处连续.

在模糊推理的一般形式(２)中,给出的A∗ 一定由A１(x),

A２(x),􀆺,An(x)通过r,N,􀱋和􀱇运算生成.目前我们只针

对取语气算子、tＧ模算子和tＧ余模算子讨论待求解B∗ (y)的３
种基本形式,后面我们将讨论A∗ 是通过A１(x),A２(x),􀆺,

An(x)取强否定算子生成时,待求解B∗ (y)的另一种形式.

在B∗ (y)的３种基本形式中,形式②和③都有逻辑依据,形式

①没有,后面将完善①的逻辑系统.此外,将另文举例讨论本

文方法的实际意义和与常见经典模糊推理方法的差别.
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