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小波树结构在贝叶斯压缩感知图像重构中的应用研究 

袁 琴 。 吴宣够。 熊 焰。 

(黄山学院机电与信息工程学院 黄山245041) 

(中国科学技术大学计算机科学与技术学院 合肥230026)。 

摘 要 结合贝叶斯和压缩感知理论，提出了一种基于小波变换的图像压缩和重建方法。这种算法充分利用了小波 

变换系数的结构特征和相关性，有效地提高了图像的压缩比例和重建精度。对小波变换的尺度 系数采用基于预测的 

恢复算法；对高频系数的恢复结合了贝叶斯理论和压缩感知理论，采用了一种基于回归模型的方法，通过高斯混合参 

数对未知权值参数赋予确定的先验分布，以限制系数的稀疏性。该方法能够得到未知参数的一组具有较高概率的模 

型，从而实现系数在 MMSE意义下的重建。与现有的图像压缩方法以及其它基于压缩感知的图像压缩方法相比，该 

算法能够获得较高的图像重建质量和较大的图像压缩比。 
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Abstract Combining Bayesian learning and compressive sensing，an image compression and reconstruction method 

based on wavelet transforill was proposed in this article．Utilizing the specific structure and correlation of wavelet trans— 

forming coefficients，this method improves the image compression rate and reconstruction accuracy effectively．At same 

time，a regression model based on prediction is adopted in coefficient reconstruction．Gaussian mixture parameters are 

used to predefine the prior conditional density of the unknown param eters in order to enforce the sparsity．This method 

can get a group of model with high probability of the coefficients，and result in reconstruction of the image in sense of 

MMSE．Compared with other image compression methods and CS based image reconstruction methods，the proposed 

method can get reconstruction images wi th high quality and  get bigger compression rate． 
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目前数字图像压缩最常用的方法是基于变换编码的方 

法：首先对图像进行某种稀疏变换，如离散余弦变换、小波变 

换等，然后对变换系数进行某种阈值处理，只对其中一些显著 

系数进行编码和传输；在接收端利用接收到的显著系数重建 

图像[1]。这种图像压缩方法必须按照Nyquist采样率进行采 

样，这加大了数据采集端硬件实现的难度；另一方面，在数据 

传输的时候只保留了其中极少一部分显著系数，而丢弃了大 

多数非显著系数。那么我们能否在采样的时候直接按照图像 

所包含的信息量进行采样呢?压缩感知理论就是这样一种直 

接按照信号信息量进行采样的方法|2]。 

压缩感知理论指出，对于稀疏信号、可压缩信号，可以用 

远低于Nyquist采样率所要求的采样数据进行信号或图像的 

高效重建。在压缩感知理论中，对信号的采样、压缩编码发生 

在同一个步骤，即利用信号的稀疏性，以远低于 Nyquist采样 

率的速率对信号进行非相关测量。压缩感知理论的解码过程 

不是编码的简单逆过程，而是通过求解一个非线性最优化问 

题，在概率意义上实现信号的精确重构或者一定误差下的近 

似重构，解码所需测量值的数目远小于传统理论下的样本数。 

由于其压缩采样特性，压缩感知理论近年来在图像压缩 

和重构等领域得到了广泛的应用。Han等人给出了基于压缩 

感知理论的图像表示方法l_3]；Wu等人将滑动自回归模型应 

用到基于CS理论的图像编码中 4̈ ；Goyal等人从信息论的角 

度比较了不同的基于CS理论的图像编码方法嘲。由于小波 

变换(DWT)在图像压缩领域的广泛应用，过去几年学者们越 

来越多地考虑将DWT与压缩感知理论相结合以实现图像的 

压缩编码[6]。然而大多数文献都只考虑了小波变换系数的稀 

疏特性。文献f7]指出充分利用DWT系数的结构特征能够 

进一步降低重建图像所需要的样本数据，同时能够保持图像 
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重建的质量。 

本文在分析小波变换系数各层之间以及每一层内部之间 

的统计特性的基础上，针对其小同特性提出了一种新的基于 

压缩感知理论的DWT压缩编码方法，对尺度系数和高频系 

数采用不同的采样和编码方法。小波变换的尺度系数包含了 

图像的大部分能量并且具有较强的层内互相关性；高频系数 

与相对应的 度系数具有较强的相天性且相邻系数之间也具 

有较强的丰̈父性。对于 度系数，可以采用基于预测的压缩 

感知编码方法；对于高频分量 ，可以采用基于 Bayesian理论 

的编码方法。在重建过程|fI，本文采用 了一种基于回归模型 

的系数重建方法，通过高斯混合参数对未知权值参数赋予确 

定的先验分布来限制系数的稀疏性。该方法能够得到未知参 

数的一组具有较高概率的模型，从而实现系数在 MMSE意义 

下的重建。基于压缩感知的冈像压缩方法直接根据图像所包 

含的信息量进行采样，而小需要先进行系数变换 ，然后对显著 

系数进行编码传输，从而减少 r图像重建所需要的样本数。 

同时在本文巾我们还利用 r图像小波系数的结构特性进行压 

缩编码和重建，进一步减少了冈像重建所需要的样本数，同时 

能够保证图像重建的质量。仿真表明 'I，本文方法的有效性。 

1 小波树结构 

小波变换系数不仅具有稀疏特性 ，而且系数各层之间以 

及每一层内部都具有很强的相关性。本节首先分析小波系数 

的统计特性，以便根据小波系数的统计特性确定不同的压缩 

采样方法和重建方法。 

图 1所示为 2层 DWT，其中左上角 LL为低频一尺度系 

数；其它部分为高频系数。尺度系数为显著系数 ，具有较大 

值，包含了图像的大部分信息。大部分高频系数的幅值很小， 

趋近于0，与图像的细节信息相关。小波系数不仅具有稀疏 

特性，而且系数之间具有较强的相关性。接下来首先分析小 

波系数之间的相关性，采用 Pearson相关系数lD作为衡量系 

数之间相关性强弱的标准i 。 

图 1 小波变换系数示意图 

图2(a)所示为尺度系数沿水平方向、垂直方向、对角线 

方向的相火性示意图。从图中可以看出，尺度系数尽管是对 

原图像降采样以后得到的低分辨图像，但是与相邻系数的相 

关系数p>O．8。这意味着相邻系数之间存在非常大的冗余。 

图 2(b)所示为尺度系数与高频系数之间的相关性。从图中 

可以看出，尺度系数与高频系数之间的相关性较弱。 
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(a)尺度系数相关性 慈图 (b)尺度系数 ‘j高频 系数丰}i火性 

图 2 尺度系数平均相关性示意图 

LH HL，-，HH，
． 的小波系数反映 rl在水平方 厂uJ、垂直 

方向、对角线方向的高频分量，具有较大值的系数集中在某些 

固定区域。如图 3(a)所示，高频系数某一层内部各系数 与相 

邻系数之间的平均相关性p(LH／HL／HH，l l≤1，l△ l≤ 

1)>O．5。图 3(b)所示为层 与 之间小波系数的丰̈父性。 

劢1ll 
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(a)高频系数每一层的平均相关性 【b)高频系数之间的相戈性 

图 3 高频系数相哭性示意图 

2 基于压缩感知的图像压缩 

基于压缩感知理论的图像压缩方法和传统的基于变换编 

码的图像压缩方法完全不同。本节结合第 2节分析的图像小 

波变换系数的特征，提出了一种基于压缩感知理论的图像压 

缩方法，如图 4所示。 

原图像 重建图像 

DWT l I lDWT 

页面舌 丽赢 ： I 2 ,3 I里蔫 !l 臣 垫 尺度系数l l高频系数(L=， )I = 

囱 豳 豳  I ll 

传输 传输 

图 4 压缩感知图像压缩流程 

首先对原图像进行 2一I)DWT以实现对图像的稀疏表 

示，然后采用随机采样矩阵实现对系数的1 相关采样。文献 

[9]表明独立同分布高斯 阵满足压缩感知理论中非丰̈ 采 

样的限制条件，因此在本文中采用独立同分布的高斯矩阵来 

实现系数的压缩采样。理论上讲，为 r重建图像，需要将采样 

矩阵一起传输以实现图像的精确重构。然而，事实上在图像 

压缩中不用对每一幅图像都进行采样矩阵的传输，冈为这种 

采样矩阵可以通过种子进行伪随机产生，所以只需要进行种 

子的传输。 

由于小波系数的特殊性： 度系数包禽J，罔像的大部分 

能量且具有很强的 内相似性但是层间丰H似性较弱；高频系 

数与其对应的尺度系数具有较强的相关性且相邻系数之间也 

具有较强的相关性；高频系数包含了图像的细节信息，直接丢 

弃高频系数会造成图像信息的丢失，冈此对于尺度系数和高 
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频系数我们采用不同的采样策略，且每一层高频系数的压缩 

采样比例也不同。这样就可以依据小波系数的特征确定压缩 

采样的样本数，从而既达到较高的压缩比，又能实现图像的精 

确重构。通常情况下，精确重建图像所需要的样本数据远小 

于小波系数的数据量，从而实现了对图像的压缩。 

在得到压缩采样的样本数据以后 ，需要对数据进行分组 

以及量化编码。通常采用无损编码，比如熵编码等，有利于图 

像高质量的重建。在传输过程中，数据可能受到噪声或者干 

扰的影响，从而影响到数据传输的质量。但是在基于压缩感 

知理论的图像压缩中，这种噪声造成的数据污染不会对图像 

的重建质量造成重要影响。因为每一个压缩采样的样本都是 

Nyquist采样下所有样本的一个非线性投影，所以单一样本数 

据的缺失对整个样本数据所包含的信息量影响非常小。 

在解码端 ，尺度系数和高频系数可以采用基于压缩感知 

理论的重建方法进行恢复，这将在下一节中讨论。为了达到 

较高的压缩效率，对尺度系数和高频系数采用不同的重建方 

法。重建质量与所采用的压缩采样的样本数有关，当样本数 

足以保证精确重建图像时，继续增加样本数据无助于重建质 

量的提高。 

3 基于小波树结构和贝叶斯理论的系数重建 

尺度系数包含了图像的大部分能量，大多具有较大的值， 

且相邻系数之间具有很强的相关性；高频系数值较小，但是包 

含了图像的细节信息，直接丢弃高频系数会造成重建图像信 

息的丢失。针对小波系数的不同特征，本文对尺度系数和高 

频系数采用不同的压缩感知重建算法：基于预测的压缩感知 

重建算法和基于贝叶斯理论的压缩感知重建算法。 

3．1 尺度系数的恢复 

小波变换的尺度系数包含了图像的大部分能量，大多具 

有较大的值，直接对尺度系数进行压缩采样以及基于压缩感 

知理论的重建不会得到高质量的图像。然而，从图2可知，尺 

度系数具有很强的层内相关性，这为尺度系数的稀疏表示提 

供了可能。采用基于层内相关性的预测方法能够使得到的尺 

度系数具有近似稀疏的特性，便于利用压缩感知理论得到高 

效的重建质量。 

在图4中采用独立同分布的随机高斯矩阵 对尺度系 

数Xt进行重采样。为了确定尺度系数(LL)的内部空间结 

构，首先将LL层系数划分为4×4的块。对于每一块中的系 

数，采用具有不同频率和方向的空间Gabor滤波器提取每一 

块的主要方向。利用这样的滤波器，每一个尺度系数相对于 

滤波器核都有一个输出，具有最大输出值的方向被当作代表 

方向。对于每一块，计算每一方向系数的数量，具有最大数量 

的方向被认为是系数内部结构的主要方向。每一块中主要方 

向的信息被作为附加信息传输到接收端。如果在某一块中没 

有主要方向，则选择具有较小平均绝对误差的方向作为主要 

方向。 

在接收端利用接收到的辅助信息进行尺度系数的预测解 

码。在接收到压缩采样样本数据和辅助信息之后，可以通过 

求解式(1)所示的目标函数实现尺度系数的恢复： 

rain ∑ ll R[噩 ( )]Il“ s．t．1l乱 一yL If≤ (1) 

式中， ，yL分别表示尺度系数和压缩测量值； 表示噪声分 

量， 表示测量矩阵；s为4×4系数块的数量； ·]表示利 

用某一方向模型进行层内系数预测的残差。 
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3．2 高频系数恢复 

为了实现对高频系数的精确重构，我们采用了一种基于 

Bayesian理论的重构方法。这种压缩感知重构方法将系数的 

恢复问题看作是一个线性回归问题，而待重建的系数是模型 

中的未知参数。然后利用高斯混合参数对未知参数赋予确定 

的先验条件分布，从而实现对参数的稀疏性限制。这种压缩 

感知重建方法能够得到恢复系数所需要的一组具有较高后验 

概率密度的模型，从而实现系数在最小均方误差(MMSE)意 

义下的重构。 

假设 X ∈R ，L为小波系数的层数。在考虑噪声的情 

况下，压缩采样数据可以表示为： 
一  XL4-WL (2) 

假设噪声为加性噪声，且服从高斯分布，则 71)L～N(O， 

)，M为压缩采样的样本数。 

为了限制 Xj 的稀疏性，假设其由高斯混合密度函数产 

生，则 X』 满足如下分布： 

P( 『 )～N(O，R( )) (3) 

其中，R( )为协方差矩阵，且由高斯混合参数S构成的随机向 

量 = ，5 一，Sw一 ] 确定。假设{Xh l Sn}~-_-ol相互独立且 

P( I )～N(o，畦)，{Sn) N：--oI服从贝努力分布P( 一1)一 

p ，则R(s)为对角阵，且[R(s)] 一畦。为了限制其稀疏性， 

设 一0，且 P 《1。则当 Sn—O，五 一O；Sn一1，X『_ ≠O时，系 

数的X』_的最小均方误差估计可以表示为 

盅～ E(X『_I )一 (s J y』_)E{ J y『，， } (4) 

其中，S表示所有模型参数构成的集合。由式(2)可得 

E(X』J I ， )一尺(s) ( ) (5) 

当信号维数较大时，模型集合 s可能的取值会很大。为 

了计算的简便，只选取其中几个具有较大概率的模型。则 Xf_ 

的近似最小均方误差估计可以表示为 

XJJ一 =垒= P(sl y』．)E{ 1 y』 ， ) (6) 

S 表示具有较大概率的模型集合。 

由式(5)和式(6)可知，为了得到 X』_的最小均方误差估 

计，需要得到 P(sI )、A( ) 以及 S 。模型向量集合 S可以 

表示为S {O，1} ，N为待恢复的系数的维数。 的最小均 

方误差估计就是从 S中选出具有较大概率的一组模型向量 

S ，以及确定{P(sIYL)} ES 。 

由 Bayesian理论可知，模型向量 s的后验概率密度可以 

表示为 

lyJJ)一 

在确定 S 后， 的后验概率密度可以近似表示为 

≈ ㈣  

∈S 

从式(7)、式(8)可知，P(sI yj )与P(yJ l s)P(s)具有正比 

关系，因此S 的选择与选择sES使得P( ，I )P(s)取较大 

值等价。为了计算方便，对 P(yJ_l s)P( )取对数，得到模型向 

量的选择标准为： 

v(s，yI|)；lnP(yJJ I s)P( )=1n尸( I )+inP(s) 

= 一 ÷珊 ( ) 一÷lndet(A(s))一÷Mln2~ 

+ ∑1nP( ) 



 

一 一 丢 A(s)-ly__llndet(A(s))一 Mn2 

+ II s II。In +N1n(1一P ) (9 

式中，零范数 ff 5[fo表示5中非0元素的个数。 

因为 P(y』J f s)P(s)一P(y』 ，s)，P(YL，s)一 ‘ ’，因此 

P(y』．，s)与v(s，y』．)成正比关系，则S 就是由与v(s， )较 

大值对应的模型向量 组成的集合。为了方便快捷地得到模 

型向量集合 S ，可以采用一种树形搜索方法——贝叶斯匹配 

追踪(B )。首先，假定混合参数{R) 一0，一次只将其中一 

个混合参数由0变为 1，则可以得到 N个模型向量，记为 

S“ ；由式(9)可以得到集合 S“ 中所有模型向量的v(s， )， 

然后选择其中 D个具有最大 (s，yJJ)值 的模型向量，记 为 

s0 。接下来将s0 中模型向量的一个混合参数由0变为 1， 

将得到的模型向量记为s。’，由式(9)计算 s。 中所有模型向 

量的v(s， )值，选择D个具有最大v(s， )值的模型向量， 

记为 S 。以此类推 ，直到满足停止迭代的条件，则 S ： 

S 。 

3．3 参数估计 

前面的推导是在参数 ={P ， ， )已知的情况下得到 

的。然而通常情况下参数 {P ，a2， )是未知的，必须对其 

进行估计。对参数的估计可以采用基于期望值最大化的方法 

实现。 

由式(2)可知： 

P(XL f s， )～N(0， D(s)) (10) 

式中，D(s)是由混合参数s构成的对角矩阵。由式(2)可知 

P(yJ．I S， ， )～N(0， a&D(s)c~T+ IM) ,d11) 

令 一 ，假设乱 是由 中与混合参数s非0元素相 

对应的列向量构成的矩阵，则 

P( J s， ， )～N(0， ( 观 +a／M)) (12) 

基于期望值最大化的参数估计方法可以表示为： 

(汁 )：a max∑ P(slYrJ|，0‘ )lnP(Y1．，5l ( ) (13) 
∈S。 

式中，1n P(yL，5I )=In P(y』J l S， ， )+lnP(sI )， =1一 

1。 

由式(13)可知 

Aa+n—arg max∑ P(sIY ， ‘。)lnP(s『．：【) (14) 
 ̂ 。 

由于 In P(sf )= ∑In P(s f )： ∑1n( +(1-2a)sn)， 

因此 

一  2A)5一 + ， aA
， +(1—— ——1’ ⋯  

式中，K 一 lI o。则 

“̈ 1一 1 羞P( l ， )K (16) 
同理可得： 
 ̂ 1 A 1 

” 音 最P(sf ， ’ ff Y 一 (乱 
) 吼  (17) 

“州 墨P(sI yL， )II yJJ 观+ ) 
(18) 

整个算法的主要步骤可以概括为： 

1．对原图像进行小波分解；利用尺度系数的层内相关性 

对尺度系数进行预测编码；对高频系数利用高斯随机采样矩 

阵进行随机压缩采样； 

2．利用接收到的副信息对尺度系数进行预测解码，其可 

以通过求解： n∑
．

1I REX,．( )] &t I! x ～ I}≤ 
l 

实现； 

3．利用贝叶斯理论对高频系数进行 MMSE意义下的重 

构，从而保留图像的细节信息： 

For z一2：L(L为小波分解的级数) 

a)P( I )～N(O，R( ))，溉 为小波系数，R( )为协方差 

矩阵，且由高斯混合参数 s构成的随机向量S=E,o，s ，⋯， 

w一 ] 确定；XL的近似最小均方误差估计可 以表示为 

 ̂

xL～ 垒 P(sfYL)E{墨 f yJ ，s}，s 为模型向量； 

b)模型向量S 的确定：s 是与v(s，y』 )较大值对应的模 

型向量 组成的集合，本算法是通过BMP算法求得 S ； 

c)模型参数的估计：a)和 b)的计算都是在假设参数 一 

{P ， ， )已知的情况下得到的，实际中参数预先并不知道， 

因此需要通过望值最大化的方法进行估计。 

4)利用求解得到的尺度系数和高频系数进行小波反变换 

实现图像的精确重构。 

4 仿真验证 

本节通过计算机仿真来验证本文方法的有效性。首先将 

本文方法——T B( 与现有的基于压缩感知理论以及稀疏 

表示的图像压缩方法：BP[ 、BCS、St0MP[“]、Lasso／ 相比 

较。选择具有代表性的灰度图像Lena、Babana等作为测试图 

像。首先对每幅图像进行 4层表波变换。在所对比的方法 

中，线性压缩方法就是传统的基于变换的图像压缩方法；其它 

基于压缩感知理论的方法是对整个小波变换系数进行压缩采 

样，然后进行重建的方法。本文所提出的方法在编码端采用 

两个不同的独立同分布高斯随机矩阵对尺度系数和高频系数 

分别进行压缩采样。由于尺度系数包含了图像的大部分能 

量，因此对尺度系数进行类全采样，采样比列为 0．95。由于 

高频系数的系数性，可以直接进行压缩采样，每一层系数的采 

样比列分别为0．5、0．25、0．1。所有基于压缩感知理论的方法 

所采用的压缩采样样本数相同。 

图5和图6分别为测试图像 Babana和Lena基于贝叶斯 

压缩感知和小波树结构贝叶斯压缩感知重建算法的重构结 

果。从图中可以看出，采用本文算法的重建图像的视觉质量 

明显高于基于贝叶斯方法的重建结果。这是因为本文方法在 

贝叶斯理论的基础上进一步实现了高频系数在 MMSE意义 

下的恢复，更好地保留了图像的细节信息，因此能够得到更好 

的重建质量。 

一一 一 
(a)原图像 (b)BCS，PSNR=28．4dB (c) 

图5 
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(a)碌回像 (b)BCS,PSNR=28．gdB (c)TS—BCS,PSNR=31~lB 

图6 

为 r更好地比较本文算法与其它基于压缩感知理论和系 

数表示方法的重建图像质量 ，将本文方法 与其它方法的重建 

质量进行比较，如图 7所示。在比较中采用 PSNR作为衡量 

罔像重建质量的标准。由图 7可知，在压缩 比相同的情况下， 

本文所提出的算法都能获得比其它基于系数表示的图像压缩 

方法更好的重建结果。在压缩 比较大的情况下 ，一些基于稀 

疏表，】==的方法的重建结果甚至比直接保留尺度系数的重建方 

法的质量更差，比如 STOMP、Lasso。这是因为当压缩采样 的 

样本数较少时，没有达到精确恢复小波系数所需样本数的要 

求，冈此重建结果较差。随着压缩采样样本数的提高，各种方 

法的重建质量都有明显的提高。当压缩比越低时，各种 CS 

方法的重建结果越接近。 

(a)Babana 

网7 不同的方法随降采样比例的重建误差比较 

本文所提出的方法在对尺度系数恢复的时候利用了尺度 

系数内部的村J关性。由于表波变换系数的层内以及层间关系 

与图像的分辨率和小波分解的级数有关，因此接下来验证图 

像的分辨率和小波分解的级数对 T I 重建算法的影响。 

采用的测试图像为 4096×4096和 512×512的 Lena图像，对 

两幅图像分别进行 7级和 4级小波变换。图 8所示为不同压 

缩比条件下的重建质量比较。从图中可以看出，对于 4096× 

4096的图像，7级小波变换的重建质量更高；对 于 512×512 

的图像，4级小波变换的重建质量更高。这是因为尽管多级 

小波变换能够使图像去相关，但是并不表示级数越高，去相关 

效果越好。理论上讲，如果低频段功率谱的带宽大于小波低 

通滤波器，则这一级小波变换就不需要。对于 4096×4096的 

陶像，7级小波变换能够更好地对原图像进行去相关处理；而 

对于512×512的图像，4级小波变换就已经足够，进一步增 

· 31 8 · 

加分解级数会使得 度系数的重建质量降低。 

最后将本文算法 与传统的图像压缩方法相比较，包括基 

于离散余弦变换(Dc I、)的Jpeg算法和基于小波变换的EZW 

和SPIHT算法。图9所示为相同压缩比情况下的重建图像。 

为了便于比较，采用丁一幅具有均匀场景的遥感 图像。从 陶 

中可以看出基于 I)CT的 jpeg压缩算法效果非常差，这是 因 

为DCT值分布比较均匀；基于小波变换的EZW和SPIHT算 

法均存在明显的模糊区域；基于本文算法的重建图像质量明 

显优于其它算法，保留了图像的细节信息。 

曼z8 

l 

0 0J ∞  n3 0．4 n5 

Pl 

(a)ibpp 

0 nl 帕  阳 0．4 05 

PI R 

(b)0．5bpp 

图8 小波分解级数和图像分辨率对TS-BCS重建质量的影响 

(d) w lbpp (c)spiht lbpp (d)TS．BCS 

图9 不同图像压缩方法的比较 

结束语 本文结合压缩感知理论和贝叶斯理论提出了一 

种基于小波变换的图像压缩方法。这种方法利用 r小波变换 

尺度系数的层内相关性，对尺度系数和高频系数采用不同的 

恢复算法 在分析尺度系数层内相关性的基利1上提出r一种 

基于预测的系数恢复算法。对于高频系数，利用其稀疏特性， 

对不同层的小波系数按照不同的压缩比例进行采样，然后对 

每一层系数进行基于贝叶斯理论的重建。这种恢复方法能够 

得到一组具有较高概率的模型，从而实现系数在 MMSE意义 

下的重建。仿真表明，本文算法能够很好地恢复图像；在压缩 

比相同的情况下，恢复质量优于其它基于稀疏表示的压缩方 

法和传统压缩方法。 
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