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摘　要　在实际网络系统中,广泛存在外部的干扰、参数波动等不确定现象,会导致系统无法实现同步,甚至会破坏系统的稳定

性.因此研究不确定复杂动态网络的同步问题具有重要的意义.针对一类非线性不确定复杂动态网络,文中研究其在采样控

制和输入饱和的条件下实现同步的问题.首先,建立非线性不确定复杂动态网络模型,其次通过引入一个领导者,设计了包含

输入饱和的采样控制协议.然后构造合适的时间依赖 Lyapunov函数,通过运用稳定性理论、积分不等式方法和线性矩阵不等

式方法,证明了非线性不确定复杂动态网络在一定条件下可以实现同步,即每个跟随者最终都能追踪到领导者,并给出了实现

同步的充分判据.最后,通过数值仿真验证了所得理论结果的正确性和有效性.
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Abstract　Inactualnetworksystems,therearewidespreadexternalinterferenceandparametermutationsandotheruncertain

phenomena,whichwillcausethesystemtofailtoachievesynchronization,andevendestroythestabilityofthesystem．ThereＧ
fore,itisimportanttostudyuncertaincomplexnetworks．Thispaperdiscussesthesynchronizationproblemofnonlinearuncertain
complexdynamicalnetworkswithsampledＧdataandinputsaturation．Firstly,weestablishanonlinearanduncertaincomplexnetＧ
workmodel．Secondly,aleaderisintroducedtodesignasampledＧdatacontrolprotocolwithinputsaturation．Byconstructingan
appropriatetimeＧdependentLyapunovfunctionalandapplyingthestabilitytheory,integralinequalitymethodandthelinearmatrix
inequalitymethod,itisprovedthatthenonlinearuncertaincomplexdynamicalnetworkscanachievesynchronizationundercertain
conditions,thatiseveryfollowercantracktheleader,andthesufficientcriteriaforachievingsynchronizationofnonlinearuncerＧ
taincomplexnetworksisderived．Finally,simulationexamplesareprovidedtoverifytheeffectivenessandvalidityofthetheoretiＧ
calresults．
Keywords　Uncertaincomplexnetworks,SampledＧdatacontrol,Inputsaturation,Lyapunovfunction,Synchronization
　

１　引言

小世界模型[１]提出后,复杂网络由于其应用广泛而成为

当今的研究热点,如交通网络、电力网络、通信网络等都可以

用复杂网络模型来表示.网络同步是复杂网络动力学的典型

特征.在研究复杂网络同步问题过程中,由于网络的复杂性,

仅依赖网络自身的耦合实现同步是很困难的,因此为了实现

同步提出了多种控制方法,如脉冲控制[２]、牵制控制[３]、采样

控制[４]等.采样控制由于其精确性、减少信号传输、降低通信

成本等特点被广泛应用于实际系统中.

在控制系统中,经常会遇到输入饱和现象,它可能会导致

系统不稳定以及性能下降.因此,具有输入饱和的控制系统

受到了广泛关注.文献[５]研究了异质复杂网络在具有输入

饱和的采样控制下实现拟同步的问题.文献[６]研究了具有

量化和执行器饱和的采样控制系统的控制优化问题.文献

[７]研究了具有输入饱和及时滞的线性系统的全局稳定性

问题.

在实际网络系统中,由于难以准确把握控制对象的特性,

系统的内部参数可能随时会随着环境和外界条件的变化而变

化,是无法进行预测的.而这些外部干扰、参数波动等不确定

现象,可能会导致网络无法实现同步,甚至会破坏网络的稳定

性.因此,研究不确定复杂网络具有重要意义.文献[８]研究

了含时变时滞的不确定TＧS模糊系统在记忆采样控制下实现

同步的问题.基于自适应脉冲控制协议,文献[９]研究了一类

具有不确定性和外部扰动的复杂网络的同步问题.文献[１０]

研究了分数阶不确定时滞复杂网络的同步问题,分别给出了

系统在自适应控制下局部渐近同步和在自适应牵制控制下全

局渐近同步的充分条件.



受到以上文献的启发,本文考虑不确定复杂动态网络在

具有输入饱和的采样控制协议下实现同步的问题.通过建立

含不确定因素的非线性复杂网络模型,引入一个领导者,设计

了含输入饱和的采样控制协议,利用 Lyapunov稳定性理论

及线性矩阵不等式方法给出系统实现同步的充分条件,并通

过数值仿真验证了理论结果的有效性.

２　预备知识和模型描述

２．１　模型描述

本文研究由 N 个跟随者和１个领导者构成的不确定复

杂动态网络,N 个跟随者的动力学模型如下:

x􀅰i(t)＝(A＋ΔA(t))xi(t)＋(B＋ΔB(t))f(xi(t))＋

ui(t),i＝１,２,􀆺,N (１)

其中,xi(t)∈ℝn 是第i个节点的状态变量;f(xi(t))∈ℝn

为描述节点动力学特征的非线性向量函数;A 和B 是常数矩

阵;ΔA(t)和ΔB(t)为系统的范数有界不确定性矩阵,满足

[ΔA(t)ΔB(t)]＝GF(t)[E１ E２],其中G,E１,E２ 分别为已知

的具有适当维数的常量矩阵,F(t)为未知的包含不确定性的

时变矩阵且满足F(t)TF(t)≤I,I为具有合适维数的单位矩

阵;ui(t)∈ℝn 是待设计的控制协议,假设每个节点的输入受

限制如下:

|ui
(p)|≤u－i(p),u－i(p)＞０,p＝１,２,􀆺,n (２)

领导者的动力学模型如下:

x􀅰０(t)＝(A＋ΔA(t))x０(t)＋(B＋ΔB(t))f(x０(t)) (３)

其中,x０(０)∈ℝn 是领导者的状态初值.

２．２　定义与假设

假设１　每个跟随者与领导者之间至少存在一条有向路

径.

定义１[５]　非线性函数f(􀅰):ℝn→ℝn 满足利普希茨

条件:如果存在αij ≥０(i,j＝１,２,􀆺,n),∀y,z∈ℝn 使得

|fi(y,t)－fi(z,t)|≤∑
n

j＝１
αij|yj－zj|成立.

注:假设１是网络系统实现领导者Ｇ跟随者同步的必要条

件,假设１表明领导者可以通过有向路径把信息传递给每一

个跟随者.定义１是常用的利普希茨条件,适用于许多非线

性系统.

本文设计含输入饱和(２)的采样控制协议为:

ui(t)＝satu－i
(Kiξi(tk)),i＝１,２,􀆺,N

ξi(tk)＝－∑
N

j＝１
aij[xi(tk)－xj(tk)]－di[xi(tk)－x０(tk)]

(４)

根据图理论知识可知,式中 A
－
＝[aij]∈ℝN×N 指的是加

权邻接矩阵,如果节点i可以收到节点j的信息,那么aij＞０
否则aij＝０.拉普拉斯矩阵L＝lij∈ℝn×n定义为:当i≠j时,

lij＝－aij≤０,lii＝ ∑
N

j＝１,j≠i
aij≥０.领导者的判断矩阵为:D＝

diag{d１,d２,􀆺,dN}∈ℝN×N ,当且仅当第i个节点与领导者

相连时di＞０,否则di＝０.令 H＝L＋D,式中采样时刻tk 满

足０＝t０＜t１＜􀆺＜tk＜􀆺,Ki 是控制反馈增益矩阵,设tk＋１－

tk＝h,且h＞０是采样间隔.给定一个向量s－＝[s－１,􀆺,s－k]T,

其中s－i＞０,i＝１,􀆺,k.对 于 任 意 的z＝ [z１,􀆺,zk]T,用

sat(z,s－)来表示坐标向量sign(zi)min(|zi|,s－i).

２．３　误差系统

定义:

η(Kiξi(tk))＝
△Kiξi(tk)－satu－i

(Kiξi(tk)) (５)
误差向量:

x~i(t)＝xi(t)－x０(t)

f
~
i(x~i(t))＝f(xi(t))－f(x０(t))

x~(t)＝[x~T
１(t),x~T

２(t),􀆺,x~T
N(t)]T

f
~(x~(t))＝[f

~T
１(x~１(t)),f

~T
２(x~２(t)),􀆺,f

~T
N(x~N(t))]T

ξ(tk)＝[ξT
１(tk),ξT

２(tk),􀆺,ξT
N(tk)]T

η(K
－
ξ(tk))＝[ηT(K１ξ１(tk)),􀆺,ηT(KNξN(tk))]T

K
－
＝diag{Ki}N ,H

－
＝H􀱋In

因此误差系统为:

x~
􀅰
(t)＝Ax~(t)＋Bf

~(x~(t))－K
－
H
－
x~(tk)－η(K

－
ξ(tk))＋

Gp(t)

p(t)＝F(t)q(t)

q(t)＝E１x~(t)＋E２f
~(x~(t)) (６)

为了处理函数η(K
－
ξ(tk))的非线性特性,引入引理１.

引理１[１２]　对任意的正定分块对角矩阵U
－
＝diag{Ui}N

和Z
－
＝diag{Zi}N 其中Ui∈ℝn×n,Zi∈ℝn×n,u－i∈Rn,定义

u－＝{u－T
１ ,u－T

２ ,􀆺,u－T
N}T 和集合ϖ＝{ξ∈ℝNn|(K

－
(p)－Z

－(p))ξ|≤

|u－(p)|,p＝１,􀆺,Nn},如果ξ∈ϖ,那么下式成立:

ηT(K
－
ξ(tk))U

－[η(K
－
ξ(tk))－Z

－
ξ(tk)]≤０

３　主要结果

在这一部分将给出跟随者网络(１)与领导者网络(３)在采

样控制(４)下实现同步的充分条件.为了简化矩阵和向量的

表示,将ei∈ℝ６n×n(i＝１,２,􀆺,６)定义为块输入矩阵(如:

e５＝[００００I０]T),其他符号定义为:

Ω(t)＝[x~
􀅰

(t),x~T(t),x~T(tk),ηT(K
－
ξ(tk)),f

~T(x~(t)),

pT(t)]T

Ξ１＝e２PeT
１＋e１PeT

２＋２αe２PeT
２ －２α[e２－e３]×W[e２－e３]T＋

e２(IN 􀱋ΓΘΓ)eT
２ －e５ (IN 􀱋Θ)eT

５ －NΠT －ΠN ＋

[e２Y＋σe１Y]Φ ＋ΦT [e２Y ＋σe１Y]T －２e４U
－
eT

４ －

e４(U
－
Z
－
H
－ )eT

３ －e３(U
－
Z
－
H
－ )TeT

４ ＋Ψ
Ξ２＝e１WeT

１

Ξ３＝e３M１１eT
３ ＋e４MT

１２eT
３ ＋e３M１２eT

４ ＋e４M２２eT
４

Ξ３＝－Ξ３＋N [１－２αh]－１W －１NT

Φ＝[－IA －K
－
H －IB G]

N＝[０ NT
１ NT

２ NT
３ ０ ０]T

Π＝[０ I －I ０ ０ ０]T

Ψ＝β(e２ET
１E１eT

２ ＋e２ET
１E２eT

５ ＋e５ET
２E１eT

２ ＋e５ET
２E２eT

５ －
e６eT

６)
定理１　在假设１成立的条件下,对于给定的正常数h,

α,β,σ,如果存在矩阵P＞０,W＞０,M＝
M１１ M１２

MT
１２ M２２

[ ] ＞０,Θ＞

０,U
－
＞０,矩阵 N、一个实矩阵Z

－
和Y＝diag{Y１,Y２,􀆺,YN }

满足条件式(７)－式(９),则误差系统(６)的任意从集合出发

的解:
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ε０＝ x~(t０)∈ℝNn|x~T(t０)Px~(t０)≤ １
２λmax(HTH){ }

最终都会指数收敛到零.

２αh２Ξ３＋Ξ１＋h(Ξ２＋Ξ３)＜０ (７)

Ξ１－hΞ３ hN
∗ －h(１－２αh)W[ ] ＜０ (８)

|u－(p)|２ K
－ (p)－Z

－(p)

∗ P

é

ë
êê

ù

û
úú≥０ (９)

证明:构造下面的李雅普诺夫函数:

V(t)＝∑
３

i＝１
Vi(t),t∈[tk,tk＋１) (１０)

其中:

V１(t)＝x~T(t)Px~(t),

V２(t)＝(tk＋１－t)∫
t

tk
x~
􀅰
T(s)Wx~

􀅰
(s)ds

V３(t)＝(tk＋１－t)(t－tk)
x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú

T M１１ M１２

MT
１２ M２２

[ ] ×

x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú

对V(t)沿误差式(６)对李雅普诺夫函数关于t求导,因此

有:

ω(t)＝△V
􀅰
(t)＋２αV(t)

＝２x~T(t)Px~
􀅰

(t)＋(tk＋１－t)x~
􀅰

T(t)Wx~
􀅰
(t)－∫

t

tk
x~
􀅰
T(s)

Wx~
􀅰
(s)ds＋２αx~ T(t)Px~(t)－(t－tk)

x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú

T

M１１ M１２

MT
１２ M２２

[ ]
x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú＋(tk＋１－t)

x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú

T M１１ M１２

MT
１２ M２２

[ ]
x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú＋

２α(tk＋１ －t)(t－tk)
x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú

T M１１ M１２

MT
１２ M２２

[ ] ×

x~(tk)

η(K
－
ξ(tk))

é

ë
êê

ù

û
úú＋２α(tk＋１－t)∫

t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds (１１)

引入下面的不等式来处理式(１１)中的积分项:

２ΩT(t)N∫
t

tk
x~
􀅰
(s)ds≤(t－tk)ΩT(t)NW－１NTΩ(t)＋

∫
t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds

应用上式及詹森不等式有下面式子成立:

－∫
t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds＋２α(tk＋１－t)∫

t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds

　＝－[１－２α(tk＋１－tk)]∫
t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds－２α(t－tk)

∫
t

tk
x~
􀅰

T(s)Wx~
􀅰
(s)ds

　≤(t－tk)ΩT(t)N[１－２α(tk＋１－tk)]－１×W－１NTΩ(t)－

２ΩT(t)N∫
t

tk
x~
􀅰
(s)ds－２α(x~(t)－x~(tk))TW(x~(t)－

x~(tk)) (１２)
由定义可得,f(xi(t))满足利普希茨条件:

‖f
~
i(x~i(t))‖≤‖Γx~i(t)‖,i＝１,􀆺,N,Γ＝[αij]n×n

(１３)

给定一个对角正定矩阵Θ有下式成立:

x~ (t)T(IN 􀱋ΓTΘΓ)x~(t)－f
~T(x~(t))(IN 􀱋Θ)f

~(x~(t))≥０
(１４)

给定矩阵Y 和标量σ可得:

２[x~T(t)Y＋σx~
􀅰

T(t)Y][－x~
􀅰

(t)＋Ax~(t)＋Bf
~(x~(t))－

K
－
H
－
x~(tk)－η(K

－
ξ(tk))＋Gp(t)]＝０ (１５)

下面我们分两步来证明,首先证明对于任意的t∈[t０,

∞),如果x~(t０)∈ε０,那么x~(t)∈ε０,并且ξ(t)∈ϖ成立.如果

x~(t０)∈ε０,那么有:

ξT(t０)Pξ(t０)＝ξT(t０)(IN 􀱋P
－)ξ(t０)

＝x~T(t０)(HTH􀱋P
－)x~(t０)

≤２λmax(HTH)[x~T(t０)(IN 􀱋P
－
)x~(t０)]

≤２λmax(HTH) １
２λmax(HTH)

≤１
条件式(９)等价于对p＝１,２,􀆺,Nn有:

１≥ξT(t０)Pξ(t０)≥|u－(p)|－２ξT(t０)(K
－ (P)－Z

－(P))T×

(K
－ (P)－Z

－(P))ξ(t０)

＝|u－(p)|－２|(K
－ (P)－Z

－(P))ξ(t０)２|
也就是说,由ξT(t０)Pξ(t０)≤１可推出ξ(t０)∈ϖ,结合引

理可得:

－２[ηT(K
－
ξ(t０))]U

－[η(K
－
ξ(t０))＋(Z

－
H
－ )x~(t０)]≥０ (１６)

把式(１２)、式(１４)－式(１６)代入式(１１)中可得:

ω(t)＝△V
􀅰
(t)＋２αV(t)≤ΩT(t)Ξ(t－t０)Ω(t)

其中:

Ξ(t－t０)＝－２α(t－t０)２Ξ３＋Ξ１＋h(Ξ２＋Ξ３)＋(t－t０)

[２(αh－１)Ξ３－Ξ２＋N(１－２αh)－１W －１NT]

根据文献[１１],对于t∈[t０,t１),Ξ(t－t０)≤０的条件是

２αh２Ξ３＋Ξ(０)＜０,Ξ(h)＜０成立,即下面两个式子成立.

２αh２Ξ３＋Ξ１＋h(Ξ２＋Ξ３)＜０ (１７)

Ξ１－hΞ３＋h[N (１－２αh)－１W －１NT]＜０ (１８)

根据Schur引理可知定理中的式(８)等价于式(１８).因

此,当t∈[t０,t１)时,有:

ω(t)＝V
􀅰
(t)＋２αV(t)≤０ (１９)

在式(１９)两边同乘e２α(t－t０)然后对其从t０ 到t积分可得:

V(t)≤e－２α(t－t０)V(t０)

从V(t)的定义可知x~T(t)Px~(t)≤V(t),此外,由李雅普诺夫

函数可知V(t０)＝x~T(t０)Px~(t０),因此可得:

x~T(t)Px~(t)≤e－２α(t－t０)x~T(t０)Px~(t０)

≤ １
２λmax(HTH)

因此,对于t∈[t０,t１),有x~(t)∈ε０ 且ξ(t)∈ϖ.同理可

证对于任意的t∈[tk,tk＋１),都有x~(t)∈ε０ 且ξ(t)∈ϖ.

因此,对于任意时刻tk 都有下式成立:

－２[ηT(K
－
ξ(tk))]U

－
η(K

－
ξ(tk))＋(Z

－
H
－ )x~(tk)[ ] ≥０ (２０)

当t∈[tk,tk＋１),结合式(１２)、式(１５)和式(２０)有:

ω(t)＝△V
􀅰
(t)＋２αV(t)≤ΩT(t)Ξ(t－tk)Ω(t)

其中:
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Ξ(t－tk)＝－２α(t－tk)２Ξ３＋Ξ１＋h(Ξ２＋Ξ３)＋(t－tk)[２(αh－

１)Ξ３－Ξ２＋N(１－２αh)－１W －１NT]

同上,根据文献[１１]和 Schur引理可知,对于t∈[tk,

tk＋１),由式(７)和式(８)可得出Ξ(t－tk)≤０.

因此:

lim
t→¥
　x~T(t)Px~(t)＝０ (２１)

证明结束.

４　数值仿真

考虑网络包含１个领导者和３个跟随者,领导者为根节

点,节点间的信息交流如图１所示.

图１　网络拓扑结构图

Fig．１　Topologyofthenetwork

取f(xi(t))＝sin(xi),F(t)＝cos(t),α＝１５,u－i＝１,Γ＝

１,β＝２,h＝０．０１,A＝diag{－３}３,B＝diag{－０．０６}３,G＝

diag{１}３,E１ ＝diag {０．２}３,E２ ＝diag {０．５}３,H＝０．２×

１ －１ ０

０ １ ０

０ －１ １

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
.基于定理１解得:K＝diag {７．８８７１}３,P＝

diag{８．２０２４}３,选择领导者的初值x０(０)＝－０．２,３个跟随

者的初值随机选择.从图２和图３可以看出不确定跟随者网

络(１)和领导者网络(３)在含输入饱和的采样控制(４)下实现

了同步.

图２　x０(t)和x１(t),x２(t),x３(t)的轨迹图

Fig．２　Trajectoriesofx０(t)andx１(t),x２(t),x３(t)

图３　系统的误差轨迹图

Fig．３　Errortrajectoryofsystems

结束语　本文研究了不确定复杂网络在含输入饱和的采

样控制协议下实现同步的问题.利用 Lyapunov稳定性理论

和线性矩阵不等式方法得出了保证不确定复杂网络实现同步

的充分条件.最后,通过一个数值仿真例子验证了理论结果

的正确性.
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