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基于小波变换的多方向小波变换 

徐华楠 彭国华 刘 哲 

(西北工业大学理学院 西安 710072) 

摘 要 方向小波变换(SAWT)是小波变换(wT)的多方向扩展，它的基是各向异性的，具有多尺度、多方向的图像表 

示特性。SAWT不能恒保持多分辨率尺度关系，不能较好地表示图像中的平滑区域，因此利用 WT和 SAWT构造 了 

一 种新的多尺度、多方向且能保持多分辨率尺度关系的小波方向波变换。为了验证该变换的有效性，利用其进行了图 

像去噪实验。实验结果表明，所提方法能够很好地表示图像中的平滑区域和细节信息，并且能获得更高的峰值信噪比 

和结构相似性。 
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New W avelet Based Directional Transform 
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Abstract The directionlet transfotin is a multidirectional and anisotropic transform for image processing which expands 

the direction of the wavelet transfo眦 However，not as the wavelet transform ，the directionlet don’t retain the resolu- 

tion-scalability，which leads to weak expressions on the smooth regions in images．To overcome the drawback，wavelet 

and directionet transform were combined to construct a multiscale and muhidirectional transform called wavelet based 

directionet transforlTh Numerical experiments were perform ed to assess the applicability of the proposed method．The 

obtained results show that the proposed method can well express both smooth regions and details in images，and obtain 

higher PSNR and SSIM than the compared methods． 
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1 引言 

图像是一种常用的信息载体，图像中的大量信息往往存 

在于边缘和纹理等高维几何特征中，边缘及其方向信息是对 

图像进行分析处理时的关键特征。图像信息的有效表示是许 

多图像处理课题(去噪、压缩、特征提取等)的关键问题。常用 

的二维小波变换(2【)_wT)只有水平、垂直和对角线等 3个方 

向，方向表达能力有限，使得 wT无法为图像提供最优的稀 

疏表示[1]。为了弥补 WT的缺陷，寻求高效的图像表示法， 

众多学者提出了一些具有更好的方向性和各向异性的图像多 

尺度几何分析方法[2 。与wT相比，多尺度几何分析方法 

能够将图像的方向性信息捕捉到具有不同尺度和频率特征的 

子带中，从而提供图像的稀疏表示。 

目前提出来的多尺度几何分析方法虽然弥补了WT应 

用于图像处理时的不足，却是以高计算复杂度为代价的，而且 

在一些方法中(如 Curvelet[。])，相关的滤波器是在连续域中 

设计的，对数字图像来说实现起来较困难；有的方法所用到的 

二维滤波器组的设计非常困难(如ContourletE ]、CT)。为了 

保持wT复杂度低和设计简单的优良特性，并使其具有多方 

向性，Vladan Velisavlijevie等l_7]提出了一种基于整数格的完 

全重构和临界采样的多方向各向异性变换——方向小波(Di— 

rectionlets，SAwT)。鉴于SAwT的诸多优点，其 目前已经 

被应用于图像融合 “]、超分辨重构_12]、SAR图像去噪[13-15 等 

领域，并显示了优势和发展潜力。 

然而SAWT不能像、 T那样恒保持分辨率尺度关系：当 

整数格的生成矩阵的行列式的绝对值不等于 1时，SAwT的 

低频子带就不能看作原始图像的低分辨率图像，导致其不能 

较好地对图像中的平滑区域进行表示。本文借鉴前人的方 

法[1,16,17]，尝试在 WT之后再级联 sAWT，提出了小波方向波 

变换(wavdet based directioNets transform ，WT-SAWT)。该 

变换综合了wT和SAWT对图像的多分辨率、多方向表达能 

力，同时保持了 WT的多分辨尺度关系。为了验证该变换的 

有效性，我们进行了图像去噪实验。结果表明，所提出的方法 

能够获得比WT、sAⅥ 等方法更好的去噪效果。 

2 方向小波变换 

wT以其优良的时频特性被广泛应用于信号、图像等信 
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息处理领域。根据多尺度分析理论，一幅图像 _厂经wT后可 

写为如下形式： 

厂一口+∑叫 ∈Z (1) 

式中， 为，的逼近部分，也可看作 ，的低分辨率图像， 为 

尺度下的细节部分。wT通常是沿图像的水平和垂直两个 

方向分别独立地应用 1D-WT来实现的，导致了在J尺度下， 

只有水平、垂直和对角线 3个方向的细节信息，并且基是 

各向同性的，因此不能最优地对图像进行稀疏表示。 

SAwT以ID-WT理论为基础，保持了wT复杂度低和 

设计简单的优良特性，弥补了WT方向性缺失和基的各向同 

性的缺点。它采用基于整数格的多方向各向异性基函数，滤 

波器设计源于2D-WT，具有可分离滤波和临界采样结构。它 

的非线性逼近能力可达 0(N - )_7]，是有效的图像处理工 

具。 

下面介绍 SAwT的实现过程，讨论其如何对WT进行多 

方向扩展，并弥补基的各向同性的缺陷。 

2．1 多方向扩展 

若图像中一组像素点A(x， )ER 的行和列的坐标满足 

式(2)，那么这组像素点就属于一条斜率为 r、截距为 d的直 

线。 

：rx+d (2) 

这组像素点可以组成一条数字化线段L(r， )。对于给 

定的斜率r，每一个像素点只属于一条数字化线段。当指定 

斜率r时，一簇数字化线段{L(r， )，dER}就可以分割整个 

图像平面。利用数字化方向能够很好地抓住图像的方向特 

性。 

然而沿着数字化方向对图像进行采样时，会出现方向交 

叉的现象。基于整数格的变换可以避免这一问题。任意给定 

的整数格 A都是整数 z2平面中的一个子集，即AC 。一 

个整数格可由一个不唯一的生成矩阵 A 来表示，即： 

一 [ [ ]’口l， z (3) 
式中， 为变换方向，ci 为队列方向。整数平面z2可由格 A 

分成fdet(MA)1个陪集。 

当沿着生成矩阵MA确定的变换方向d 对图像进行113- 

WT(包括滤波和采样操作)时，采样后的图像中原来沿队列 

方向 的像素点还保持它们的方向不变，并且此时所有的像 

素点都属于格 A的子格 A ，其生成矩阵为： 

厂2 ] 

M̂ ，一 ·M̂ 一l I (4) L 
2 J 

广9 n1 

式中，D 一I二：I为水平采样算子。由格A划分的陪集是 LU lJ 

相互独立的，在每个陪集上沿一个方向采样后，图像中的像素 

点还能保持它们的另外一个方向不变，从而避免了方向交叉， 

迭代过程就可以有效地进行下去。 

2．2 各向异性小波变换 

WT的基的各向同性源于结构上的各向同性，即在每一 

尺度上，滤波和采样操作在水平和垂直方向上的次数是一样 

的。正是基于这些分析，Vladan Velisavlijevic等人提出了用 

一 维滤波器和采样来构造具有各向异性的小波变换方法。 

首先，Vladan VelisavliJevic等人定义了一个完全可分离 

小 波 变 换 (Fully Separable Wave1et Transform，FSWT)， 

FSWT也被称为张量小波。FSWT提供各向异性基函数，这 

些基函数可以很好地适应各向异性的对象。然而，若图像包 

含一条曲线(或者非直线的不连续点)，那么随着变换尺度的 

增加，非零系数的数目将会呈指数增长，这个时候 FSWT就 

会失效[7 。这是因为，与图像中的各向异性对象相比， 

FSWT的基函数拉伸度过大，导致其不能提供一个紧凑的图 

像表示。为此，Vladan Velisavlijevic等人提 出了一种各向异 

性小波变换(Anisotropic Wavelet Transform，AWT)，它应用 

于更广泛的图像类型时性能更好。 

在AWT中，沿着水平和垂直方向上应用1D-WT的数目 

是不一定相同的，即在同一尺度上，设水平方向的变换数为 

，垂直方向的为n2，则n 并不一定要和r／z相等。迭代过程 

与wT一样，在低频部分重复进行。这样的一个变换可记为 

AW 1，n2)。wT和 FSWT都可以用AwT(nl，n2)来表 

示，wT可用AwT(1，1)来表示，FSWT则要复杂些[7]。 

在整数格上应用 A’ (m， 2)，即对给定的整数格，利用 

其生成矩阵  ̂ 将图像分成若干陪集，然后在这些陪集上沿 

变换方向和队列方向进行 AWT，即为斜小波变换 (Skewed 

Anisotropic Wavelet Transfotin，SAWT)，它的基称为方向小 

波。当Idet(MA)I一1时，SAWT保持了分辨率尺度关系，即 

SAWT的低频子带可以看作原始图像的低分辨率图像l_1 ；但 

是当n 、r／z不相等时，低频子带的长宽比和原始图像的长宽 

比是不一致的(见图 1(c))。 

3 基于小波变换的多方向小波变换 

sAWT通过整数格对图像进行陪集划分，达到了对 wT 

进行多方向扩展的目的；沿变换方向和队列方向进行不同次 

数的 ID-WT，使得 T的基具有各向异性，从而弥补了 

WT方向性缺失、基是各向同性的缺陷。同时，由于 SAWT 

是由1D-WT构建的，保持了WT复杂度低和设计简单的优 

良特性。图像经SAWT后，类似于式(1)可写为： 
^  ^  

，一 +∑ ，jEZ 
J 

(5) 

但是SAwT破坏了WT的分辨率尺度关系，只有在Idet 
^  

(M )̂l=1且 、 相等时， 才可看作原始图像的低分辨率 
^  

图像， 的长宽比与原始图像的长宽比保持一致。当I det 

(MA)I≠1时，SAWT对平滑区域的表示能力尚不及 WT。 
^  

然而当在不同的尺度选择不同的生成矩阵时，W，比式(1)中 

的训 有更多的方向细节。类比式(1)和式(5)，综合上面的分 

析，借鉴前人的方法，考虑在wT之后级联SAWT，即在每个 

尺度，先对图像进行 wT，然后对得到的每个高频子带进行 

SAWT，如此在低频子带迭代进行，即为wT_ T。WT_ 

SAWT不仅能保持wT的分辨率尺度关系，而且还具有灵活 

多变的方向，基也是各向异性的。而且由于 WT-SAWT是用 

1I)_wT构造的，避免了文献[16]小波轮廓波中方向滤波器设 

计困难的问题。值得注意的是，wT_SAWT、SAWT与 wT 

的计算复杂度是同阶的。图 1给出了对 Lena图像分别进行 

WT、SAwT和wT-SAWT后的子带系数图像。3种变换中 

所使用的滤波器均为“9／7”滤波器，分解层数均为 2层。 

sAwT和wT_SAWT中的sAWT所采用的整数格生成矩阵 

为[1，1；O，1]，沿水平和垂直方向进行 1D-WT分解的次数分 

别为 2和 1。从图中可看出，大小为 512×512的图像经 
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SAW2、以上述参数分解后，得到的低频子带的大小只有 128 

×39，并且经过r 2次剪切变换(此时生成矩阵的行列式的值 

为 l，村1 于 切变换)；而 wT和 wT_SAWT得到的低频子 

带可看作原始图像的低分辨率图像，保持 r多分辨率尺度关 

系。 

(a)原始图像 (h)Wl 分解曲结果 (c)SAWT (d)WT SAWT 

分解的结果 分解的结果 

图 1 对 I．ena图像进行 3种变换得到的系数子带图像 

对大小都为 512×512的 Barbara图像和 Fruck图像进 

行非线性逼近，以观察 WT-SAWT 对图像的表示能力，并与 

Ⅵ厂r和SAWI、比较。这 3种变换中所使用的滤波器均为“9／7” 

滤波器，wT分解的层数为 4，SAwT 分解层 数为 3，W 

SAwrr Lf_1 w_r分解的层数为 4；SAW F和 w SAwrr中的 

SAW2、所采用的整数格生成矩阵为[1，1；0，1]，沿水平和垂 

直方向进行 】D-WT分解的次数分别为 2和 3。图 2和图 3 

分别为对 Ikarbara和 Truck图像使用 4096个绝对值最大的 

系数进行非线性逼近的结果。表 1列出_r 3种变换方法非线 

性逼近的峰值信噪比(PSNR)。 

“)琢始捌像 (b)wT逼近的结果 (c)SAWT (d)wT SAW 1、 

逼近的结果 逼近的结果 

图 2对 Barbara图像进行非线性逼近的结果 

／t)辣始围像 (b)wT逼近的结果 (c)SAWT (d)WT—SAWT 

逼近曲乌}果 逼近的结果 

图 3 对 Truck图像进行非线性逼近的结果 

表 1 用 3种变换方法进行菲线性逼近的峰值信噪比 

№  s 

WT 23．94 26．71 

SAW T 24．33 25．68 

WT—SAW T 24．84 27．6O 

rfI表 1及图中的细节可以看 出，WT可以很好地表示图 

像中的平滑Ⅸ域，但是对细节信息的保持不是很好；SAWT 

可以很好地表示图像中的细节信息，但足对平滑区域的处理 

效果不足很好；而wrr_sAwT对平滑区域和细节信息都能进 

行很好的表示。 

4 仿真实验及结果分析 

基于变换域的图像去噪利用噪声和图像信息在变换域的 

能量存在差异这一特点，通过设定适当的阈值，达到信噪分离 

的曰的，从而提高图像的质量。对于wT，常用的硬阈值算法 

可以表示为： 
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A

一 』C’  ̂ (6) 。 1
0， ％ th 

式中，。表示对图像进行 WT分解后的子带系数， 为所选定 

的阈值，C为去噪后的系数。对c’进行小波逆变换即可得到去 

噪图像。经典的阈值选取为 th一3a，其中 为噪声的方差。 

为了比较 wT—SAwT在图像去噪巾的应用效果 ，我们对 

两幅大小为 512×512的图像分别加入不同噪声水平的高斯 

白噪声，依次使用 w，r、SAW'I、、CT和 w r—SAwT对含噪图 

像进行去噪实验。变换 中所使用的小波滤波器均为“9／7”滤 

波器，小波分解的层数为 4，SAwT分解层数为 3，w1 SAWT 

中wT分解 的层数为 4；SAW I、和 wT—SAW2、III的 SAwT 

所采用的整数格生成矩阵为[1，2；一1，1]，沿水平和垂直方向 

进行一维小波分解的次数分别为 2和 3；C'I’也进行 4层分 

解，各层方向数分别为4、8、8、16。之所以sAw，r分解的层数 

选择为 3，是因为一幅大小为 512×512的图像采用上述参数 

变换后的低频部分的大小仅为 8×1，小能再进行变换。阈值 

均取th一3a。以PSNR值和结构栩似性(~SIM) 19,20作为去 

噪结果的客观评价标准。表 2、表 3分别给出 r含噪图像及 

采用 4种变换进行硬阈值去噪后图像的 PSNR值和 NSIM结 

果，可以看出，本文所提出的 WT SAWq、方法得到的 PSNR 

值和 SSIM 结果要优于其他 3种方法。对于 Barbara图像， 

SAWT方法得到的 PSNR值比 wT的高，比 CT的低。对于 

Truck图像，SAwT方法得到的 PSNR值没有 wT方法高的 

原因是由于选取的变换方向和队列方向与Truck图像中边缘 

的方向不匹配。而对于 SSIM，SAWT方法得到的均低于wT 

和 CT。本文提出的方法能在 SAWT表现不好的时候仍旧得 

到较好的结果 ，也从侧【fIf验证 r所提出方法的有效性。图 4、 

图 5给出 r两幅图像加入噪声方差为 30时的局部含噪图像 

以及使用 4种方法去噪后的局部图像。从图中可以看出，对 

图像中的平滑区域 wT方法去噪的效果比较好，但是 WT方 

法对图像中的纹理、边缘等细节的保持不好，并且在这些Ⅸ域 

会产生视觉误差。SAWT方法能很好地保留图像细节，但是 

对平滑区域的处理效果 足很理想，出现 r干扰纹。而 wT| 

SAW'／、方法不仅能够很好地保留图像中的纹理、边缘等细节 

信息，并且对平滑区域的处理效果也比较好。 

表 2 对 2幅图像去噪的 PSNR结果 

表 3 对图像去噪的 SSIM结果 

7  8  1  
8  6  7  

O 0  0 

5  4  0  
8  7  6  

0 O  O 

9 】 8  
7  6  4  

O O  O 

1  8  5  
8  7  6  

0  0  0  

9  2  O  
5  3  2  

0  O  O  

O O  O 

1  2  3  

k  

C m 
T 



(a)局部含噪 (b)wT去噪曲 (c)sAwT去囔 (d)CT去噪的 (￡)wT-SAwT 

网德 局部结果 曲局部结果 局部结果 去噪的局部 
结果 

图t1 对 Barbara图像去噪的局部结果 

Ca)局部含噪 (b)wT去噪的 (c)SAWT去嚎 (d)CT去噪的 (e)wT SAWT 

圈像 局部结果 的局部结果 局部结果 去噪的局部 

结果 

图5 对 Truck图像去噪的局部结果 

结束语 wT足沿图像的水平和垂直两个方向分别独立 

地进行数口村I等的 1D-WT，导致 wT的方向性不足，基是各 

I，uJ同性的。SAW'I、足建立在整数格上的各向异性小波变换， 

足wrr的多方向扩展，它的基足各向异性的，保持了wT复 

杂度低和设计简单的优点。但是 SAWT破坏了 wT的分辨 

，卒 度火系。从实验中也可看到 SAWT对图像中的平滑区 

域的表示能力尚 及 wT。本文应用 wT和 SAwT构造了 

w F-SAWT，不仅保持 r图像的多分辨率尺度关系和 wT复 

杂度低、设计简单的优点，还弥补了SAWT的缺点。使用 

w1、-SAwT对图像进行去噪实验的结果表明，所提出的方法 

提高 J，图像的 PSNR值和 SSIM值 ，能很好地处理 图像 中的 

平滑区域和纹理、边缘等细节信息，且能在 SAWq、表现不好 

的时候仍 『rI得到较好的结果，验证 'r wT1SAWT的有效性。 
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