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基于流形正则化的非光滑非负矩阵分解 
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摘 要 经典的非光滑非负矩阵分解方法只能发现数据中的全局统计信息，对于非线性分布数据无能为力，而流形学 

习方法在探索高维非线性数据集真实几何结构方面具有明显优势。鉴于此，基于流形正则化思想，提出了一种新颖的 

基于流形正则化的非光滑非负矩阵分解方法。该方法不仅考虑了数据的几何结构，而且对编码系数矩阵和基矩阵同 

时进行稀疏约束，并将它们整合于单个目标函数中。构造了一个有效的乘积更新算法，并在理论上证明了算法的收敛 

性。标准数据集上的实验表明了MRnsNMF的有效性。 
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Abstract The classical Nonsmooth Nonnegative Matrix Factorization(nsNMF)method discovers only the global staffs- 

tical information of data and fails in dealing with nonlinear distributed data，while the manifold learning algorithms show 

great power in exploring the faithfu1 intrinsic geomet~ structures of high dimensional data set．To address this issue， 

based on manifold regularization，we developed a novel algorithm called Ma nifold Regularized-based Nonsmooth Non— 

negative Ma trix Factorization(MR nsNMF)．It not only considers the geometric structure in the data representation，but 

also introduces sparseness constraint to both coding coefficient and basis matrix simultaneously，and integrates them in— 

to one single objective function．An efficient multiplicative updating procedure was produced along with its theoretic jUS— 

tification of the algorithmic convergence．The feasibility and effectiveness of MRnsNMF were verified on several stand— 

ard data sets wi th promising results． 

Keywords Non-negative matrix，Nonsmooth，Manifold regularization 

1 引言 

依据视觉感知机理，主视皮层 V1区神经元对信息感知 

能产生“稀疏表示”。非负矩阵分解_1 (Nonnegative Ma trix 

Faetorization，NMF)的非负约束在一定程度上产生基于局部 

的、稀疏的非负矩阵，因此客观上为我们提供了一种用“计算” 

来“表达”视觉感知过程的数学模型。标准的 NMF方法的稀 

疏度并不令人满意，因此，近年来，许多科学工作者对提高 

NMF方法的稀疏性展开了全面深入的研究，取得了一系列重 

要研究成果。Li等L3]在标准的NMF目标函数的基础上提出 

了局部非负矩阵分解(Local Nonnegative Ma trix Factoriza— 

tion，LNMF)，通过对编码向量加稀疏限制和基的局部性约束 

获得目标对象基于部分的表示。与 LNMF方法类似，Ho— 

yetc ]根据稀疏编码原则提出了一种非负稀疏编码(Nonnega— 

tive Sparse Coding，NNSC)，采用对编码系数矩阵 范数稀 

疏性约束，使分解后的编码矩阵具有比较好的稀疏性，该方法 

的一个缺点是基向量由于加性迭代，不能很好地保持非负特 

性。Liu等|_5]修改了Hoyerc ]中描述的方法，用KL散度代替 

了欧式距离，构造 了稀疏非负矩阵分解(Sparse Nonnegative 

Ma trix Factorization，SNMF)，基 向量 由于乘性迭代，克服了 

NNSC缺点，很好地保持了数据非负性。Hoyerc。 对LiuE 的 

研究进行了拓展，提出了可精确控制稀疏性的算法(Nonneg— 

ative Ma trix Factorization with Sparse Co nstraints，NMFSC)， 

此算法最具创新性的特点是通过一个稀疏函数精确控制编码 

矩阵和基矩阵的稀疏性。 

以上算法通过构建稀疏性限制，应用非线性映射技术，增 

强了稀疏性。单独对基向量与编码向量稀疏性进行限制，取 

得了良好的效果。但是，由于非负矩阵分解模型的局限性，基 

矩阵的稀疏必将导致编码矩阵的不稀疏，反之亦然。Pascual 

等_7]基于此分析构造了非光滑非负矩阵分解(Nommoo~Non- 

negative Matrix Factotization，nsNMF)，该算法创造性地引入一 

个“光滑”矩阵到模型中，促使基矩阵和编码矩阵同时稀疏。 
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许多现实世界中的数据是嵌入在高维欧氏空间的低维流 

形上_8_。nsNMF是建立在“全局线性”假设下的算法，没有考 

虑数据的内蕴几何结构，当数据分布于高度非线性流形上时， 

它将不能胜任，这就大大地限制了当数据位于非线性流形时 

nsNMF算法的使用。针对此问题，近些年来提出的流形学习 

(Manifold Learning， )算法能够揭示数据内在 的几何结 

构，寻找高维数据在低维空间中紧致嵌人。蔡登等[9]提出了 

图正则非负矩阵分解(Graph Regularized Nonneagtive Matrix 

Faetorization，GRNMF)算法，该方法在矩阵分解过程中明确 

考虑了数据集携带的几何信息：数据点如果在原空间是邻近 

点，那么对应到新的基下也是邻近点。受此方法的启发，本文 

提出了一种新颖的基于流形正则化的非光滑非负矩阵分解 

(Manifold Regularized-based Nonsmooth Nonnegative Matrix 

Faetorization，MRnsNMF)算法用于人脸图像的特征提取，通 

过构建所有样本的近邻图来估计数据空间的几何结构，然后 

将其作为正则化项添加到nsNMF的目标函数。提出的算法 

具有以下优点：1)充分利用了数据内蕴几何结构，刻画了数据 

非线性结构；2)稀疏性表达方式在一定程度上克服了噪声给 

算法造成的影响；3)构造了一个有效的乘积更新规则，并在理 

论上证明了算法的收敛性。 

2 非光滑非负矩阵分解 

非光滑非负矩阵分解的基本思想是通过引人一个光滑矩 

阵，将数据矩阵分解为3个矩阵的乘积，其相应的目标函数定 

义如下： 

X—USV (1) 

式中，X表示数据矩阵， 为基矩阵， 是编码矩阵，S是引入 

的正对称光滑矩阵，即 

S一(1一 J+ 11 

式中，J是单位矩阵，1是全一矢量，，．是基的个数。参数 满 

足0≤6％1，当 0=0时，退化为经典非负矩阵分解模型，当 = 

1时，任一矩阵与S相乘所得结果矩阵中的元素为该矩阵的 

均值。矩阵s的光滑性导致基矩阵U和编码矩阵 的稀疏 

性。进一步，更新规则为： 

‰ ‰ (2) ‰ ‰ J 

vjk．,,-．-vjk (3) 面 赢  J 

3 基于流形正则化的非光滑的非负矩阵分解 

尽管非光滑非负矩阵分解(nsNMF)具有稀疏性和局部 

化特征，但是该方法并没有明确考虑对分类问题尤为重要的 

内蕴几何结构。鉴于此，本文提出一种新的基于流形正则化 

的非光滑非负矩阵分解(Manifold Regularized-based Nons— 

mooth Nonnegative Ma trix Factorization， nsNMF)算法， 

通过包括一个正则化项，更好地保持和优化数据点之间的几 

何结构。 

3．1 目标函数 ． 

基于流形的正则化算法的关键之处是一致性先验假设。 

也就 说近邻冈像集合在投影低维流形时有相似的嵌入。具 

体而言，已知 个数据点X一{．7C ， z，⋯，z }分布在高维欧氏 

空间的低维流形上，如果数据点Xi属于 的 一近邻，或者≈ 

属于Xi的忌一近邻，则称z 和z 为近邻点，并在图上以边相 

连，并附上相应的权重W ，其定义如下： 

，

一 』 (一II蕊一乃II ／2 )， 五∈ (习)V ∈ (五) 
Io， otherwise 

式中，M(z )和M (xj)分别表示∞和z』的愚一最近邻， 和k 

为自由参数。依据流形假设，如果数据点之间有边连接，则被 

投影到低维流形时，数据点依然保持近邻。由此，定义局部保 

持正则化项如下： 

R一专 (Yl— )。 

一  T 3， D 一2yTyj 

一 Tr(VDV"r)一Tr(、 n／r)一Tr(VL ) (4) 

式中，矩阵 D为一对角矩阵，且 一∑Wo，L—D— 为图 

拉普拉斯矩阵。 

在非光滑非负矩阵分解的基础上，考虑当数据取样于嵌 

入在高维空间低维流形数据的几何结构和判别信息时，最小 

化下面的 目标函数 ： 

0一 ll x—US ll + 了、r[VLV，r] ， 

S．t．U≥O，V≥ O 

式中， 为正则化参数，若 =0，则 MRnsNMF就退化为 

nsNMF。 

3．2 优化算法 

目标函数 0是 U和 非凸函数，因此，它没有闭式解 

(Close-forid Solution)，本文构建了一个迭代算法优化这个 目 

标函数。其核 fl,思想是固定【，，求出一个最优的矩阵 ；然后 

固定 ，求出一个最优的矩阵U；不停地迭代，可以得到一个 

局部最优解。 

依据矩阵的性质，Tr(AB)一Tr(BA)，则目标函数(5)可 

表示为： 

OF=Tr((X—US )(X—USVr) )+ATr(VLvr) 

： Tr(X )一2Tr(X STUr)+Tr(USV sTUr)+ 

ATr(VLgr) 

由Lagrange定理，可得 ： 

J—G + ( )+Tr(~VT) 

则‘，关于U和V的偏导为： 

a
_ _  dJ ：--2ST[2rx+2S urUS +2A!／'L+ 

V 

一 -- 2XVrS7+2L sT-Af-~ 
dU  

由KKT条件 ‰ 一0和 U 一0，得到以下乘积更新 

规则： 

一 (sr uru sv +AVD)~ (6) 一 — —  

甜  一沈 (7) 

3．3 收敛性证明 

下面证明算法的收敛性，首先引入相关的定义。 

定义 1 设 G(v， )为F( )的辅助函数，满足条件：G(v， 

)≥F( )，G( ，t，)一F( )。 
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引理 1 如果 G(v， )是 F( )的辅助函数，则 F( )在下 

面迭代规则下是单调递减函数： 

矿H—a嚷 minG(v， ) (8) 

证明：由式(8)可知，当v=q州时，函数G(v， )IR得最小 

值，由定义 1可知，G( ， )≥F( )，用不等式可概括为： 

F( + )≤ ( _。 ，∥)≤ ( ， )一F( ) 

只有当 为G(v， )的局部极小点时F(矿 )̈=F(-d)才 

成立。如果函数F的导数存在且在 的一个极小领域内连 

续，则微分vF(v~)一0。因此每次取式(8)进行迭代，最终会 

收敛到一个局部极小点 一arg minhF( )的一个序列： 

F( )≤⋯≤F(∥ )~FOJ)⋯≤F( )≤F(vo)。 

我们将看到通过定义这样的辅助函数 G(v， )，对于 目 

标函数 0，其相应的迭代规则能满足 t，H—arg minG(v， )。 

对于 中任何元素 ，我们用 表示O中仅与 有关 

的部分，易得： 

一

( aO)
∞一(一2STUTX+2STUTUSV+2aVL)∞ (9) 

一 2(LsT US) +2 L (1O) 

引理 2 函数 

G( ， )一 ( )+F (吨 )( 一 )-t- 

(V-- )z (11) 

是 的辅助函数。 

证明：显然有 G(v， )一 ( )。 

下面证明G(v， )≥ ( )。 

由 ( 的泰勒展式： 

( )一 (比)+ ( )( 一 )+[(ST US) + 

L∞]( 一 ) 

并且 

(ST US ) 一 ∑(sT【厂rUS) ≥(STUSUS) 

A(VD) = ∑砭fD ≥ D∞≥ (D—W) 一 L∞ 

则 

—

(S
—

T

—

U
—

T

—

U
—

S
—

V
—

) ab
—

J
—

f-a
—

(
—

V
—

D
一

)ak ．
L． ． ．u． ．u3．J． + L 

因此，G( ， )≥ ( )。 

综上所述，G(v， )为 的辅助函数。 

引理 3 通过最小化辅助函数 G(v， )可以得到式(6) 

和式(7)的解。 

证明：为了得到最优解 ，辅助函数 G(v，吨)对 进行微分 

有： 

一  ( )+ ( 一 

)一O (12) 

将式(9)代入式(12)，化简可得 的更新规则： 

(一2ST【，TX+2ST【，T +2 VL) + 

( 一比 )一0 

(2(ST US ∞+2 (Ⅷ )∞)( 一 )一 

(25 【厂TX一25，rurUS 一2 VL) 口 

，2ST【，TX一2ST US 一2 VL、 
一 一 ——— 囊 7 ==F E ’ 口 

⋯ ．
2Sw【，rX～2ST US 一2 VL、 

(1十 — —  ； 一 )。 
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所以更新规则为： 

蝣 一 

同理可得： 

甜 

4 实验和结果分析 

为了全面验证基于流形 的(MRnsNMF)有效性，针对本 

文所研究的算法与其它相关算法的关系，做了一系列对比实 

验。对比的算法包括非负矩阵分解(NMF)、非平滑非负矩阵 

分解(nsNMF)、图正则非负矩阵分解(GNMF)。为了保证对 

比实验的充分性与广泛性，选用了3个具有不同特点的数据 

集，包括 3个基准人脸数据集 ORL人脸数据集、Extended 

YaleB和 M1T-CBCL人脸集。在实验中，所有的人脸图像都 

经过了标准化处理，即首先标定出人脸图像中两眼的位置并 

在该位置将图像对齐，然后剪切出图像中的面部区域并将其 

缩放成统一的32×32大小，图像最终按列堆叠成 1024维的 

向量。 

4．1 数据集 

ORL数据集：此数据集包含了 4O个人的 400幅 112×92 

像素的人脸灰度图像；人脸遮挡、表情和姿态都有一定程度的 

不同；深度旋转和平面旋转可达 20度，人脸的尺度也有多达 

1O 的变化。本文在ORL人脸库上选取 200幅作为训练集 

(111]每人 5幅图)，其它的作为测试集。 

Extended YaleB数据集：此数据集包括 38个人的 2414 

幅正面人脸图像，其中每个人大约64张图像。这些图像均在 

实验室控制光照的条件下拍摄。本文的实验中，随机选取 

Extended YaleB人脸图像库中的3O个人，每个人3O幅图像， 

共构成900幅图作为训练集，剩下的样本作为测试集。 

M1T-CBCL数据集：此数据集由1O个人的2000幅人脸 

图像构成，人脸姿态有很大的变化，其平面旋转最多可达9O 

度。本文的实验中，随机选取MIT-CBCL人脸图像库中的 1O 

个人，每个人 1O幅图像，共构成100幅图像作为训练集，另外 

1O幅图像作为测试样本。 

4．2 识别率 

图 1一图 3分别给出了MRnsNMF、NMF、nsNMF和 

GNMF算法在 0RL数据集、Extended Ya1eB数据集和 CBCL 

数据集上对应于不同子空间维数的识别率曲线图。重复 1O 

轮，取平均识别率作为最终性能指标。由图 1可知，在 ORL 

数据集上，MRnsNMF与其他 3个算法相比得到最好的识别 

率，并在特征子空间维数 r一49时，达到最高识别率85．35 ； 

从图 2可以看出，在 Extended YaleB数据库上，该算法在 r一 

49时达到最高识别率 85．2 ；从图 3可以看出，在 CBCL数 

据库上，该算法在r一100时达到最高识别率95．39 。 

特征子空间维数r的平方根 

图 1 在 ORI 上 r取不同值时 

的识别率 

特征子空问维数r的平方根 

图2 在 ExtendedYal出 上 r取 

不同值时的识别率 



 

特征子空闾维数r的平方根 

图3 在 CBCI r取不同值时的识别率 

4．3 参数 r的选择 

在子空间的学习中，参数的选择是非常重要的，同样 

nsNm 作为一种子空间算法，基矩阵的维数 r的取值影 

响着算法的收敛性能，理论上讲r<<rnin(rn， )，但 r的取值过 

大或过小都会影响算法的收敛性速度和最终分解的效果。图 

4、图5和图6分别为在 0RL、Extended Yal出 和CBCL数据 

集上r取不同值时 nsN 算法对应的目标函数误差曲 

线图 (其中参数 一1， =0．5)。由图可知，目标函数呈单调 

下降趋势，最终收敛。 

图4 r取不同值时的误差曲线 图5 r取不同值时的误差曲线 

图 6 r取不l司值时的误差曲线 

4．4 基图像与编码图像的稀疏度 

首先定义度量稀疏度的函数[1。_为： 

s ( )： 二 避  (13)
I-- 
√n — l 

其中， 是向量 的维度，且O~sp(x)≤1，当且仅当 的所有 

元素都相等时，函数值为 O；当且仅当 z仅有一个非零元素 

时，函数值为 1。 

图7和图8表示了在数据库ORL上特征维数 r取值 36 

时，分别用 NMF、nsNMF、MRnsNMF算法对由训练图像构 

成的非负矩阵进行矩阵分解得到的基图像和编码图像，并依 

据式(13)度量稀疏度。由图 7可知，NMF的稀疏度最差， 

MRnsNMF的稀疏度最高，超过了nsNMF基图像的稀疏度。 

由图8可知，MRnsNMF编码图像的稀疏度也相对较高。也 

就是说，与其它两个算法相比，MRnsNMF算法得到了最佳的 

局部表示，并且在基矩阵和编码矩阵上同时实现了稀疏。 

荨 ： 舟 l̈ 

弘 
‘ 
‘． ● 。 

_ 

基 罄 
目* 

0 ●_ 姆 
“  

尊 
I _ _

L 

一  

婆 
《 1 

_  

赛 J 
．  

j 

曩 ≮ 

毽 髅 
NMF(稀疏度03769) nsNMF(~琉度M8o7) MRnsNMF(稀疏廑0~24) 

图 7 3种算法在特征维数为 36时提取得到的基图像 

NMF(稀疏度O．4466) nsNMF'(~ 厦0．5600) MRnsNMF (1伟玩]t{0．6136) 

图 8 3种算法在特征维数为 36时提取得到的编码图像 

结束语 提出了基于流形正则化的非光滑非负矩阵分 

解，通过在原目标函数上附加正则化项，定义算法的目标函 

数，给出了迭代规则及其证明过程，并与原始 nsNMF算法做 

比较。以0RL人脸库、Yale人脸库和 CBCL人脸库的数据 

为实验对象对算法进行了验证，结果表明新算法不仅可行而 

且有效并能得到更好的识别率，由算法得到的解具有充分的 

稀疏性，收敛速度较快。 
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