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高维数据空间的性质及度量选择 
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(武汉大学计算机学院软件工程国家重点实验室 武汉430072) 

摘 要 高维数据分析是机器学习和数据挖掘研究中的主要内容，降维算法通过寻找数据表示的最优子空间来约减 

维数，在降低计算代价的同时，也提高了后续分类或者聚类算法的性能，从而成为高维数据分析的有效手段。然而，目 

前缺乏高雏数据分析的理论指导。对高维数据空间的统计和几何性质进行了综述，从不同的角度给出了高维数据空 

间中“度量集中”现象的直观解释，并讨论了通过度量选择的方式来提高经典的基于距离度量的机器学习算法在分析 

高维数据时的性能。实验表明，分数距离度量方式可以显著提高K近邻和 Kmeans算法的性能。 
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Abstract High-dimensional data analysis is the core task of machine learning and data mining．By finding optimal sub— 

space for data representation，dimensionality reduction algorithms can reduce computational cost and improve the per— 

formance of subsequent classification or clustering algorithms，leading to effective techniques for high-dimensional data 

analysis．However，there is very little guidance for theoretical analysis on high-dimensional data．This paper reviewed 

some statistical and geometrical properties of high-dimensional data space，and gave some intuitive explanations on“con— 

centration of measure”phenomenon from different perspectives．In order to improve performances of classical machine 

learning algorithm s based on distance metric，this paper discussed the effects of metric choice on high-dimensional data 

analysis．Empirical resuhs show that fractional distance metric can improve perfomlances of K Nearest Neighbor and 

Kmeans significantly． 
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1 引言 

随着大数据时代的来临，高维数据分析已经成为应用驱 

动的热点研究问题[10]。机器学习算法在直接处理高维数据 

时，无可避免会遇到“维数灾难”问题E3]，即要达到同样的精 

度，学习模型所需要的样本数随着样本维数的增加呈指数增 

长，在算法应用研究中表现为“小样本”问题_4]，在数学分析上 

则表现为“度量集中”现象[ 。 

由于在计算机处理中，数据通常是作为向量进行运算，因 

此高维数据空间本质上就是向量空间。目前关于高维数据空 

间性质的讨论，主要集中于数据库技术中相似性检索方法的 

研究_6 ]，当数据库中每条记录的属性较多时，欧氏度量下的 

最近邻就失去意义。文献[1O]在分析基因和蛋白质表达数据 

时，以此为例解释了高维数据数据空间中的一些性质。文献 

Ell，12]以超光谱数据分析为例，对高维数据空间的特性进行 

了研究，并讨论了降维算法在高维数据分类中的必要性。文 

献E13]在化学信息学中分析分子之间的相似性度量时，讨论 

高维分子描述空间的一些现象，比如空空间现象、距离度量集 

中现象等等。 

然而，国内外研究文献中关于高维数据空间的性质方面 

的专题研究非常少见，从而导致对高维数据的理论分析和算 

法设计缺乏指导。基于此，本文从几何和统计的角度，总结归 

纳了高维数据空间的性质，当数据空间的样本维数无限增长 

时，本文从各个侧面给出了“度量集中”现象的直观解释。最 

后通过实验分析，讨论 了不同的距离度量对机器学习算法性 

能的影响。 

2 高维数据空间的统计性质 

大数定律和集中不等式是分析高维数据空间统计性质的 

基本工具。下面给出分析高维数据空间统计性质的相关定义 

和结论。 
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2．1 高维数据空间中的度量 

定义 1 d维向量空间中的某点 一(z ，z ，⋯， ∽) 

∈ 的 范数定义为： 

_l z 一( (z“ ) )吉 

当p<l时，该范数又称为分数范数_1 。 

定理1_15 任给愚>o，如果 誉 一o，则恕P 
(塑  <￡)一l

。 、 

min(11 z Il p) 、 一 

定理2[ 假设样本数El 足够大，使得E(II 32 ) ∈ 

[ n
≤
fi n ll Xi ， m≤确ax I{．TCi ]成 立。如 果 P 

( 业
m in( 业<e)=1删 11111黜 一 ll z Il p) 、 一 E(1l z ll )。一 

0。 

此处型型 { 称为范数的相对差异， 

R 一誉 称为相对方差。 
该定理表明，随着数据空间维数的增加，样本点范数的相 

对差异和相对方差都趋于0。在高维数据空间中，某个样本 

点到其最近邻居点和最远邻居点之间的距离趋于相等，从而 

导致一些基于距离度量的机器学习算法性能降低。这种现象 

通常称为“度量集中”，最早由Milman在描述高维概率分布 

时引人嘲。随着维数的增长 ，欧氏空间中任意两点间距离度 

量的差异性变得越来越弱，从而导致数据趋向于均匀分布。 

已有相关研究表明[17-20]，高维空间中数据点之间的相似性 

度量对矿范数中P值的选取比较敏感。图1显示了lI 一 

1在二维情形下 的图形，P值越小，其边界越靠近坐标轴，在 

机器学习算法中越容易导致稀疏解。 

耋圈≤ 耋 耋 
图 1 不同 范数下的单位圆 

定理 3l_2。 给定 11．个 d维样本点，其每个分量相互独立 

且来自于均匀分布，则存在常数C，使得 

c·√赤 ≤恕E( )≤c · 
rI弋一 、̂／
ep+l 

这里 dist~ 和dist~ 分别表示 n个样本点之间的最大 距离 

度量和最小 距离度量。 

此定理表明，由分数距离度量所计算的样本点之间的相 

对差异性更大。 

2．2 高斯空间 

定义2 d维标准高斯空间由各个分量相互独立且来源 

于标准正态分布的d维随机向量构成，即 

X一{(z‘̈ ，317‘ ，⋯， ‘ )：z‘ )～N(O，1)， 一1，⋯，d) 

其概率密度函数为 

一 expc一 

定理4 V ∈X，E(【l z Il；)一d·E((z“ ) )一 。 

定理 5[ V ∈X，∑( ‘ )。～ ，且 lim ∑(z“’)。～N 
l= l d一 十 c<n — l 

(O，1)。 

定理6_22] VXGX，ll z ll 二N(√cf一专，专)≈N 
(拓 ，÷)。即当维数d趋向于无穷大时，1l II z近似服从正 

态分布。 

该定理表明，d维标准高斯空间中的绝大部分概率集中 

于一个超球壳上，即 

一 ￡< ll z ll < +e 

例如：当 =1000，￡一3．46时： 

P(28．16< lf fl<35．08)≥1一lO 

3 高维数据空间的几何性质 

投影法和截面法是分析高维数据空间几何性质的基本工 

具。类比于平面几何和立体几何中的概念，我们可以定义如 

下的高维几何体，并推导出高维几何体的一些奇特性质，这些 

性质可以看作是“度量集中”现象的几何直观解释。 

3．1 超立方体 

3．1．1 相关定义 

定义 3 中心在坐标原点、边长为 2r的d维超立方体 

C (r)为 

(r)一(( “ ，⋯，z‘ )f—r≤ “’≤r for all i} [一r， 

r] 

特别地，0维立方体就是一个点，1维立方体是一条线段， 

二维立方体是一个正方形。显然，超立方体 (r)共有 2 个 

顶点 ，2 个 一1维侧面，2 个 d一是维的侧面( 表示 d 

中取出k个的排列数)，且每个侧面可看作是超立方体。超立 

方体的顶点为 t，一(士r，⋯，士r)，到坐标原点的距离为 r 。 

单位超立方体可以表示为 (÷)，其直径(超立方体上任意 

两点之间距离的最大值)为√ 。 

定义4 超立方体 (r)的赤道面为 

Ho一{ ：∑z‘ 一0) 

则 ={z：∑ “ 一C}就表示与 平行的超平面，点 = 

( “ ，⋯，．27㈤)到 Ho的垂直距离为 

dist(x，14o)一—Fl_
D-
I∑z‘ ’l 

以 0； l 

定义5 d维超立方体C (r)的体积为： 

(Cd( )=(2 ×(2r)×⋯×(2 一(2 

注意到，超立方体的体积随着维数呈指数增长。 

定义6 d维超立方体 (r)的表面积为其所有侧面的 

体积之和，即 

S(C (r))：=(2 )× (C 一 (r)) 

3．1．2 重要性质 

定理 7 limcos< ， >一0，其中 表示坐标轴上的 
d—  ll ll 

单位向量。 

该定理说明，随着维数的增长，超立方体的对角线逐渐正 

交于所有的坐标轴。 
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定理 8 vz一(z(】】，⋯，z(d )6Ra，且 ( ) ： 已厂(一0
．
5， 

0．5)，则 

E(dis ( ，H0))一壶 
证明：根据定义 4，可知 

E( l】_鲁 一 蚤d )一 1蚤d r( ) 
一  蓦 一 

该定理说明，单位超立方体内任一点到其赤道面 H0的 

平均平方距离为 。 

fo， K丢 

定理9 ( (r))一{1， r一专 d～ l 4 

【。。， 丢 
定理10 1 imV(C~( )一Cd( 1一号))一1，V e∈(0， 

d— ∞  

1)。 

该定理表明，单位超立方体的体积主要集中在其外壳上。 

这也启发我们，原始高维数据的某个度量实际上分布在某个 

维数较低的子空间，这也是降维算法实施的依据之一。 

定理11 ( (专)一 (吉一 ))一1一e一，V s∈ d—_∞ “ 
(O， )。 

定理 12 一o，V r∈(o，+。。)。 

3．2 超球体 

3．2．1 相 关定义 

定义7 圆心在坐标原点、半径为 r的d维超球体定义 

为 

B ( )一{( (”，⋯，．z( )l萎( ( )z≤ } 

其体积 为 

( (r))一 鸳 
dP(2 ) 

r。。 1 

这里r(s)一l e-tt dt是Gamma函数，且 r(告)一 
J 0 厶 

~厂 ，r(1)一1，r( +1)一zr( )。 

特别地 ，单位超球体的体积为 ： 

I V(Be (1))一 P!’ 

：( 21 
1·3·5⋯(2户+1)’ 

一 2p 

一 2p+ 1 

显然， ( (r))= (Be (1))· 。于是 ，超立方体 

(r)的外接球为B (r )，内切球为 (r)。 

定义8 超球体Be(r)的表面称为球面，记作0(Be(r))， 

即 

d 

a(Be (r))一{( ‘̈，⋯， ‘d )I∑(z‘ )。一，卫} 
i 1 

注意，3(B (r))可以看作是d维欧氏空间中的d一1维 

流形。从拓扑观点来看， 维球面可以表示为a(Be州(口))一 

U{。。}，其局部同构于 维欧氏空间R 。 

定义 9 超球体 Be (r)的表面积定义为 
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S(Be (r))一S(B (1))rd一 

等价地，d维单位超球体可以看作是对d一1维球壳的积分， 

即 

r】 

(Be(1))一 I s(Be(1)) dr 
J 0 

于是 

S(Be (7．))一 Be (r)))一 ． (B (1))． 一1 
{AT 

定义 1O 超球体的中心切片定义为 

(r)一{X：ll ll≤r，一e≤z ≤￡，e∈(O，7．)} 

3．2．2 重要性质 

根据上面的定义，容易导出如下的相关定理。 

定理 13 与d维超立方体的每个d一1维侧面相交的d 

维超球体不一定包含超立方体的中心。如图2所示。 

／／／ ＼＼＼ 
● 

超~3-体 

中心 ／ 
， ＼ ／ 

图 2 定理 13的几何解 释 

考虑下面的反例。假设中心点在坐标原点的单位超立方 

体，当 一16时，假设超球体的球心在(O．2，⋯，0．2)处，该点 

到坐标原点的欧氏距离为 16·0．2 一o．8，此时定义该超球 

体的半径为0．7，则该超球体与单位超立方体的所有 15个侧 

面相交。显然，超立方体的中心点并不包含在超球体中。 

定理 14 V(Be (1))一 ，S(Be+ (1))一2nV 
“ 

(Be一 (1))，V(Be (1))一 ( 一 (1))，S(Be (1))一 s 
“  “ 一 L 

(Be (1))。 

该定理容易由定义 7和定义 9得出，反映了单位超球体 

的体积与其表面积之间的递归关系。 

定理 15 limV(Be (r))一O，limS(Be (r))一O。 

定理 16E ] limV(Be (r√ )) 
d—’。o 仁 ： 、 2 e 、 1 。 r，=>—■=：：= ~／2he 

上面两个定理表明，任给超立方体 (r)(r>亡 )，随 
、／Zne 

着维数d的增加，其外接超球体的体积趋向于无穷大，而内切 

超球体的体积趋向于 0。 

定理 17 -O0 

该定理表明，高维超球体的体积集中在球壳上。例如，当 

≥500时，至少 99％的体积包含在厚度为 1X的球壳上。 

V(B (r--毒” 
定理他 弋丽卉 一e_一寺。 
证明：根据定义7，可得 

恕 一 — 一 2(r--d) n-}dP(i) 
dp(d ) 2 

(卜 三
ra
) e 

一  



 

定理 19 l
d

lmm" 
V(B d(r ))

一 o。 

该定理表明，随着维数的增加，超立方体的体积主要集中 

于超立方体的边角上，即其内切超球体的体积所占比重越来 

越小。因此，在高维数据空间的结构分析中，其内部中心往往 

是“空”的，这种现象被称为“空空间”现象。 

定理20恕 一1，熙 _1a 
该定理表明，高维超球体的体积、表面积主要集中于中心 

切片上。 

3．3 其他高维几何体 

下面再介绍几类具有解析形式的体积计算公式的高维几 

何体。 

3．3．1 超 长方体 

d维的超长方体R (n)定义如下： 

Rd(Ⅱ)一{( ‘”，⋯，X‘ )I一口“ ≤z“ ≤Ⅱ“ ，。‘ ∈R+} 

其体积为： 

V(R )一2 Ⅱ口‘ ) 

3．3．2 超平行几何体 

超平行几何体是平行四边形和平行六面体概念在高维空 

间中的推广，可定义为： 

一  

超平行几何体 (n)可以看作是由超长方体Rd(n)经过 

可逆线性变换得到的，因此 

(pd(口))一J det(A )J·V(Rd(n)) 

3．3．3 超单纯形 

d维超单纯形是三角形概念在高维的推广，可以定义为 

Sd一{z：O≤z‘ ≤ ‘ ≤⋯≤ ‘ ≤1} 

显然，超单纯形 具有如下形式的d+1个顶点： 

{(O，0，⋯ ，O)，(0，1，0，⋯，O)，(0，1，1，⋯ ，0)，⋯ ，(1，1， 

⋯

，1)} 

下面推导其体积计算公式。注意到在超立方体{z：O≤ 

“’≤1}内共有d!种不同的顶点坐标排列。下面考虑另一 

个超单纯形，其 +1个顶点如下： 

一 {(O，o，⋯，O)，(1，o，o，⋯，O)，(O，1，o，⋯，O)，⋯，(O， 

o，⋯ ，o，1)} 

根据顶点z∈ 和Y∈ 的关系： 
d d d 

zn 一y ， 一墨 “ ，z∞ 一圣 “ ，⋯， d)一 Y“ ￡一i 2=Z z一Ⅱ一I 

可知此处的线性变换矩阵的行列式为 1，即 V( )一V( )， 

因此超单纯形 的体积为 

( )一 

4 实验结果 

根据以上对高维数据空间的奇特性质的综述可以看出， 

“度量集中”现象是高维数据分析的一大难点，传统的基于欧 

氏距离度量的算法不适合高维数据分析。维数约减是克服这 
一 困难的常规方法，然而维数约减无可避免地会导致数据中 

蕴含的某些信息的损失，本文主要研究度量选择对机器学习 

算法性能的影响。下面通过实验来讨论高维数据空间中不同 

距离度量的分布，及其对经典的基于距离度量的机器学习算 

法(如 KNN和 Kmeans)的影响。 

4．1 人工数据集上的距离度量选择 

实验中，随机生成 1000个 维样本点 ，每个维度分量相 

互独立且服从[O，1]区间上的均匀分布。随着维数 d的增加， 

样本点的 范数(实验中分别取 p=O．5，1，1．5，2四种情形) 

的分布呈现出较大的差异，如图 3所示，维数 d越高，范数分 

布的集中效应越明显，且 P越大，这种集中趋势越突 出。另 

外随着维数 d的增加，其均值以不同的方式增大，其中P一 

0．5时呈先慢后快增长趋势，j'一1时呈线性增长趋势，户>1时 

呈先快后慢增长趋势(见图4(a))；当p<2时，其方差随着维数 

增加而增加，p=2时，方差呈现减小趋势(见图 4(b))；而相对 

方差和相对差异随着维数增加而快速减小(见图4(c)和(d))。 

由图3和图4所示的实验结果可以看出，当采用分数范 

数(即p<l时)的距离度量方式时，样本间的“度量集中”现象 

比 声>1时较弱。 

萼 
0 5 10 

(a)d： 3 

(c)d= 10 

(d)d 15 

图 3 高维空间中不同维数下样本点范数的分布 

(a)范数的均值 

×104 p 1 

(b)范数的方差 
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(d)范数的相对差异 

图4 高维空间中样本点范数的均值(a)、方差(b)、相对方差(c)和 

相对差异(d) 

4．2 UCI数据集上的距离度量选择 

为了验证不同范数的选择对机器学习算法性能的影响， 

我们选用来自于真实世界的UC1测试数据集”，数据集相关 

描述如表 1所列。对于原始数据集中属性有缺失的情形 ，实 

验中直接对其赋值一1。同时，实验中首先对每个维度上的数 

据按照下面的公式规范化为 0到 1之间： 

=三：：：二 望 ：： 
max(x(o)一min( ) 

表 1 数据集描述 

实验中，我们首先计算了各个数据集上不同范数度量下 

的相对差异。由表2的计算结果可知，p=o．5时，样本范数 

的相对差异最大，这也意味着在该范数度量下的机器学习算 

法的性能也应该是最好的。 

表 2 UCI数据集上的样本 范数相对差异 

在分类任务的实验中，我们采用基于不同的范数度量的 

KNN算法，实验中k取3，对样本集进行随机划分，5O 作为 

训练集，5O 作为测试集，其评价指标为误分率；在聚类任务 

的实验中，我们采用基于不同的范数度量的K-means算法， 

初始聚类中心随机选择，最大迭代次数为 1000，其评价指标 

为Rand Index。每个数据集上的算法重复执行 5O次后取平 

) http：／／archive．ics．uci．edu／ml／datasets．html 

2) cva yale．edu／projeets／yalefaces／yalefaces．html 

。) http：／／w1̂rw．cs．nyu．edu／~roweis／data．html 

) http：／／images．ee．umist．ae．uk／danny／database．html 

5) http：／／wⅣw．anefia~com／research／face reco．htm 
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均值，算法性能比较结果见表 3和表4。 

表 3 范数度量下的KNN分类结果 

表 4 范数度量下的K-means聚类结果 

实验表明，分数范数度量可以显著提高经典的分类算法 

KNN和聚类算法 K-means在高维数据集上的性能。 

4．3 人脸数据集上的距离度量选择 

人脸图像数据是典型的高维数据，在人脸识别实验中，首 

先将图像数据拉直变成向量形式，假设经过裁剪之后的人脸 

图像长为32个像素，宽为32个像素，则在算法处理中通常将 

其转换为 1024(32×32)维的向量。实验中选取了Yale、Oli- 

vetti、UMIST和GeorgiaTech等人脸数据集(见表 5)，分别在 

不同的距离度量设置下，采用 KNN算法(忌取 1)进行人脸识 

别，其中每个人脸随机抽取 T张图片作为训练集，其余的作 

为测试集。每次实验重复进行5O次，平均识别准确率见表6一 

表9，当p=0．5时，KNN算法取得最高的识别准确率。 

表 5 人脸数据集描述 

表 6 范数度量下的KNN人脸识别结果(Yale) 

表 7 范数度量下的KNN人脸识别结果(Olivetti) 

表 8 范数度量下的KNN人脸识别结果(UMIST) 



表 9 范数度量下的KNN人脸识别结果(GeorgiaTech) 

结束语 本文对高维数据空间的统计性质和几何性质进 

行了系统的综述，这些性质都可以看作是“度量集中”现象的 

具体表现 当样本的维数增大时，数据集呈现出“度量集中” 

现象 ，即不同样本之间的距离度量的相对差异在逐渐减小，这 

使得基于样本间距离度量的机器学习算法的性能大大降低。 

因此，距离度量的选择对于机器学习算法至关重要，本文通过 

大量实验讨论了不同距离度量的选择对经典的机器学习算法 

(如KNN和Kmeans)的影响，实验结果表明分数范数的距离 

度量可以显著提高算法性能。 
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