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解决一类非光滑伪凸优化问题的新型神经网络

喻　昕 林植良
广西大学计算机与电子信息学院　南宁５３０００４
　(６１６３１２５２８＠qq．com)

　
摘　要　对优化问题的研究一直以来深受科研工作者的关注.非光滑伪凸优化作为非凸优化中的一类特殊问题,频繁出现在

机器学习、信号处理、生物信息学以及各类科学与工程领域中,成为学者们研究的重点.基于罚函数以及微分包含的思想,提出

了一种解决带有不等式约束条件和等式约束条件的非光滑伪凸优化问题的新型神经网络方法.在给定的假设条件下,该神经

网络的解可以在有限时间内进入可行域并永驻其中,最终收敛到优化问题的最优解集.相比其他神经网络模型,该模型具有以

下优点:１)结构简单,为单层模型;２)不需要事先计算精确的惩罚因子;３)初始点可任意选取.在 MATLAB环境下,通过数值

实验得出,所提网络都能在有限时间内收敛到一个最优解;而用现有的神经网络模型解决同样的优化问题时,若初始点选取不

恰当,则会导致状态解不能在有效时间内收敛甚至不能收敛.这不仅进一步地验证了所提神经网络的有效性,同时也说明其具

有更广泛的应用范围.
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NovelNeuralNetworkforDealingwithaKindofNonＧsmoothPseudoconvexOptimization
Problems
YUXinandLINZhiＧliang
SchoolofComputer,ElectronicsandInformation,GuangxiUniversity,Nanning５３０００４,China

　

Abstract　Theresearchofoptimizationproblemisfavoredbyresearchers．Nonsmoothpseudoconvexoptimizationproblemsarea

specialkindofnonconvexoptimizationproblems,whichoftenappearinmachinelearning,signalprocessing,bioinformaticsandvaＧ

riousscientificandengineeringfields．Basedontheideaofpenaltyfunctionanddifferentialinclusion,anewneuralnetworkmeＧ

thodisproposedtosolvethenonＧsmoothpseudoconvexoptimizationproblemswithinequalityconstraintsandequalityconＧ

straints．Undergivenassumptions,thesolutionoftheRNNcanenterinthefeasibleregioninfinitetimeandstaytherethereＧ

after,atlastconvergetotheoptimalsolutionsetoftheoptimizationproblem．Comparedwithotherneuralnetworks,theRNNhas

thefollowingadvantages:１)simplestructure,itisasingleＧlayermodel;２)itisnotneedtocomputeanexactpenaltyparameterin

advance;３)theinitialpointischosedarbitrarily．UndertheenvironmentofMATLAB,mathematicalsimulationexperimentsshow

thatstatesolutioncanconvergetotheoptimalsolution．Atthesametime,iftheinitialpointsarenotselectedproperly,thestate

solutionwillnotconvergeinlimittimeevencannotconverge．ThisnotonlyverifiestheeffectivenessoftheproposedRNN,but

alsoshowsthattheproposednetworkhasawiderrangeofapplications．

Keywords　Differentialinclusion,Recurrentneuralnetwork(RNN),Nonsmoothpseudoconvexoptimization,Optimalsolutionset,

Penaltyparameter

　

１　引言

优化问题广泛存在于科学与工程领域,带有约束条件的

优化问题更是层出不穷.虽然学者们已经提出了很多有效的

数值方法[１Ｇ４]来解决这些问题,但是当优化问题结构复杂且

需要实时解时,这些传统的数值方法仍然无法满足人们的要

求.Tank等[５]在１９８６年提出了一个递归神经网络模型(ReＧ

currentNeuralNetwork,RNN)来解决线性规划问题,他们的

开创性工作激发了研究人员开发各种有效的 RNN 模型.

Kennedy等[６]于１９８８年提出了一种基于硬件实现求解实时



问题的神经网络模型,用于解决非线性规划问题.随后,

Zhang等[７]提 出 了 拉 格 朗 日 RNN,Xia 等[８]提 出 了 投 影

RNN,Hu等[９]和Liu等[１０]提出了对偶 RNN.

然而,上述神经网络大多是针对目标函数和限制条件均

光滑的情况.为了解决一类非光滑优化问题,Forti等[１１]提

出了一种基于次梯度理论的新型 RNN.该模型可以解决一

类带有不等式约束的优化问题,该问题的目标函数是非凸非

光滑函数,不等式约束是非光滑凸函数.Li等[１２]提出了一个

投影 RNN,通过在Clarke广义梯度系统中引入投影法,解决

一类特定的非光滑优化问题.通过使用惩罚函数和次梯度的

方法,Xue等[１３]和Bian等[１４]提出了几种 RNN模型来解决带

有更多一般限制函数的非光滑优化问题,但是这种 RNN 的

有效性依赖于惩罚参数的准确性.为了避免惩罚参数的计

算,Bian等[１５]引入正则项来代替传统的惩罚参数,同时该

RNN具有全局吸引性.此外,Qin等[１６]提出了另一种 RNN
来解决文献[１４]中的问题,该方法采用了 Tikhonov正则化方

法.文献[１６]中的 RNN 同样不需要计算准确的惩罚参数,

也不需要文献[１４Ｇ１５]中关于int(S１)∩S２≠０的假设.Qin
等[１７]也提出了一个双层 RNN 来解决文献[１４]中的问题,且

同样不需要文献[１４Ｇ１５]中关于int(S１)∩S２≠０的假设.

作为非凸优化中的一种,伪凸优化具有许多可以用 RNN
来求解的优良特性,在投资组合、图像处理、工程设计等领域

有着广泛的应用[１８Ｇ１９].Hu等[２０]针对目标函数为光滑伪凸的

优化问题,提出了一种基于投影法的 RNN 算法,然而该网络

不能解决非光滑伪凸优化问题.Guo等[２１]和 Qin等[２２]分别

提出了一种 RNN来处理一类约束条件仅含线性方程的非光

滑伪凸优化问题.基于惩罚函数法,Liu等[２３]提出的 RNN
能够求解约束条件包括等式和盒集的非光滑伪凸优化问题.

然而,这种网络的有效性依赖于精确的惩罚参数,而这些参数

通常很难计算.Li等[２４]引入了一种基于投影法的 RNN,它

无须事先计算惩罚参数,可以处理一类更广泛的非光滑伪凸

优化问题,其中的约束条件包括一些不等式和一个凸集.

QIN等[２５]提出了一种单层神经网络模型,可以处理约束条件

为不等式和等式的伪凸优化问题,但它要求目标函数是有

界的.

在此基础上,本文提出了一种基于微分包含理论的神经

网络,用以解决带有等式与不等式约束条件的非光滑伪凸优

化问题.与现有的神经网络相比,本文的神经网络具有以下

优势.

(１)对神经网络初始点的选取没有限制,可以任意选取.

在文献[２４,２６]中,初始点需要在等式可行域S２ 中选取;而在

文献[２３,２７]中,初始点必须在一个有界的区域内选取.

(２)该神经网络模型为单层模型,结构相对简单,易于硬

件实现.而文献[１７,２８]中分别为双层和三层神经网络模型,

结构复杂,难以硬件实现.

(３)本文的神经网络不需要预先计算精确的惩罚函数,这

就意味着我们无须计算目标函数在给定集合内的 Lipschitz
常数lV ,该常数在实际应用中通常很难计算.然而在文献

[１３Ｇ１４,２３]中的神经网络模型都要求事先计算好惩罚参数,

以此来保证模型的收敛性.

为了事先计算惩罚参数,通常需要以下步骤[２９]:

步骤１　找到x∧∈int(S１)∩S２,并计算g
∧＝ min

１≤i≤p
－Gi(x

∧);

步骤２　找到一个满足S⊂B(x∧,ρ)的开球B(x∧,ρ);

步骤３　在包含于B(x∧,ρ)的一个给定紧集中,估计目标

函数f的Lipschitz常数lV ;

步骤４　根据g
∧ 和lV 的值,计算出惩罚参数σ.

所提神经网络模型只需要进行步骤１,计算并找到x∧ 和g
∧

即可,避免了对lV 的估计.

２　问题描述与预备知识

２．１　问题描述

本文研究的问题如下式所示:

minf(x)

s．t．g(x)≤０

Ax＝b

(１)

其中,x＝(x１,x２,􀆺,xn)T∈ℝn;目标函数f:ℝn→ℝ 是正则

的且在 可 行 域 内 是 伪 凸 的,但 不 一 定 是 光 滑 的;g(x)＝
(g１(x),g２(x),􀆺,gp(x))T:ℝn → ℝp,其 中,gi (x)(i＝１,

２,􀆺,p)是凸函数,但不一定是光滑的.不等式可行域、等式

可行域和可行域的定义如下:

S１＝{x∈ℝn:g(x)≤０}

S２＝{x∈ℝn:Ax－b＝０}

S＝S１∩S２＝{x∈ℝn:g(x)≤０,AxＧb＝０}

２．２　预备知识

定义１[３０](上 半 连 续 集 值 映 射)　 对 于 任 意 的x∈Ω,

ψ(x)⊆ℝn 是一个非空集合,则称函数ψ:Ω∈ℝn→ℝn 是一

个集值函数.称一个集值函数ψ:Ω∈ℝn→ℝn 在x′∈Ω上是

上半连续的(u．s．c),当且仅当对于任意ε＞０,存在一个δ＞０,

使得ψ(B(x′,δ))⊆B(ψ(x′),ε).

定义２[３１](伪凸函数)　假设一个非空集合 K⊆ℝn 是凸

的.对于任意a,b∈K,若ψ(b)≥ψ(a),则存在ι∈∂ψ(a)使得

‹ι,b－a›≥０,我们称函数ψ是在K 上的一个伪凸函数.

定义３[３２](链式法则)　如果V:ℝn→ℝ是正则函数,x:

ℝ→ℝn 在t处可微且满足Lipschitz连续,则:

d
dtV

(x(t))＝‹ξ(t),x
􀅰(t)›,∀ξ(t)∈V(x(t))

３　神经网络模型

为了解决带有等式约束与不等式约束的非光滑伪凸优化

问题,我们将构建一个基于微分包含的神经网络模型.在此

之前,先给出一些必要的定义.

首先,定义一个罚函数:

G(x)＝∑
p

i＝１
max{０,gi(x)}

因为gi(x)(i＝１,􀆺,p)是凸函数,所以G(x)也是凸函

数.因此,对所有的x∈ℝn都存在对应的∂G(x),且:
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∂G(x)＝

∑
i∈I０(x)

[０,１]∂gi(x), x∈bd(S１)

{０}, x∈int(S１)

∑
i∈I＋ (x)

∂gi(x)＋ ∑
i∈I０(x)

[０,１]∂gi(x),

x∉S１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

其中:

I＋ (x)＝{i∈{１,２,􀆺,m}:gi(x)＞０}

I０(x)＝{i∈{１,２,􀆺,m}:gi(x)＝０}

基于上文的理论知识,提出以下用以解决带有等式约束

条件和不等式约束条件的非光滑伪凸优化问题的神经网络

模型.

x
􀅰(t)∈－μ(t)(I－P)×{ １

max{１,‖γ‖}γ＋(‖x(t)－

x~‖２＋α)ξ}γ∈∂f(x(t)),ξ∈∂G(x(t))－ATh(Ax(t)－b)(２)

令tS２ ＝‖Ax０－b‖１/λm (AAT),λm (AAT)是矩阵AAT 的

最小特征值,x０是式(２)的初始点,P＝AT (AAT)－１A,α是一个

常数.因为A是一个行满秩矩阵,AAT 是正定的,λm(AAT)＞

０,因此tS２ ＞０是一个有限值.

另外,h(x)＝(h
~(x１),h

~(x２),􀆺,h
~(xm))T,其中h的每个

分量h
~(xi)定义为:

h
~(xi)＝

１, xi＞０
[－１,１], xi＝０

－１, xi＜０

ì

î

í

ïï

ïï

其中,i＝１,２,􀆺,m.

函数μ(t)为开关函数,定义为:

μ(t)＝
０, ift≤tS２

１, ift＞tS２
{

式(２)与其他现有的 RNN 在解决伪凸优化问题上的比

较如表１所列.

表１　与现有神经网络的对比

Table１　Comparisonsofrelatedneuralnetworksforpseudoconvex

optimizationproblem

Reference Layers Neurons
Exactpenalty
parameters

Initialpoint
selectedarbitrarily

[１１] １ n Yes No
[１３] １ n Yes Yes
[１４] １ n Yes No
[１５] １ n No Yes
[１７] ２ n＋m No No
[１８] １ n Yes No
[２６] １ n No No
[２８] ３ n＋m＋p No No

Herein １ n No Yes

４　主要定理

我们使用了理论分析与实验验证的方式,来验证所提神

经网络模型的有效性.在本文提出的神经网络模型中,任意

选取的初始点都可以使状态解进入可行域内,且最终收敛到

一个点上,而该点恰好是原始优化问题的最优解.

首先证明式(２)具有局部解,接着证明其可以在有限时间

内进入可行域内且不再离开;然后证明了因为式(２)的轨迹是

有界的,所以本文提出的神经网络具有全局解;最后在前面分

析的基础上,讨论神经网络的收敛性与准确性,说明神经网络

轨迹最终会收敛到原始优化问题的一个最优解.

假设１　存在一个点x~∈ℝn 以及ρ＞０,满足x~∈int(S１)∩

S２,S⊂B(x~,ρ),使得g~＞０,其中,g~＝ min
i＝１,２,􀆺,m

(－gi(x~)).

定理１　给定任意初始点x０∈ℝn,在式(２)的最大定义

域[０,T)上,至少存在一个局部解x(t),其中T∈(tS２
,＋∞).

证明:分两种情况讨论.

情况１　x０∉S２.在这种情况下,tS２ ＞０.当t∈[０,tS２
]

时,式(２)可以简化为:

x􀅰(t)∈－ATh(Ax(t)－b)

因为－ATh(Ax(t)－b)是一个紧凸且非空的上半连续集

值映射,所以在最大定义域[０,T１)上存在一个局部解x(t),其

中T１∈(０,tS２
].

令ψ(x)＝１
２‖x－x~‖２,其中x~ 在假设１中已有定义.

对所有t＜T１,由定义３可得:

d
dtψ

(x(t))＝‹x(t)－x~,x􀅰(t)›＝－(x(t)－x~)TATη(t)

其中,η(t)∈h(Ax(t)－b)是一个可测函数.显然,由前文的

定义可以得到,对所有的t＜T１,有 d
dtψ

(x(t))≤０.这就意味

着x(t)在t∈[０,T１)上是有界的.根据解的扩展性原理,对

任意初始点x０∉S２,式(２)的解在[０,tS２
]上都是存在的.

当t＞tS２
时,式(２)可以改写成:

x􀅰(t)∈－(I－P)×{ １
max{１,‖γ‖}γ＋(‖x(t)－x~‖２＋

α)ξ}γ∈∂f(x(t)),ξ∈∂G(x(t))－ATh(Ax(t)－b) (３)

通过简单的分析,可以得出式(３)的右边是一个紧凸且非

空的上半连续集值映射,因此式(２)的局部解x(t)存在于最

大定义域[tS２
,T２]上,其中T２∈(tS２

,＋∞).根据上面的理

论分析可知,对任意初始点x０∉S２,x(t)存在于最大定义域

[０,T)上,T∈(tS２
,＋∞).

情况２　x０∈S２.在这种情况下,tS２ ＝０.与情况１类似

的证明方法同样可以证明,对于任意初始点x０∈S２,x(t)存

在于最大定义域[０,T)上,其中T∈(tS２
,＋∞).

定理２　对任意初始点x０∈ℝn,式(２)的局部解可以在

有限时间内进入等式可行域S２,且进入后不再离开.

证明:令π(x)＝‖Ax(t)－b‖１,则S２＝{x∈ℝn:π(x)≤

０}.因为π(x)是凸正则函数,有∂π(x)＝ATh(Ax(t)－b).由

定义３可知,存在γ(t)∈∂f(x(t)),ξ(t)∈∂G(x(t)),η(t)∈

h(Ax(t)－b),对几乎所有t∈[０,T)满足:

d
dtπ

(x(t))＝‹ATη(t),－μ(t)(I－P)[ １
max{１,‖γ(t)‖}

γ(t)＋(‖x(t)－x~‖２＋α)ξ(t)]－ATη(t)›

根据P 的定义,有A(I－P)＝A－AAT (AAT)－１A＝０,对

几乎所有t∈[０,T),有:

d
dtπ

(x(t))＝－η(t)TAATη(t)≤－λmin(AAT)‖η(t)‖２
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因为AAT 是正定矩阵,则λmin(AAT)＞０.对于任意的

x∉S２,由h的定义知,‖η(t)‖２＝∑
m

i＝１
|ηi(t)|２≥１,则:

d
dtπ

(x(t))≤－λmin(AAT)＜０,t∈[０,T) (４)

接下来,我们要证明对于任意初始点x０∉S２,式(２)的局

部解x(t)可以在tS２
时间内进入S２.

０＜π(x(t０))≤π(x(０))－λmin(AAT)t０

解上面的不等式可得,t０≤‖Ax０－b‖１/λm(AA)T.这意

味着x(t)会在tS２ ＝‖Ax０－b‖１/λm (AAT)后进入等式可行

域S２ 中.

以下证明x(t)进入S２ 后不再离开.

令t′∈[０,T),则x(t′)∈S２.我们需要证明t∈[t′,T)

时,x(t)∈S２.采用反证法,假设x(t)在t１∈(t′,T)时离开

S２,即在t∈(t１,t２)时,有x(t)∉S２,其中t２∈(t１,T).因为对

所有的t∈(t１,t２),有π(x(t１))＝０,d
dtπ

(x(t))≤－λmin(AAT)＜

０.通过计算可得,对所有的t∈(t１,t２),有π(x(t))＜０,与

π(x)＞０矛盾.

因此,x(t)会在有限时间内进入S２,且进入后不再离开.

定理得证.

通过上面的定理,可以得出,当t＞tS２
时,式(２)可以转换为:

x􀅰(t)∈－(I－P)×{ １
max{１,‖γ‖}γ＋(‖x(t)－

x~‖２＋α)ξ}γ∈∂f(x(t)),ξ∈∂G(x(t))－ATh(Ax(t)－b)

Ax(t)－b＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(５)

下面我们将要证明式(２)的局部解可以在有限时间内进

入S中且不再离开.首先给出一个在后续证明中会用到的

假设和引理.

假设２　 目 标 函 数 f 在 等 式 可 行 域 内 是 有 界 的,即

inf
x∈S２

f(x)＞－∞.

引理１[２５]　 假定假设 １ 成立,对 任 意 x∈S２\S１,ξ∈

∂G(x),有:

(x－x~)T(I－P)ξ≥g~

其中,g~＝ min
i＝１,２,􀆺,m

(－gi(x~))＞０,x~ 在假设１中有定义.

定理３　假定假设１和假设２成立,对任意的初始点

x０∈ℝn,式(２)的局部解x(t)将会在有限时间内进入可行域

S中且不再离开.

证明:由定理２,对任意的初始点x０∈ℝn,RNN(２)的局

部解会在tS２
时间后进入S２ 且不再离开.下文将证明,对任

意初始点x０∈S２\S１,式(５)的局部解都可以在有限时间内进

入S１ 中.

当t＞tS２
时,神经网络可以简化为:

x􀅰(t)∈－(I－P)×{ １
max{１,‖γ‖}γ＋(‖x(t)－

x~‖２＋α)ξ}γ∈∂f(x(t)),ξ∈∂G(x(t))

Ax(t)－b＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(６)

由链式法则,对几乎所有t∈[０,T)得:

d
dtG

(x(t))＝ －ξ(t)T (I－P){ γ(t)
max{１,‖γ(t)‖}＋

(‖x(t)－x~‖２＋α)ξ(t)}

≤‖ (I－P)ξ(t)‖ γ(t)
max{１,‖γ(t)‖}－

(‖x(t)－x~‖２＋α)ξ(t)T(I－P)ξ(t)

＝‖(I－P)ξ(t)‖ γ(t)
max{１,‖γ(t)‖}－

(‖x(t)－x~‖２＋α)‖(I－P)ξ(t)‖２

＝‖(I－P)ξ(t)‖ { γ(t)
max{１,‖γ(t)‖}－

(‖x(t)－x~‖２＋α)‖(I－P)ξ(t)‖}

由假设２,对任意x０∈ℝn,式(２)的局部解x(t)都是有界

的,即存在R′＞０,使得‖x(t)－x~‖≤R′.结合引理１,在

x(t)进入S前,对所有t∈[０,T),有:

d
dtG

(x(t))≤
g~

R′
－g~２－α

g~

R′
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＜０ (７)

假设存在一个时间点 T１＞０,使得所有的t＞T１,都有

x(t)∈S２\S１.对式(７)两端从tS２
到t进行积分,当t→＋∞

时,易得:

G(x(t))－G(x(tS２
))≤∫

t

tS２

g~

R′
－g~２－α

g~

R′
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

[ ]dt→－∞

上式与G(x(t))的非负性相矛盾,所以假设不成立.故

存在一个时间点tS１ ＞０,使得x(t)∈S.这说明式(２)的状态

解x(t)将在有限时间内进入可行域S中.

类似定理２的证明,可证明式(２)的状态解x(t)将永驻可

行域S中.

定理４　假定假设１和假设２成立,对任意初始点x０∈

ℝn,式(２)至少有一个全局解.

证明:对任意初始点x０∈ℝn,假设x(t)是式(２)的一个

局部解.若x０∉S,根据定理３可知,x(t)会在有限时间内进

入可行域S并永驻其中,即对任意初始点x０∉S,x(t)在进入

S前是有界的.此外,由假设１可知S是有界的,因此x(t)在

t∈[０,T)上也是有界的.根据解的扩展性原理,局部解x(t)

也是定义域t∈[０,＋∞)上的一个全局解.

定理５　假定假设１和假设 ２成立,对任意初始点x０∈

ℝn,式(２)的解可以收敛到式(１)的一个最优解.

证明:设x∗ 是式(１)的一个最优解.考虑能量函数:

ϖ(x)＝f(x)－f(x∗ )＋１
２‖x－x∗ ‖２

当x∈S时,容易知道ϖ(x)≥０.根据链式法则,对几乎

所有的t≥０,存在τ(t)∈∂f(x(t)),ζ(t)∈∂G(x(t)),满足:

d
dtϖ

(x(t))＝‹τ(t),x􀅰(t)›＋‹x(t)－x∗ ,x􀅰(t)› (８)

当t≥０时,有x(t)∈S,则G(x(t))＝０,即:

‹ζ(t),x􀅰(t)›＝０ (９)

因此,对所有的t≥０,

‹τ(t),x􀅰(t)›＝‹τ(t)＋(‖x(t)－x~‖２＋α)ζ(t),x􀅰(t)›

＝－‖(I－P){ １
max{１,‖τ(t)‖}τ(t)＋

(‖x(t)－x~‖２＋α)ζ(t)}‖２
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＝－‖x􀅰(t)‖２ (１０)

另一方面,结合定义２和式(８),可以得到:

‹x(t)－x∗ ,x􀅰(t)›＝－ x(t)－x∗ , τ(t)
max{１,‖τ(t)‖}

－‹x(t)－x∗ ,(‖x(t)－x∗ ‖２ ＋

α)ζ(t)›

≤０ (１１)

结合式(８)、式(１０)和式(１１),得:

d
dtϖ

(x(t))≤－‖x􀅰(t)‖２≤０ (１２)

因此,ϖ(x(t))≥０是一个非增函数.所以,存在一个非负常

数ϖ０,使得:

lim
t→＋∞

　ϖ(x(t))＝ϖ０

对式(１２)的两端从０到＋∞进行积分,可以得到:

∫
＋∞

０
‖x􀅰(t)‖２dt≤ϖ(x(０))－ϖ０＜＋∞

这就意味着,当t→＋∞时,‖x􀅰(t)‖→０.

另外,又因为当t≥０时,x(t)是有界的,所以存在x－ 和一

个序列{tM},其中 lim
M→＋∞

tM ＝＋∞,使得:

lim
M→＋∞

x􀅰(tM)＝０

lim
M→＋∞

x(tM)＝x－{ (１３)

下面我们将证明x－ 是式(１)的最优解.

由定理 ３ 可 知,存 在τ(tM )∈∂f(x(tM )),ζ(tM )∈

∂G(x(tM)),使得:

x􀅰(tM)＝(I－P)×{ １
max{１,‖τ(tM)‖}τ(tM)＋

(‖x(t)－x－‖２＋α)ζ(tM)}

因为{x(tM)}有界,∂f(x)是上半连续的,所以存在{tM }

中的一个序列{tM′}以及τ－,使得:

lim
M′→∞

　τ(tM′)＝τ－

结合 lim
M′→＋∞

x(tM′)＝x－ 和τ(tM′)∈∂f(x(tM′)),可得:

τ－∈∂f(x－)

根据定理３,x(tM′),x－∈S,可得:

(x(t)－x(tM′))TP＝０ (１４)

由G(x)的凸性,对任意ζ(tM′)∈∂G(x(tM′)),有:

‹x－x(tM′),ζ(tM′)›≤G(x)－G(x(tM′))＝０ (１５)

因此,根据式(１３)－式(１５),对任意x∈S,有:

０＝lim
M′→∞

　‹x－x(tM′),x􀅰(tM′)›

＝lim
M′→∞

‹x－x(tM′),{ １
max{１,‖τ(tM′)‖}τ(tM′)＋

(‖x(t)－x－‖２＋α)ζ(tM′)}›

≥lim
M′→∞

x－x(tM′),－ １
max{１,‖τ(tM′)‖}τ(tM′)

＝‹x－x－,－τ－›

由定义２可得,对任意x∈S:

f(x)－f(x－)≥０
最后,我们要证明lim

t→＋∞
　x＝x－.考虑下面的另一个能量

函数:

ϖ′(x)＝f(x)－f(x－)＋１
２‖x－x－‖２ (１６)

显然,当t≥０时:

ϖ′(x)＝f(x(t))－f(x－)＋１
２‖x(t)－x－‖２

≥１
２‖x(t)－x－‖２≥０ (１７)

根据上面的分析,对于所有的t≥０:

d
dtϖ′

(x(t))≤０ (１８)

即lim
t→＋∞

ϖ′(x(t))存在.

根据式(１３)和式(１６),有:

lim
M′→＋∞

　ϖ′(x(tM′))＝ lim
M′→＋∞

　f(x(tM′))－f(x－)＋

lim
M′→＋∞

１
２‖x(tM′)－x－‖２

＝f(x－)－f(x－)＋１
２‖x－－x－‖２

＝０
因此:

lim
t→＋∞

　ϖ′(x(t))＝０ (１９)

由式(１７)和式(１９),得:

lim
t→＋∞

　x(t)＝x－

证明完毕.

５　仿真实验

为了验证本文所提新型神经网络方法的有效性,下面将

采用仿真实验来模拟式(２),并用实验结果图来展示其在解决

伪凸优化问题上的有效性.仿真实验在 MATLAB２０１２a平

台上进行.

５．１　实验１
考虑下面的二次型的伪凸优化问题:

minf(x)＝xTQx＋aTx＋a０x
cTx＋c０

s．t．Ax＝b,５≤xi≤１０,i＝１,２,３,４

其中,Q＝

５ －１ ２ ０

－１ ５ －１ ３

２ －１ ３ ０

０ ３ ０ ５

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,A＝
１ －１ ０ ０

０ ０ １ －１
æ

è
ç

ö

ø
÷,a＝

１

－２

－２

１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,c＝(２,１,１,０)T,a０＝－２,c０＝４,b＝(１,２)T.

这是一个目标函数拥有４个变量的典型的二次型优化问

题.通过简单计算不难得出f(x)在可行域S中是伪凸的,因

此我们可以使用式(２)来解决这类问题.

因为所提神经网络模型的初始点可以任意选取,所以不

管初始点是否在可行域内,神经网络的状态向量x(t)最终都

会收敛到可行域中,并收敛到原始优化问题的最优解.任选

初始点(５,３,０,５)T,经验证,该初始点不在可行域内.图１给

出了该初始点随着时间不断地向可行域内部靠近,最后收敛
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到(６,５,７,５)T.同时,图２给出了所提模型在另一个同样不

在可行域内的初始点(６,３,５,８)T 的轨迹,随着时间的变化,

神经网络的状态向量的轨迹同样不断地向可行域靠近,最终

也收敛到(６,５,７,５)T,此时目标函数的函数值为f(x∗ )＝

２５．２１４３.

图１　神经网络(式(２))在初始点(５,３,０,５)T 的轨迹图

Fig．１　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(２))withinitial

point(５,３,０,５)T

图２　神经网络(式 (２))在初始点(６,３,５,８)T 的轨迹图

Fig．２　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(２))withinitial

point(６,３,５,８)T

为了更好地展示所提神经网络模型的有效性,将其与文

献[２５]中的神经网络模型式(１１)进行对比,这里选取了同样

的初始点(６,３,５,８)T.如图３所示,可以看出,在相同的时间

内,文献[２５]所提神经网络收敛效果劣于本文所提神经网络.

图３　文献[２５]中神经网络(式(１１))在初始点(６,３,５,８)T

的轨迹图

Fig．３　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(１１))

inliterature[２０]withinitialpoint(６,３,５,８)T

５．２　实验２
实验１考虑了光滑伪凸优化问题,接下来考虑如下非光

滑伪凸函数.

minf(x)＝x２
１＋|x２－x１|－x２－２０
(x１＋x２)２－２x３＋２

s．t．x２
１＋x２

２≤８

３x１－２x２≤４

x３≤１

x１＋２x２＝１
这是一类常见的三元二次优化问题,用传统的数值方法

求解具有一定的难度.此前有不少学者构造了各种不同类型

的神经网络模型来解决这类问题,但是这些模型大多存在以

下两个缺点:１)要计算惩罚参数;２)结构相对复杂.经过简单

的计算,可知不等式可行域S１ 是有界的,且目标函数f(x)在

ℝn 上是一个凸函数,所以采用本文构造的神经网络模型能

够避免上述问题,从而更有效地对该类问题进行求解.

图４给出了实验２中式(２)任取１０个初始点的状态向

量的运动轨迹,从图中易见神经网络的所有轨迹在有限时间

内进入可行域并最终收敛于点x∗ ＝(－０．３１９３,０．６６９７,

－１．００９２)T,f(x∗ )＝－４．７２７８.经计算,点x∗ 为该三元二

次优化问题的最优解.

图４　实验２中神经网络(式(２))任取１０个初始点的状态向量轨迹图

Fig．４　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(２))withten

initialpointsinexample２

同样地,我们使用文献[２５]中的神经网络模型(式(１１))

对实验２中的优化问题做一个对比实验,这里我们选取了任

意的一个初始点(４．４,－２．３,－５．６)T.如图５所示,状态向

量的轨迹并不收敛,因此文献[２５]所提出的神经网络对解决

三元二次优化问题的收敛效果劣于本文提出的神经网络.

图５　文献[２５]中神经网络(式(１１))在初始点(４．４,－２．３,－５．６)T

的轨迹图

Fig．５　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(１１))

in[２５]withinitialpoint(４．４,－２．３,－５．６)T

５．３　实验３
考虑下面目标函数为高斯函数的优化问题:

minf(x１,x２)＝－exp(－x２
１－x２

２)

s．t．－１≤xi≤１,i＝１,２

０．５２３x１＋０．９１７x２＝０．６２３
高斯函数存在于许多领域中,如统计与概率论、量子场

论、地质统计学等.它是一种局部 Lipschitz连续且在ℝn 上

严格伪凸的特殊函数,我们使用式(２)来解决此类高斯问题.
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与文献[２３]不同,我们不需要 预先计算一些精确的参数.

图６为式(２)的状态向量的１０个随机初始点收敛于优化问题

的最优解.

图６　实验３中神经网络(式(２))任取１０个初始点的状态

向量轨迹图

Fig．６　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(２))withten

initialpointsinexample３

对于图６中的１０个相同的任意初始点,我们使用文献

[２２]中的神经网络模型(式(３))对实验３中的高斯优化问题

做一个对比实验.如图７所示,状态向量的轨迹并不收敛,说

明相比已提出的模型,本文提出的神经网络模型在解决高斯

优化问题上更有优势.

图７　文献[２２]中神经网络(式(３))任取１０个初始点的状态

向量轨迹图

Fig．７　Transientbehaviorsofneuralnetwork(equ．(３))in

literature[２２]withteninitialpoints

结束语　本文提出了一种用以解决一类非光滑伪凸优化

问题的神经网络模型,与已有模型相比,所提神经网络模型结

构简单,不用计算惩罚参数,且初始点可任意选取,适用范围

更广.通过理论分析,首先证明了神经网络存在局部解,接着

分别证明了神经网络的状态解会在有限时间内进入可行域内

并永驻其中,然后证明了神经网络具有全局解,最后证明了神

经网络最终收敛到原优化问题的最优解.通过两个仿真实

验,验证了理论分析的正确性,进一步表明本文提出的神经网

络模型是有效的.实际上,非凸优化问题在各类科学与工

程领域[３３Ｇ３５]中也非常常见,然而本文提出的神经网络模型

不能很好地处理更为一般的非凸优化问题,因此,设计一

个更高效的神经网络模型来处理此类问题是我们未来的

研究方向.
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