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摘　要　在科学计算和工程领域,大型稀疏线性方程组的求解非常常见,目前已经有许多迭代方法和预处理技术被用于求解这

类方程.DILU 预处理技术类似于ILU,是开源计算流体力学软件 OpenFOAM 中重要的预处理技术,但未在 OpenFOAM 以外

的领域引起关注,目前也没有完整的 GPU 实现.比较了 DILU 和ILU 预处理技术对稳定双共轭梯度法(BiCGStab)加速的效

果,以及它们在构造预处理子上的开销,结果表明,DILU 在加速效果上不逊于ILU 且在稳定性上优于ILU.在 GPU 并行实现

方面,DILU 可以使用分层并行和无全局同步并行两种并行策略,详细讨论了 DILU 预处理技术在这两种策略下的实现方法,

给出了相关的算法和参考代码,然后比较了在两种并行策略下 DILU 预处理技术的性能.数值实验结果表明,在实践中两种并

行策略各有优劣,可以根据实际表现进行选择.另外比较了 GPU 和 CPU 执行的 DILU 预处理技术,GPU 在性能上具有明显

优势,在线性方程组求解上存在性能瓶颈的程序可以移植到 GPU 平台以提升性能.
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Abstract　Largesparselinearequationsoftenappearinscientificcomputationandengineering．Therearemanyiterativemethods
andpreconditioningtechniquesforsolvingtheselinearequations．DiagonalＧbasedincompleteLU (DILU)isapreconditioning
techniquesimilartoincompleteLU (ILU)factorization．DILUisappliedinOpenFOAM,anopensourcecomputationalfluiddyＧ
namicssoftware,andisaveryimportantpreconditioningtechniqueinOpenFOAM．DILUhasnotreceivedextensiveattention
outsideOpenFOAM,andthereisnocompleteGPUＧbasedimplementationsofar．ThispapercomparesDILU preconditioned
BiCGStabwithILUpreconditionedBiCGStab,andthetimeelapsesinpreconditionerconstructions．ThenumericexperimentssugＧ

gestthatDILU maybemoreefficientandstablethanILU．AsforGPUＧbasedparallelimplementations,thispaperdiscussestwo

parallelschemes,thatarelevelＧsetschemeandsynchronizationＧfreescheme,andgivesrelatedalgorithmsandsomecodesunder
thesetwoparallelschemes．ItcomparestheperformancesofDILUpreconditioningtechniqueundertwoparallelschemes．ThenuＧ
mericresultsshowthateachschemehasitsownadvantagesanddisadvantagesindifferentequations,andwecanselectoneacＧ
cordingtotheirperformancesinpractice．ThispapercomparestheperformanceofDILUpreconditioningonGPUandCPU,and
theresultsshowthatGPUismorecompetitive．Theapplicationsthathaveperformancebottlenecksonlinearsystemssolutions
canbeimprovedbymovingtoGPUplatforms．
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１　概述

１．１　稀疏线性方程组概述

在科学研究和工程领域,一般通过数值方法对微分方程

进行求解.常见的微分方程数值求解方法包括有限差分法、

有限单元法和有限体积法[１],这些方法的思路都是在计算区

域将微分方程进行离散,得到一个线性方程组.从微分方程

离散得到的线性方程组具有稀疏的特点,即相比方程的规模,



其非零元素非常少;并且在许多问题中,为达到理想要计算精

度,计算区域划分的网格必须十分精细,得到的线性方程组的

规模也会非常大.综上,在使用线性方程组求解算法时,我们

常常需要面对大规模稀疏线性方程组.此外,许多涉及特征

值的数值问题的求解思路与线性方程组的求解思路相同[２],

因此如何高效求解大规模稀疏线性方程组极具研究价值.

由于稀疏线性方程组具有规模大和稀疏的特点,在实践

中一般使用专门设计的存储方式来对其进行存储,常见的存

储方法有 CSR(CompressedSparseRow),COO(Coordinate)

和 DIA(Diagonal)等[３].相比传统的稠密存储方法,稀疏存

储方法可以有效地节省存储空间,但无法灵活地访问矩阵元

素,矩阵操作如矩阵乘向量无法使用 BLAS(BasiclinearAlＧ

gebraSubroutine)定义的接口,必须根据存储方式重新设计

算法.

稀疏线性方程组的求解方法分为两类:直接法[４]和迭代

法[１,５].直接法通过矩阵分解(如 LU 分解和 Cholesky分解)

将方程分解为两个三角方程,然后求解三角方程得到方程的

解.直接法的优点是求解结果的精度高、性能稳定;缺点是对

存储空间的需求较大.在稀疏存储方式下,直接法计算过程

中会将一些零元素变成非零元素,导致矩阵分解的结果往往

比较稠密,在面对规模非常大的稀疏线性方程组时常常无能

为力.迭代法从一个初始解向量出发,经过一系列运算得到

下一个近似解向量,然后反复进行这个过程,近似解向量可以

逐渐收敛到精确解.迭代法的优点是不更改系数矩阵本身,

因此其对存储空间的需求较低,几乎是求解大规模稀疏线性

方程组的唯一方法.

常见的 迭 代 法 有 Jacobi迭 代、共 轭 梯 度 法 (Conjugate

Gradient,CG)和双共轭梯度法(BiConjugateGradient,BiCG)

等[１,５].迭代法的核心操作是矩阵乘向量,即SpMV,高效地

实现这个操作是提高迭代法性能的关键之一,目前已有许多

文献讨论了它在 GPU上的实现[６Ｇ９].

迭代法的收敛速度一般与方程的系数矩阵的特征值分布

情况有关,特征值病态分布的方程使用迭代法求解时收敛速

度非常慢.为改善系数矩阵的特征值分布情况,提出了许多

预处理技术.经典的预处理技术有不完全 LU 分解(IncomＧ

pleteLU,ILU)、不完全Cholesky分解(IncompleteCholesky,

IC)和稀疏近似逆(SparseApproximateInverse)等[１].开源

计算流体力学软件 OpenFOAM[１０Ｇ１２]中有两种非常重要的预

处理 技 术:DILU (DiagonalＧbasedIncompleteLU)和 DIC
(DiagonalＧbasedIncompleteCholesky).这两种预处理技术

具有构造简单和数值稳定性良好的优点,分别适用于一般方

程组和对称方程组,但没有在 OpenFOAM 以外的领域引起

广泛关注.本文比较了 DILU 和ILU 对迭代法的加速效果

以及它们的性能,结果表明,DILU 在数值稳定性上更具优

势,可以应用到更广泛的领域.

１．２　GPU并行计算概述

传统的并行计算机由多处理器系统组成,通用处理器

(CentralProcessingUnits,CPU)缓存容量大,具有乱序执行、

多发射流水线和分支预测等功能,在执行逻辑复杂的代码时

具有较高的吞吐量.然而,在科学计算和工程领域,许多问题

的计算过程中,数学运算的耗时远高于逻辑控制,使用通用处

理器科简值是大材小用,因此许多协处理器应运而生,专门用

于处理数学运算,GPU(GraphicsProcessingUnits)是其中非

常典型的一种.

与CPU相比,GPU 运算单元功能简单,无乱序执行、分
支预测等功能,但其运算单元数量巨大,在此优势下,一些并

行任务可以获得很高的计算速度.早期的 GPU 以图形渲染

能力为主,在２００７年,NVIDIA推出CUDA(ComputeUnified
DeviceArchitecture),使得开发人员可以使用 C语言编写运

行于 GPU的程序,直接控制 GPU 的硬件资源,并且 GPU 可

以用 于 通 用 计 算 (GeneralＧPurposeComputingonGraphics

ProcessingUnits,GPGPU)[１３].

GPU具有浮点运算峰值高、内存带宽高、存储区域类型

多、寄存器数量大等优点,非常适合用于稀疏线性方程组求

解,目前已有许多文献讨论了迭代方法和预处理方法在 GPU
上的实现.本文关注 OpenFOAM 中的 DILU 预处理方法在

GPU上的实现,并比较了 DILU 和ILU 在性能上的差异,希
望能为预处理技术的选择和 DILU 预处理技术的 GPU 并行

实现提供一些参考.

１．３　相关工作

１９７７年,Meijerink等[１４]提出了使用不完全 Cholesky分

解的预处理共轭梯度法(IncompleteCholeskyConjugateGraＧ
dient,ICCG),这是第一种基于矩阵分解的预处理技术,明确

了可以将矩阵的不完全分解用作迭代法的预处理子.１９７８
年,Kershaw[１５]分析了不完全Cholesky分解预处理技术对共

轭梯度法的作用,推广了不完全分解在预处理技术方面的应

用.目前,流行的基于不完全分解的预处理技术还有ILU、具
有填充层级的不完全LU分解(ILU(l))和带舍弃阈值的不完

全 LU 分 解 (IncompleteLU Factorization with Threshold,

ILUT)等[１６].此外,开源流体力学计算软件 OpenFOAM 中

也有重要的预处理技术 DILU和 DIC[１０Ｇ１１,１７].

在预处理技术的GPU实现方面,有大量文献讨论了ILU
预处理技术在 GPU 上的实现和稀疏三角方程在 GPU 上的

并行求解.Anderson等[１８]提出利用层次信息并行求解稀疏

三角方程的经典方案.Naumov[１９]于２０１１年提出了利用层

次信息的 GPU并行的稀疏三角方程组求解算法,解决了并

行预处理技术中的一大难题.２０１３年,Li等[２０]在 GPU 平台

上实现了预处理共轭梯度法,并实现了ILU(０)预处理技术.

２０１５年,Naumov等[２１]讨论了矩阵着色算法的 GPU 并行实

现,并研究了不完全LU分解的 GPU并行实现.以上这些实

现都是基于分层并行策略.２０１６年,Liu等[２２]指出分层并行

的方法在层次间的全局同步上开销较大,并提出了一种无全

局同步的稀疏三角方程并行求解算法,这种算法在 GPU 上

工作时必须用３２个线程求解一个分量.２０１７年,Li[２３]总结

了 GPU并行求解稀疏三角方程的技术.２０２０年,Su等[２４]提

出了一种新的无全局同步的稀疏三角方程并行求解算法,且
在 GPU上工作时可以用一个线程求解一个分量.此外,更
多这方面的研究可参考文献[２５Ｇ２８].

然而,作为 OpenFOAM 中重要的预处理技术,DILU 和

DIC并未在 OpenFOAM 以外的领域引起广泛关注,且 OpenＧ
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FOAM 本身使用 MPI进行并行计算,进程内部由 CPU 串行

执行,无法利用 GPU 进行加速.目前有一些工作尝试为

OpenFOAM 引入 GPU并行的线性方程组求解器[２９Ｇ３０],但没

有见到 DILU和 DIC预处理技术的完整实现,为此本文提供

了比较完整的解决方案.由于 DIC预处理技术实际上就是

DILU 的对称版本,因此本文只关注如何实现 DILU 预处理

技术,DIC的实现与此类似.

２　并行DILU算法

２．１　DILU预处理技术

对于稀疏线性方程组 Ax＝b,如果构造预处理子 P＝

P１P２,令A
－
＝P－１

１ AP－１
２ ,x－＝P２x,b

－
＝P－１

１ b,可得预处理方程:

A
－
x－＝b

－ (１)

若P１ 取单位矩阵I,则为右预处理,若P２ 取单位矩阵I,

则为左预处理,如果P１ 和P２ 都不为I则为两边预处理.

不同的迭代法在进行预处理时可能采取不同的预处理方

式,如共轭梯度法的３种预处理方式得到的算法是一样的,而
广义极小残量法[３１](GeneralizedMinimalResidual,GMRES)

和稳 定 双 共 轭 梯 度 法[３２](BiconjugateGradientStabilized,

BiCGStab)分别采用右预处理和两边预处理.

DILU预处理技术适用于一般方程,不要求方程对称,亦
不要求方程正定,因此一般配合 GMRES或者 BiCGStab使

用.DIC为 DILU的对称版本,利用方程的对称性做了一定

的优化,可以配合适用于对称正定方程组的共轭梯度法使用.

预处理稳定双共轭梯度法如算法１所示.

算法１　预处理稳定双共轭梯度法[３２]

输入:n×n系数矩阵A;n×１右侧向量b;n×n预处理子P
输出:n×１解向量x

１．　x０isaninitialguess．r０＝b－Ax．

２．　r－０isanarbitraryvector,suchthat(r０,r－０)≠０,e．g．r－０＝r０．

３．　ρ０＝α０＝ω０＝１．v０＝p０＝０．

４．fori＝１,２,３,􀆺 do
５．　　ifxi－１isaccurateenough,thenbreak

６．　　ρi＝(r－０,ri－１)．β＝(ρi/ρi－１)(αi－１/ωi－１)．
７．　　pi＝ri－１＋β(pi－１－ωi－１vi－１)．

８．　　y＝P－１pi．vi＝Ay．//预处理

９．　　αi＝ρi/(r－０,vi)．s＝ri－１－αivi．

１０． z＝P－１s．t＝Az．//预处理

１１．ωi＝(t,s)/(t,t)．
１２． xi＝xi－１＋αiy＋ωiz．ri＝s－ωit．
１３．endfor

不同的预处理技术的主要区别在于如何选择预处理子

P.ILU预处理技术对方程系数矩阵A 做 LU 分解,且在消

元过程中跳过所有零元素.DILU 预处理技术将系数矩阵A
分裂为严格下三角部分L、严格上三角部分U 和对角部分D
３部分,且 A＝L＋D＋U;然 后 构 造 预 处 理 子 (PrecondiＧ
tioner).

M＝(E＋L)E－１(E＋U) (２)

其中,E是一个对角矩阵,满足:

diag(A)＝diag(M) (３)

由于:

diag(M)＝diag(E＋LE－１U＋L＋U)＝diag(E＋
LE－１U) (４)
容易得到E的计算方法为:

E１１＝A１１

E２２＝A２２－L２１E－１
１１U１２

　⋮

Eii＝Aii－∑
i－１

j＝１
LijE－１

jj Uji

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(５)

容易看出 DILU预处理子的计算过程是完全串行的,在

GPU这样高度并行的硬件上实现它难度非常大.本文给出

了利用层次信息并行和无全局同步并行两种并行策略下,DIＧ
LU预处理子的并行构造方法.

在实施预处理时,即在算法１的第８行和第１０行,主要

为求P－１与一个向量的乘积,直接求P－１是不可行的,因为时

间复杂度太高,并且稀疏矩阵的逆一般不是稀疏矩阵,在存储

空间的需求上太高.在实践中,一般通过求解两个三角方程

来得到P－１与向量之积.
将 DILU预处理用于预处理稳定双共轭梯度法,需要计

算M－１与向量之积,采用解三角方程的方法来计算.假设需

要计算M－１f,即求向量g,满足 Mg＝f,即求解式(６):
(E＋L)E－１(E＋U)g＝f (６)
先解下三角方程:
(E＋L)g１＝f (７)
再解上三角方程:
(E＋U)g＝Eg１ (８)

即可得到待求向量M－１f.
三角方程的求解可以使用前代法和回代法,但它们是完

全串行的算法,与 DILU 预处理子的构造类似.本文给出了

利用层次信息并行和无全局同步两种并行策略下的稀疏三角

方程并行求解方法,并比较了两种策略下预处理的性能.

２．２　利用层次信息并行的算法

２．２．１　三角矩阵着色

在利用层次信息并行的算法中,首先需要计算层次信息,
这一步一般被称为矩阵着色,用于发掘并行性.矩阵着色[３３]

实际上是对矩阵对应的图进行着色,这是图论中一个比较经

典的问题.文献[１８,３４]利用矩阵着色发掘三角方程求解过

程中的并行性,提出了经典的分层并行的三角方程求解方法.
文献[２１]讨论了矩阵着色算法的GPU实现,并将它用于ILU
预处理技术的 GPU 并行实现.下面介绍并行的矩阵着色

算法.

考虑一个n×n的稀疏三角矩阵T,它对应一个有向无环

图G(V,E),V＝{v０,v１,􀆺,vn－１}是顶点集,边集E 由以下规

则定义:如果Tij≠０,则图中存在一条由顶点vj 指向顶点vi

的边(vj,vi).以下三角矩阵L１ 为例:

L１＝

０
１
１ ２
１ ３

１ １ ４
１ １ ５

１ ６

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(９)
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它对应的有向无环图如图１所示.上三角矩阵与此类似.

图１　L１ 对应的有向无环图

Fig．１　DirectedacyclicgraphofL１

矩阵着色就是标记每个顶点所在的层数,且如果存在一

条从vi 指向vj 的边,则vj 对应的层数必须大于vi 对应的层

数.其基本思路是从图中选出入度为０的所有顶点加入最大

独立集,然后标记这些节点的层次为轮次,再将它们从图中移

除,重复这个过程直到图为空.以L１ 为例,其着色的结果为

levels＝{０,０,１,１,２,２,１},如图２所示.

图２　L１ 的着色结果

Fig．２　ColoringresultofL１

这样的结果有一个缺点,即输出的结果数组levels中,仅

有各个顶点的层次信息,同一层的顶点不是连续分布的,使用

时如果要挑出某一层的所有顶点,就需要遍历数组levels.为

解决这个问题,可以以levels为键,对顶点进行排序,然后对

levels进行压缩,得到各个层次在排序后的顶点数组中的起

始偏移.

对L１ 的着色结果进行重排序和压缩,结果如图３所示.

第０层在ordered中的下标范围为[０,２),第１层在ordered
中的下标范围为[２,５),第２层在ordered 中的下标范围为

[５,７),数组levoff的最后一个元素是哨兵,保证从偏移数组

levoff中取出上述范围时不越界.

图３　L１ 着色后再排序的结果

Fig．３　ReorderingverticesofL１bylevels

有向无环图着色的过程可以参考文献[２１].将有向无环

图着色算法与稀疏矩阵相结合,并添加顶点重排序的过程,可

以得到实用的三角矩阵并行着色算法,如算法２所示.

算法２　三角矩阵着色算法(ColorTriangular)
输入:n×n稀疏三角矩阵T

输出:整数levcnt,表示层次总数;整数数组ordered,表示排序后的顶

点;整数数组levoff,表示各层在ordered中的起始偏移

１．Initializelevels＝{＋∞,＋∞,􀆺}//所有顶点未着色

２．forlev＝０ton－１do

３．ifanyelementsoflevelsisnot＋∞,thenbreak//着色完毕

４．parallelfori＝０ton－１do

５．iflevels[i]≠＋∞,thencontinue//已经着色

６．forj:j≠iandT(i,j)≠０do

７．　 iflevels[j]≥lev,//前驱未着色或本轮着色

８．　　 thengoto(４)tostartthenextloop

９．　　endfor

１０．levels[i]＝lev

１１．　endfor

１２．endfor

１３．levcnt＝lev

１４．Initializeordered＝{０,１,２,􀆺,n－１}

１５．ParallelSortByKey(key＝levels,value＝ordered)

１６．levoff[０]＝０,levoff[levcnt]＝n

１７．parallelfori＝０ton－１do

１８．　　iflevels[i]＝＝levels[i－１],thencontinue

１９．　　levoff[levels[i]]＝i

２０．endfor

算法２在访问数组levels时存在数据竞争(第７行读,第

１０行写,读取的结果仅在第８行使用),考虑一个线程在读

levels[j]时,另一个线程在写levels[j],那么读线程将会读到

什么样的结果取决于读写实际发生的顺序.算法２并未使用

互斥机制,那么读写顺序是无法预测的.但在算法２中,写线

程写成功之前levels[j]必然为＋∞,写成功之后为lev,读线

程只会读取到＋∞和lev中的一个,而无论读到哪一个都不

会影响第７行的判断结果,因此算法２不需要使用互斥机制

即可保证计算结果的正确.

算法２的第１５行涉及并行排序算法,已经有许多论文提

出了很多行之有效的方法,如奇偶排序(Batcher’sOddＧeven

Mergesort)、双调排序(BitonicMergesort)等[３５Ｇ３６].这里可以

直接使用CUDA的模板库函数thrust::sort_by_key在 GPU
上进行并行排序.

２．２．２　构造

在计算对角矩阵 E 的第i 个元素Eii 时,依赖于E１１ 到

Ei－１,i－１,因此E的计算过程是完全串行的.如果系数矩阵是

一个稀疏矩阵,则Eii的计算仅依赖于E１１到Ei－１,i－１中Lij和Uji

都不为０的Ejj,因此某些Eii是可以同时计算的,哪些可以同

时计算也可以使用矩阵着色算法来发掘.本文使用 HadaＧ
mard积[３７]简化 E 的计算过程 .令K 为L 和UT 的 HadaＧ
mard积,即L和UT 的对应元素相乘,然后利用K 计算E 的

过程为:

E１１＝A１１

E２２＝A２２－K１２E－１
１１

　⋮

Eii＝Aii－∑
i－１

j＝１
KijE－１

jj

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

对K进行着色得到层次信息后,可以按层计算对角矩阵

E,同层顶点对应的元素可以同时计算,且它们仅依赖层次更

小的元素,因此可以按照层次从小到大进行计算,计算过程如

算法３所示.

算法３　DILU分层并行构造算法

输入:n×n严格下三角矩阵L;n×n严格上三角矩阵 U;n×n对角矩

阵D
输出:n×n对角矩阵E

１．K＝Hadamard(L,UT)

２．{levcnt,ordered,levoff}＝ColorTriangular(K)

３．forlev＝０tolevcnt－１do
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４．　parallelforoff＝levoff[lev]tolevoff[lev＋１]－１do

５．i＝ordered[off]

６．E(i,i)＝D(i,i)－∑
i－１

j＝１
KijE－１

jj

７．　endfor

８．endfor

计算出预处理子 M 分解形式中的E,L和U 以后,不需

要再通过矩阵乘法得到 M,用它的分解形式即可进 行 预

处理.

２．２．３　预处理

预处理实施时主要求解两个稀疏三角方程.与算法３类

似,求解稀疏三角方程可以通过按层计算来进行并行,求解过

程如算法４所示.在算法４的第４行中,如果T是下三角矩

阵,则求和范围为[１,i－１],如果T是上三角矩阵,则求和范

围为[i＋１,n].如果矩阵采用稀疏存储方式,则只需要遍历

这一行的非零元素,可大大降低时间复杂度.

算法４　稀疏三角方程分层并行求解算法[１８]

输入:n×n稀疏三角矩阵T;n×１右侧向量b;整数数组ordered;整数

数组levoff;总层数levcnt
输出:n×１结果向量x

１．forlev＝０tolevcnt－１do

２．　parallelforoff＝levoff[lev]tolevoff[lev＋１]－１do

３．　　i＝ordered[off]

４．　　xi＝(bi－∑
n

j＝１
j≠１

Tijxj)/Tii

５．　endfor

６．endfor

２．２．４　小结

总的来讲,DILU预处理技术分为两个阶段:构造阶段和

预处理阶段.分层并行策略下,构造阶段按照以下流程进行:

(１)取出系数矩阵A的严格下三角部分作为L,严格上三

角部分作为U,对角部分作为D;

(２)调用算法３计算预处理子 M 中的对角矩阵E;

(３)计算L
－
＝E＋L和U

－
＝E＋U;

(４)调用算法２分别对L
－

和U
－

进行着色.

预处理阶段在迭代的过程中进行,主要为计算M－１f,这

一步可能需要对不同的向量f进行多次计算,因此应当将涉

及的稀疏三角矩阵的着色放在构造阶段,计算M－１f时重复

利用着色信息.计算M－１f的过程如下:

(１)调用算法４求解稀疏下三角方程L
－
g１＝f,得到向量

g１;
(２)计算对角矩阵E与向量g１ 的乘积Eg１;

(３)调用算法４求解稀疏上三角方程U
－
g＝Eg１ 得到向量

g,g即为所求.

２．３　无全局同步并行的算法

２．３．１　全局同步

利用层次信息进行并行需要在层与层之间添加同步点,

在上层中的行未计算完成前不能开始下层的计算,这样的全

局同步可能使一些本来可以开始的任务延迟开始,导致计算

时间变长.以求解下三角方程L１x＝b为例,其中系数矩阵L１

如式(９)所示,其运行时长大致如图４所示.

图４　利用层次信息并行的L１x＝b求解时长

Fig．４　TimeelapsedofsolvingL１x＝bbyusinglevels

显然,下层的一些节点并不依赖于上层中的全部节点,比
如row２只依赖于row１而不依赖于row０,因此不必等待

row０计算完成.考查每个节点真正依赖的节点而不是盲目

信任层次信息,可以得到图５所示的运行时长图,每行在其所

有前驱完成时就开始计算,可以显著减少等待时长.

图５　无全局同步下L１x＝b的求解时长

Fig．５　TimeelapsedofsolvingL１x＝bbysynchronizationＧ

freescheme

在图５所述的思路中,虽然没有了全局同步,但必须为每

行设置一个信号量来表示是否计算完成或者是否能够开始计

算,用于前驱节点和后继节点之间交流信息.在 GPU 并行

中,这个交流信息的开销很难为计算所掩盖;而且由于 GPU
的架构特殊,相邻３２个线程必须执行相同的指令,很容易造

成计算资源的浪费,因此不一定比使用层次信息并行求解快

速,数值实验一节将给出对比结果.因此,在实践中是否使用

层次信息可以根据前几次的求解时间对比选择.

２．３．２　构造

在无全局同步的算法[２２,２４]中,需要为每行设置一个信号

量用于节点之间交流信息,这个信号量表示本行是否完成计

算;后继节点使用本行结果之前必须检查本行的信号量,如果

本行未完成计算则必须等待.DILU 预处理子中对角矩阵E
的计算过程可以用算法５描述,其中数组ready的每个元素

对应矩阵的一行,用于交流完成情况.与算法３类似,这里也

可以先计算L和UT 的 Hadamard积K,然后在第４行和第８
行使用K进行计算.

算法５　无全局同步的并行 DILU构造算法

输入:n×n严格下三角矩阵L;n×n严格上三角矩阵 U;n×n对角矩

阵D
输出:n×n对角矩阵E

１．Initializeready＝{０,􀆺,０},whoselengthisn．

２．parallelfori＝０ton－１do

３．　sum＝０

４．　forj:j≠iandL(i,j)≠０andU(j,i)≠０do

５．　　whileready[j]≠１do

６．　　　 busywait

７．　　endwhile
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８．　　sum＝sum＋L(i,j)∗ U(j,i)/E(j)

９．　endfor

１０．E(i,i)＝D(i,i)－sum

１１．ready[i]＝１

１２．endfor

算法５的策略和图５所用策略有所不同,算法５采取更

精细的控制,仅在需要的某个结果未被计算出来时才等待,而

不是等待所有前驱都计算完成才开始计算.值得注意的是,

对数组ready的访问,对ready的每个元素,最多一个线程写

(第１１行),若干线程读(第５行),显然不会造成数据竞争.

但若线程内对同一内存位置进行多次读取,且未改变此内存

的值,则多次读取可能被编译器优化成一次,这时可以使用

volatile关键字告知编译器此内存可能因本线程以外的原因

而改变,以阻止编译器进行优化.

２．３．３　预处理

预处理的过程主要为求解稀疏三角方程组,本节介绍无

全局同步的稀疏三角方程求解算法.与算法５类似,为每行

设置一个信号量用于表示此行是否完成求解,后继行在使用

本行结果之前必须检查对应信号量,必须是完成状态才能使

用.无全局同步的稀疏上三角方程并行求解算法如算法６所

示.稀疏下三角方程的求解稍有不同,在串行算法下,上三角

方程使用回代法,而下三角方程使用前代法,因此为保证在线

程数量无法覆盖所有行的情况下不发生死锁,上三角方程应

当从下向上计算,而下三角方程应当从上向下计算,区别仅在

于算法６的第２行for循环范围,下三角方程求解时为“i＝０

ton－１”.

算法６　无全局同步的稀疏上三角方程并行求解算法[２３]

输入:n×n下三角矩阵U;n×１右侧向量b

输出:n×１结果向量x

１．Initializeready＝{０,􀆺,０},whoselengthisn．

２．parallelfori＝n－１to０do//从下向上计算

３．　sum＝０

４．　forj:j≠iandU(i,j)≠０do

５．　　whileready[j]≠１do

６．　　　busywait

７．　　endwhile

８．　　sum＝sum＋U(i,j)∗ x(j)

９．　endfor

１０．　　x(i)＝(b(i)－sum)/U(i,i)

１１．　　ready[i]＝１

１２．endfor

２．３．４　无全局同步的着色算法

无全局同步并行策略还可以用于三角矩阵着色算法.在

前文中,计算三角矩阵的层次信息时,每一轮都需要大量遍历

矩阵的非零元素,这与三角方程分层并行求解是不一样的.

着色算法的效率一般低于三角方程的求解,因此即使选择了

使用层次信息做 DILU 预处理,利用无全局同步的着色算法

计算层次信息也是一个不错的选择.对于下三角矩阵,无全

局同步的着色算法的计算过程如算法７所示;而上三角矩阵

与下三角矩阵的区别仅在于前者需要从下向上计算.

算法７　无全局同步的稀疏下三角矩阵着色算法

输入:n×n下三角矩阵L

输出:整数数组levels,levels[i]即为顶点i所在的层数;整数levcnt,

表示层次总数

１．Initializeready＝{０,􀆺,０},whoselengthisn．

２．parallelfori＝０ton－１do//从上向下计算

３．　　left_max＝－１

４．　forj:j≠iandL(i,j)≠０do

５．　　whileready[j]≠１do

６．　　　busywait

７．　　endwhile

８．　　left_max＝Max(left_max,levels[j])

９．　endfor

１０．　　levels[i]＝left_max＋１

１１．　　ready[i]＝１

１２．endfor

１３．levcnt＝Max(levels)＋１

２．３．５　小结

无全局同步的并行 DILU预处理技术同样分为构造和预

处理两个阶段,相比使用层次信息的算法,无全局同步的算法

无须计算层次信息,流程更加简洁.构造阶段的流程为:

(１)取出系数矩阵A的严格下三角部分作为L,严格上三

角部分作为U,对角部分作为D;

(２)调用算法５计算对角矩阵E;

(３)计算L
－
＝E＋L和U

－
＝E＋U.

预处理阶段主要为反复求解M－１f,求解流程为:

(１)求解稀疏下三角方程L
－
g１＝f 得到向量g１(算法类

似于算法６);

(２)计算对角矩阵E与向量g１ 的乘积Eg１;

(３)调用算法６求解稀疏上三角方程U
－
g＝Eg１ 得到向量

g,g即为所求.

由于 GPU硬件构架的特殊性,无全局同步的并行算法

并不一定比使用层次信息的并行算法效率高.显然,算法４
和算法６在GPU上的执行过程基本只受系数矩阵的影响,在

求解同一个方程时,以不同的右侧向量多次调用算法４和算

法６,运行时间的差别很小.因此在实践中,为了选择较好的

并行策略,可以在前几次迭代中的预处理实施时轮流使用两

种策略并对比效率,然后在后续迭代过程中使用效率较高的

一个.

３　CUDA实现

本节介绍一些在CUDA平台实现本文算法的关键技术.

限于篇幅,本节挑选比较有代表性的算法２和算法７进行实

现,其他算法类似.

首先应当明确稀疏矩阵如何存储,常见的存储格式有

COO,CSR和 DIA等,不同的存储格式在各种计算的性能上

各有优劣,本节基于CSR格式实现.CSR格式采用３个数组

表示一个稀疏矩阵,由 COO 格式压缩行得到.仍然以矩阵

L１ 为例,采用CSR存储格式表示为(IA,JA,AA)３个数组.
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IA:０　１　２　４　６　９　１２　１４

JA:０　１　１　２　１　３　０　２　４　２　３　５　１　６

AA:０　１　１　２　１　３　１　１　４　１　１　５　１　６
其第i行的非零元素值为:AA[IA[i],􀆺,IA[i＋１]－

１],所在的列为:JA[IA[i],􀆺,IA[i＋１]－１].在 CSR格式

下,访问矩阵的一行比较容易,因此算法应尽量按行访问矩

阵,如果确实需要按列访问矩阵,则可以将矩阵转置.稀疏矩

阵转置是一个并行排序问题.

下面仅给出算法２第１－３行对应的CUDA代码.

１．__global__voidColorTriangularKernel(

２．　int∗levels,constintlev,

３．　constint∗IA,constint∗JA,constintN

４．){

５．　inti＝threadIdx．x＋blockIdx．x∗ blockDim．x;

６．　for(;i＜ N;i＋＝blockDim．x∗gridDim．x){

７．　　if(levels[i]! ＝－１)continue;

８．　　boolcan_be_colored＝true;

９．　　for(intk＝IA[i];k＜IA[i＋１];＋＋k){

１０．　　　if(JA[k]＝＝i)continue;

１１．intlevj＝levels[JA[k]];

１２．if(levj＝＝－１||levj＝＝lev){

１３．　　can_be_colored＝false;

１４．　　break;

１５．　　}

１６．　}

１７．　　if(can_be_colored)levels[i]＝lev;

１８．　　}

１９．}

２０．Fill(levels,－１);

２１．for(lev＝０;ThereIsNegativeIn(levels);lev＋＋){

２２．　　ColorTriangularKernel‹‹‹blocks,threads›››(

２３．　　　levels,lev,IA,JA,N);

２４．}

２５．levcnt＝lev．

第１－１９行为核函数,在 GPU上执行;第２０－２５行为控

制逻辑,在CPU上执行.ThereIsNegativeIn函数用于检查数

组levels中是否还有负数,如果有,则未着色完毕,否则着色

结束,这个函数可以使用并行归约实现.

算法４的实现与此类似,在遍历所有层次的循环中启动

核函数,每个核函数处理一层中的行.由于 CUDA的核函数

在 GPU上异步执行,因此启动核函数的开销可以被计算任

务覆盖.

在GPU上实现算法７较为困难,如果实现时不仔细考虑

条件分支的执行情况,程序极容易陷入死锁状态.这是因为

CUDA采用SIMT (SingleＧInstruction,MultipleＧThread)并行

架构.在CUDA中,相邻３２个线程被称为线程束(Warp),它

们在不同的数据上执行完全相同的指令,当遇到条件分支(如

if语句或者for循环等)时,如果线程束内的线程对条件的计

算结果不同,GPU将依次禁用不满足条件的线程,先后走过

所有分支,这个现象被称为线程束分化(WarpDivergence).

发生线程束分化时,如果先执行的分支依赖于其他分支,则会

发生死锁,这种死锁难以被发现,需要在编码时仔细考虑.为

避免死锁,在实现算法７时应当尽量减少条件分支,简化逻

辑,以下为一个可供参考的实现.

１．__global__voidLowerColorKernel(

２．　int∗levels,constint∗IA,constint∗JA,constintN,

３．　volatileint∗ready//使用volatile阻止编译器优化

４．){

５．　constinti＝threadIdx．x＋blockIdx．x∗ blockDim．x;

６．　if(i＜ N){

７．　　intleft_max＝－１;

８．　　intj＝IA[i];

９．　　while(j＜IA[i＋１]){

１０．　　　constintcol＝JA[j];

１１．　　　while(ready[col]＝＝１){//最多到对角元素

１２．　　　　left_max＝max(left_max,levels[col]);

１３．　　　　＋＋j;

１４．　　　}

１５．　　　if(col＝＝i){//对角元素为哨兵

１６．　　　　levels[i]＝left_max＋１;

１７．　　　　ready[i]＝１;

１８．　　　　＋＋j;

１９．　　　}

２０．　　}

２１．　}

２２．}

２３．cudaMemset(ready,０,N ∗sizeof(int));

２４．LowerColorKernel‹‹‹blocks,threads›››(

２５．　levels,IA,JA,N,ready

２６．);//线程数量需要覆盖所有行

２７．levcnt＝Max(levels,N)＋１．

在算法７的CUDA实现中,需要仔细考虑线程束分化的

情况,主要的分化出现在第１１行的 while循环和第１５行的if
语句.某个线程在第１１行遇到某个前驱未计算完毕时则提

前退出循环,且被禁用至线程束内其他３１个线程都退出循

环,然后一起进入第１５行的条件分支.在第１５行的条件分

支中,未遍历完前驱的线程将被禁用,而遍历完前驱的线程可

以执行第１６－１８行的代码,计算本行的层次并标记为计算结

束.第１８行的j自增是为了在下一步,即第９行退出循环.

第１８行不能使用break语句跳出循环,因为break将引起新

的线程束分化,导致死锁.最后,第２７行的 Max函数为求数

组的最大值,可以通过并行归约实现.

算法７也可以实现为一个线程束计算一行,这样可以大

大减少线程束分化的出现次数,但许多稀疏矩阵每行的非零

元素非常少,使用３２个线程计算一行会导致大量线程空载,

白白浪费硬件资源,这也正是文献[２４]提出线程级无全局同

步的并行三角方程求解算法的动机之一.

４　数值实验

本节介绍关于 DILU 预处理技术的一些数值实验结

果,主 要 有:DILU 和 ILU 构 造 阶 段 耗 时 对 比、DILU 和

ILU 预处理效果对比、各矩阵层次信息统计和两种并行策

略下预处理的效率对比,以及 GPU 和 CPU 运行的 DILU
预处理技术的性能对比.
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本节测试平台的CPU为两个６核的 E５Ｇ２６２０＠２．０GHz,

GPU为 TeslaK２０m,操作系统为Centos６．２,编译器使用gcc

４．８．５,CUDA的版本为６．５,程序使用 C＋＋和 CUDA 进行

编写,启用 O３优化.

本节从SuitSparseMatrixCollection(sparse．tamu．edu)

选取了一些方程进行测试,这些方程的信息如表１所列.

表１　用于测试的方程

Table１　Informationofmatricesusedintest

No． Matrix M,N NNZ Kind
１ apache２ ７１５１７６ ４８１７８７０ StructuralProblem
２ ASIC_３２０ks ３２１６７１ １３１６０８５ CircuitSimulation
３ atmosmodd １２７０４３２ ８８１４８８０ AtmosphericModels
４ cage１３ ４４５３１５ ７４７９３４３ DNAElectrophoresis
５ G３_circuit １５８５４７８ ７６６０８２６ CircuitSimulation
６ parabolic_fem ５２５８２５ ３６７４６２５ CFD

４．１　DILU和ILU的性能对比

DILU和ILU预处理技术都分为构造阶段和预处理实施

阶段.在预处理实施阶段,主要求解稀疏三角方程,对于同一

个方程,DILU和ILU要求解的三角方程零模型完全相同,因

此耗时差别不大.本节主要对比 DILU 和ILU 在构造阶段

的耗时,以及它们对迭代法的加速效果.

DILU和ILU对系数矩阵没有要求,因此适用于对目标

为一般方程组的迭代法进行加速,这类迭代法有广义极小残

量法、稳定双共轭梯度法等.本节采取稳定双共轭梯度法作

为基本的迭代方法,分别使用 DILU 和ILU 预处理技术进行

加速,以对比它们的性能和效率.预处理稳定双共轭梯度法

如算法１所示.

DILU的实现如前文所述,含有利用层次信息并行和无

全局同步并行两种策略的实现,其中着色算法采用算法７而

非算法２.ILU预处理子采用CUDA工具包自带的cusparse
库进行构造[２７],对应的函数为cusparseDcsrilu０２,这个函数也

含有利用层次信息并行和不使用层次信息两种策略,本节将

对两种策略进行对比测试.

首先,我们测试了构造这些矩阵的 DILU 预处理子和

ILU预处理子的耗时,如表２所列.对于 DILU 预处理子的

构造而言,使用无全局同步的并行算法更具有优势,但个别方

程使用层次信息构造耗时更短.对ILU 预处理子的构造,两

种策略都没有明显的优势,在实践中可以轮流使用并选择性

能更好的那一个.DILU 和ILU 的构造时间相比,DILU 明

显优于ILU,并且 DILU的耗时更加稳定,没有出现过较大的

值.在预处理实施阶段,ILU 的主要计算任务为求解一个下

三角方程和一个上三角方程,而 DILU 需要多求一个对角矩

阵和向量的积.由于 DILU 和ILU 中三角方程的系数矩阵

零模型完全相同,并且在 GPU 上对角矩阵乘向量的计算速

度非常快,因此在预处理实施阶段上,相同并行策略下的 DIＧ

LU和ILU预处理的耗时基本没有区别,本文不再进行对比.

表２　预处理子构造耗时

Table２　Timeelapsedofpreconditionerconstruction
(单位:ms)

No．
DILU

UseLevels NoLevels
ILU

UseLevels NoLevels
１ ７４．１６４７ ８４．９１５８ ９６．５７３１ ３７２．７４７００
２ ３４．５８７０ ２８．４６２３ ３１．７３５０ ２５．７２１９
３ ８７．８３３０ １０６．７７２０ １２５．０９６０ ３７７．５７２０
４ ６２．０１６１ ５５．４２９０ ７１．１７４０ ５９．６２９０
５ １３４．９２３０ １３０．０９６０ １６３．３９６０ ７１５．１１９０
６ ３４．７６８４ ２９．４４１９ ３４．０８６６ ２８．８０９１

分别使用 DILU 预处理和ILU 预处理的稳定双共轭梯

度法求解以表１中的矩阵为系数矩阵的方程Ax＝b,方程的

右侧向量b的每个元素都为０~１之间的随机数,迭代的初始

值为x０＝[０,０,􀆺,０]T;统计每步迭代之后的残量rk＝b－Axk

的二JP２〗范数,将它们与初始残量r０＝b－Ax０ 的二范数作对

比,可以测得‖rk‖/‖r０‖在迭代过程中的下降情况,如图６
所示.

(a)apache２ (b)ASIC_３２０ks (c)atmosmodd

(d)cage１３ (e)G３_circuit (f)parabolic_fem

　　注:横坐标为迭代步数,纵坐标为‖rk‖/‖r０‖,且纵坐标采用对数坐标;None,DILU和ILU３条曲线分别为无预处理、DILU 预处理和ILU 预处理的 BiCGＧ

Stab方法求解的情况

图６　‖rk‖/‖r０‖随迭代步数增加的下降曲线

Fig．６　Curveof‖rk‖/‖r０‖initerations
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　　在图６的残量下降曲线中,可以明显观察到 DILU 和

ILU预处理都可显著地对迭代法进行加速,两者的曲线相差

较小,对迭代法的加速效果接近,但 DILU预处理下的曲线相

对光滑一些,数值稳定性较好.

在实验中,也会遇到一些使用 DILU 预处理效果不佳的

方程,例如同样选自 SuitSparse MatrixCollection (sparse．

tamu．edu)的方程offshore,无预处理和使用 DILU 预处理的

BiCGStab都未能收敛,但使用ILU 预处理效果非常好,因此

在选择预处理技术时应当根据实际方程的求解情况综合

考虑.

４．２　两种并行策略的对比

本文研究了利用层次信息的并行策略和无全局同步的

并行策略两种策略下并行DILU预处理技术的实现,两种并

行策略下构造阶段的效率见表２,本节主要关注实施预处理

时两种并行策略的效率.

本节测试时使用的矩阵不全是对称的,但它们的零模型

都是对称的,因此在 DILU 和ILU 预处理子中,下三角矩阵

和上三角矩阵的零模型也是对称的,它们的着色结果大同小

异,这里仅展示下三角矩阵着色的结果.从 DILU 和ILU 的

构造方法可知,预处理子中的下三角矩阵和方程系数矩阵的

下三角部分的零模型完全相同,它们的着色结果完全相同.

图７给出了 DILU 和ILU 预处理子中下三角矩阵着色后各

层中的行数分布,亦是系数矩阵下三角部分着色后各层次中

行数的分布.

(a)apache２ (b)ASIC_３２０ks

(c)atmosmodd (d)cage１３

(e)G３_circuit (f)parabolic_fem

注:横坐标为层次,纵坐标为行数,且矩阵 ASIC_３２０ks的纵坐标采用了对数坐标

图７　下三角矩阵各层的行数分布

Fig．７　Distributionofrowsintolevelsoflowertriangularmatrix

　　从图７可以看出,矩阵着色后,各层内的行数分布十分不

均匀,尤其是某些层次内的行数非常少,不利于并行.在求解

三角方程时,如果利用层次信息并行,则需要在for循环中启

动核函数依次处理各层,启动核函数存在一个固有开销,如果

任务规模不够大,运行时间过短,则无法掩盖启动核函数消耗

的时间,造成计算任务之外的开销.

如果使用无全局同步的并行算法,可以避免重复启动

核函数的开销,但由于线程束分化的存在,性能不一定比

使用层次信息更优.我们分别使用两种并行策略的 DILU
预处理 BiCGStab方法来求解表１中的方 程,所 用 时 长 如

表３所列.

表３　两种并行策略下 DILU预处理BiCGStab的耗时

Table３　TimeelapsedofDILUBiCGStabundertwoparallelschemes
(单位:s)

No． Iterations None Coloring UseLevel NoLevel
１ ５００ １．９１４４１０ ０．０８２２７１ １５．３９０６００ １５８．２７３０００
２ １８ ０．０３７３１２ ０．０１１６５４ ０．１５６０１４ ０．２７８１９２
３ １７５ １．１８５７５０ ０．０８６１４８ ６．１８７２００ ５４．３１９６００
４ ７ ０．０２８６５６ ０．０１４７６５ ０．１２０２５６ ０．２６１６６４
５ ５００ ４．０７２１８０ ０．１１４９８２ ５２．０６２２００ ２３４．３５２０００
６ ５００ １．６０７３３０ ０．００８４７３ ３．７０２１９０ ３．５９６０５０

　注:Iterations列是各个方程的迭代步数,None列是无预处理的 BiCGStab方

法花费的时间,Coloring列是着色花费的时间,UseLevel列是使用层次

信息并行的预处理BiCGStab花费的时间,NoLevel列是无全局同步的预

处理BiCGStab花费的时间
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　　从表３可知,无全局同步的并行算法虽然看似更具优势,

但在实践中表现不佳,除个别方程比使用层次信息并行更优

以外,在大多数方程上的运行时间都较长.因此在实践中,可

以根据前几次迭代的表现选择并行方案.相比无预处理的

BiCGStab在相同迭代步数下的运行时间,无论是分层并行策

略还是无全局同步的并行策略,预处理BiCGStab的运行时间

都要长许多,因此求解稀疏三角方程是预处理BiCGStab方法

的性能瓶颈,希望在未来可以出现更好的算法.

４．３　GPU和CPU实现的对比

本节对比 GPU和CPU 上 DILU 预处理迭代法的性能.

在CPU的实现中,除预处理子的构造和实施预处理两个操作

外,其他他操作如矩阵乘向量使用intel的 TBB框架并行,以

１２个线程运行,刚好跑满CPU的核心.

首先是 DILU预处理子的构造.表１中的方程在 GPU
和CPU上构造 DILU 预处理子的耗时如表４所列.从表４
可知,无论是按层次并行还是无全局同步的并行策略,GPU
上的构造速度都明显快于CPU.

表４　GPU和CPU上构造 DILU预处理子的耗时

Table４　TimeelapsedofDILUpreconditionerconstructionon

GPUandCPU
(单位:ms)

No．
GPU

UseLevels NoLevels
CPU

１ ７４．１６４７ ８４．９１５８ １２２．２９３０
２ ３４．５８７０ ２８．４６２３ ５６．４９２２
３ ８７．８３３０ １０６．７７２０ ２１４．３６４０
４ ６２．０１６１ ５５．４２９０ ２０１．４７２０
５ １３４．９２３０ １３０．０９６０ ２１４．４８３０
６ ３４．７６８４ ２９．４４１９ １０６．６０００

其次是 DILU预处理在迭代法中的性能表现.表１中的

方程分别在 GPU和CPU上利用 DILU预处理的稳定双共轭

梯度求解时的耗时如表５所列.从表５可知,无全局同步的

GPU并行的迭代法可能会比 CPU 执行更慢,但按层次并行

的方法始终比CPU 快,因此 GPU 并行的 DILU 预处理具有

更好的性能.在 OpenFOAM 中,进程内部使用 CPU 串行执

行,如果更换成 GPU并行执行,速度将会有明显提升.

表５　GPU和CPU上求解方程的耗时

Table５　TimeelapsedofDILUBiCGStabonGPUandCPU
(单位:s)

No． Iterations
GPU

UseLevels NoLevels
CPU

１ ５００ １５．４７２８７１ １５８．２７３０００ ３７．９９８４００
２ １８ ０．１６７６６８ ０．２７８１９２ ０．４６２３１０
３ １７５ ６．２７３３４８ ５４．３１９６００ ２３．７１６２００
４ ７ ０．１３５０２１ ０．２６１６６４ ０．３９３１８２
５ ５００ ５２．１７７１８２ ２３４．３５２０００ ７９．３４８０００
６ ５００ ３．７１０６６３ ３．５９６０５０ ２１．０８９４００

结束语　本文讨论了 DILU 预处理技术在 GPU 上的实

现,研究了两种并行策略,即利用层次信息并行求解策略和无

全局同步的并行求解策略,并对两种并行策略下的 DILU 预

处理的性能作了对比.两种策略无绝对的好坏,分层并行策

略需要全局同步,且需要做额外的着色工作;而无全局同步的

策略可以避免层与层之间的同步开销.但是从数值实验结果

来看,分层并行策略在许多方程中都有不错的表现.在实践

中,可以综合考虑两种策略,选择较优的一种.

DILU和ILU预处理都能对迭代方法起到很好的加速效

果,在很多方程上,DILU 的数值稳定性优于ILU,使用ILU
做预处理的程序可以考虑提供 DILU预处理技术.数值实验

结果表明,GPU并行的 DILU 预处理技术比 CPU 执行的拥

有更好的性能,可以考虑将现有的 CPU 运行的软件移植到

GPU平台以获得更好的性能.DILU 预处理也有缺点,其带

来了较高的计算开销,尤其是在 GPU 上,三角方程的求解效

率远不如稀疏矩阵乘向量等矩阵和向量运算的效率,成为了

预处理迭代方法的性能瓶颈,未来可以重点研究稀疏三角方

程的并行求解算法.
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