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随机多尺度序决策系统的最优尺度选择
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摘　要　针对由随机实验得到的多尺度序信息系统的知识获取问题,首先,引入随机多尺度序信息系统和基于优势Ｇ等价关系

的随机多尺度序决策系统的概念;然后,在随机多尺度序信息系统中给出在不同尺度下基于优势关系的信息粒的表示、以及集

合关于由条件属性集生成的优势关系的下近似与上近似的定义,并得到在不同尺度下信息粒、集合的下近似与上近似的变化关

系;最后,分别在随机多尺度序信息系统和基于优势Ｇ等价关系的随机多尺度序决策系统中定义了几类最优尺度的概念,并用证

据理论中的信任函数与似然函数刻画了最优尺度的数值特征.
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Abstract　AimingattheknowledgeacquisitionproblemofmultiＧscaleorderedinformationsystemobtainedfromrandomexperiＧ

ments,conceptsofrandommultiＧscaleorderedinformationsystemsanddominanceＧequivalenceＧrelationsＧbasedrandommultiＧscale

ordereddecisionsystemsarefirstintroduced．InformationgranulesinrandommultiＧscaleorderedinformationsystemsaswellas

lowerandupperapproximationsofsetswithrespecttodominancerelationsinducedbyconditionalattributesetunderdifferent

scalesarethendescribed．Theirrelationshipsarealsoclarified．Finally,conceptsofseveraltypesofoptimalscalesinrandom

multiＧscaleorderedinformationsystemsanddominanceＧequivalenceＧrelationsＧbasedrandom multiＧscaleordereddecisionsystems

aredefined．ItisprovedthatbeliefandplausibilityfunctionsintheDempsterＧShafertheoryofevidencecanbeusedtocharacterize

someoptimalscalesinrandommultiＧscaleorderedinformationsystemsanddominanceＧequivalenceＧrelationsＧbasedrandommultiＧ

scaleordereddecisionsystems,respectively．
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１　引言

从不同的粒度(Granularity)上观察、分析与解决同一问

题,是人类智能的一个公认特点.Lin在分析Zadeh[１]的信息

粒度基础上,于１９９７年首次提出了粒计算(GranularcompuＧ

ting,GrC)[２],它模拟人类思考问题的自然模式,以粒(GraＧ

nule)为基本计算单位,旨在通过处理大规模复杂数据集和信

息等来建立有效的计算模型,是当前人工智能领域和大数据

处理的重要方法之一[３Ｇ５].粒计算研究的主要内容有粒的

构造、表示和解释,在不同尺度或粒度空间中研究粒计算问题

时,还要考虑最优尺度或粒度选择,以及存在于粒之间的粒

IFＧTHEN规则提取和相关理论与算法等.

而在众多粒计算研究方法中,粗糙集(RoughSets)对粒

计算研究的推动和发展起着重要的作用,它是继概率论、模糊

集、证据理论之后的又一个刻画不完整性和不确定性的数学

工具.传统粗糙集数据分析[６]处理信息系统的每一个对象在

每一个属性上只取唯一的一个值,这样的系统被称为单尺度

信息系统,但在处理实际生活的很多数据时,人们往往需要在



多尺度或者多粒度的环境下进行问题的求解和决策.因此,

多粒度环境下的数据建模成为了粒计算研究的重要方向[７Ｇ８].

在现实世界中,数据多粒度是由属性取值的不同尺度或粒度

标记造成的,针对此情形,Wu等在文献[９]中首次提出了基

于多尺度标记划分的粗糙集数据分析方法,在这种模型下,同

一批数据可以被标记为不同的粒度(或尺度)层次,人们可以

根据需要在不同的尺度标记层面上处理和分析数据,这样的

信息系统被 称 为 多 尺 度 信 息 系 统 (MultiＧscaleInformation

Systems),又称为多粒度标记信息系统(MultiＧgranularLaＧ

beledInformationSystems),在文献上被称为 WuＧLeung模

型[１０].从多尺度数据集上获取知识的主要思想是,根据决策

目标为每一个属性选择一个合适的尺度构成一个新的单尺度

信息系统,然后在保持相同目标约束的前提下进行属性约简

(特征选择)、决策规则提取及不确定性分析.因此,在保持某

种性质(可以是定性的也可以是定量的)不变的条件下选择最

粗的尺度标记(称为最优尺度选择或最优粒度选择)成为了多

尺度数据知识获取研究的一个关键问题,也是多尺度粗糙集

数据分析研究的一个主要方向[１１Ｇ２４].

证据理论是处理不确定性问题的另一种方法[２５],该理论

与粗糙集理论联系紧密,已经证实由任何一个信任结构导出

的信任函数与似然函数一定可以表示为某个粗糙近似空间中

的下近似与上近似的概率函数[２６Ｇ２９].基于两个理论之间的

关系,证据理论可用于刻画各种信息系统的属性约简和多尺

度信息系统中最优尺度的数值特征[１１,１４Ｇ１５,２１,３０Ｇ３４].

众所周知,基于优势关系的粗糙集数据分析在序信息系

统和序决策信息系统等数据类型的知识约简、排序、决策等应

用方面有独特的优势[３５Ｇ３７].例如,在属性约简方面,Xu等[３１]

用证据理论刻画了(无决策)序信息系统的属性约简的特征,

Du等[３２]进一步用证据理论刻画了序决策系统的属性约简的

特征.我们知道,针对序决策系统中的数据分析有两类问题,

一类是排序,即决策属性值域也是全序集[３２];另一类是分类,

即决策属值域是一个普通的集合[３８].Zheng等[３９]针对第一

类问题,用证据理论给出了多尺度序决策系统的最优尺度的

数值特征刻画.众所周知,在现实中大量的数据是通过随机

实验获得的.本文针对第二类问题,提出随机多尺度序信息

系统与随机多尺度序决策系统的概念,并讨论随机多尺度序

决策系统的最优尺度选择问题.

２　基础知识

本节介绍后文所涉及的相关知识,包括优势Ｇ等价关系下

随机序决策系统和证据理论中的信任函数与似然函数等

概念.

定义１[４０]　称(U,A)是一个信息系统,其中,U＝{x１,

x２,􀆺,xn}是一个非空有限对象集,称为论域,A＝{a１,a２,􀆺,

am}是一个非空有限属性集,使得∀a∈A,满足a:U→Va,即

a(x)∈Va,x∈U,其中Va＝{a(x):x∈U}为a的值域,若在U
上有正规概率分布P,即对于任意的x∈U,有P({x})＞０,且

∑
x∈U

P({x})＝１,则 称 (U,A)是 一 个 随 机 信 息 系 统,记 为

((U,P),A).

如果在U 上没有正规概率分布P,那么可以取均匀分布

的概率(即频率)P({x})＝１/|U|,其中|X|表示集合 X 的基

数.为方便起见,对于单点集{x},以下用P(x)代替P({x}).

因此,一个随机信息系统可以被看成是普通信息系统的推广.

定义２　称二元组(L,≤)是一个全序集,其中L 是一个

非空集合,≤是L上的一个二元关系,满足以下条件:

(１)自反性:∀x∈L,x≤x;

(２)传递性:∀x,y,z∈L,x≤y,y≤z蕴含x≤z;

(３)≤是线性序:∀x,y∈L,或者x≤y,或者y≤x.

定义３[３７,３９]　如果一个信息系统(U,A)的某个属性值域

是全序集,即属性值是按照升序或者降序排列的,那么称这个

属性为一个准则;若信息系统(U,A)中所有属性都是准则,则

称(U,A)是一个序信息系统;若(U,A)是序信息系统,且在U
上有正规概率分布P,则称((U,P),A)是随机序信息系统.

假设某个准则a∈A 的值域按照优序关系≤a 排序,则

y≤ax 表示关于准则a,x至少和y 一样优.为了方便起见,

下文在所有的属性值域上用同一个符号≤表示优序关系.

定义４　称S＝((U,P),A∪{d})为一个随机序决策系

统,其中((U,P),A)是随机序信息系统,称A 为条件属性集,

d∉A 是一个特殊的属性,称之为决策属性,它可以看作映射

d:U→Vd,其中,Vd＝{d(x):x∈U}为d的值域.

定义５　设S＝((U,P),A∪{d})为随机序决策系统,对

于B⊆A,记:

R≤
B ＝{(x,y)∈U×U:al(x)≤al(y),∀al∈B}

Rd＝{(x,y)∈U×U:d(x)＝d(y)}

则分别称R≤
B 和Rd 为该系统由条件属性子集B 导出的优势

关系和决策属性集d 导出的等价关系,此时系统被称为优势Ｇ
等价关系下的随机序决策系统.若R≤

A ⊆Rd,则称系统S 是

协调的,否则称S是不协调的.

记:

U/R≤
B ＝{[x]≤

B :x∈U}

[x]≤
B ＝{y∈U:(x,y)∈R≤

B }

＝{y∈U:al(x)≤al(y),∀al∈B}

[x]d ＝{y∈U:(x,y)∈Rd}

＝{y∈U:d(x)＝d(y)}

则分别称[x]≤
B 与[x]d 为对象x 关于条件属性子集B 的优势

类和关于决策属性d的等价类.

定义６[２５]　 设 W 是非空有限集,若集函数 m:p(W)→
[０,１](其中p(W)表示W 的幂集)满足:

(１)m(Ø)＝０;

(２)∑
Y∈p(Y)

m(Y)＝１.

则称m 是W 上的一个 mass函数或基本概率指派.称集合

A∈p(W)为m 的一个焦元,若m(A)＞０,记 M为m 的焦元全

体所构成的集合,则称序对(M,m)为W 上的一个信任结构.

定义７[２５]　设(M,m)是W 上的一个信任结构,称集函数

Bel:p(W)→[０,１]为W 上的一个信任函数,若:

Bel(X)＝ ∑
A⊆X

m(A),∀X∈p(W)
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定义８[２５]　设(M,m)是W 上的一个信任结构,称集函数

Pl:p(W)→[０,１]为W 上的一个似然函数,若:

Pl(X)＝ ∑
A∩X≠Ø

m(A),∀X∈p(W)

由同一信任结构导出的信任函数与似然函数是对偶的,

即∀X∈p(W),Pl(X)＝１－Bel(~X),且Bel(X)≤Pl(X).

反之,信任结构中的 mass函数可以通过 Möbius变换用

信任函数来表示,即∀X∈p(W),

m(X)＝ ∑
Y⊆X

(－１)|X\Y|Bel(Y)

信任函数与似然函数还可以等价地用公理来定义,即集

函数Bel:p(W)→[０,１]是W 上的一个信任函数,当且仅当它

满足以下性质:

(１)Bel(Ø)＝０;

(２)Bel(W)＝１;

(３)对于任意X１,X２,􀆺,Xl⊆W,有:

Bel(∪
l

i＝１
Xi)≥ ∑

Ø≠J⊆{１,２,􀆺,l}
(－１)|J|＋１Bel(∩

i∈J
Xi)

同样地,Pl:p(W)→[０,１]是W 上的一个似然函数,当且

仅当它满足以下性质:

(１)Pl(Ø)＝０;

(２)Pl(W)＝１;

(３)对于任意X１,X２,􀆺,Xl⊆W,有:

Pl(∩
l

i＝１
Xi)≤ ∑

Ø≠J⊆{１,２,􀆺,l}
(Ｇ１)|J|＋１Pl(∪

i∈J
Xi)

设((U,P),A)是随机序信息系统,对于任意 X⊆U,B⊆

A,X 关于优势关系R≤
B 的下近似R≤

B (X)与上近似R≤
B (X)的

定义如下:

R≤
B (X)＝{x∈U:[x]≤

B ⊆X}

R≤
B (X)＝{x∈U:[x]≤

B ∩X≠Ø}

利用类似文献[３１]的方法,可以证明以下定理.

定理１　设((U,P),A)是随机序信息系统,对于任意

X⊆U,B⊆A,记:

BelB(X)＝P(R≤
B (X))

PlB(X)＝P(R≤
B (X))

则BelB 与PlB 分别为U 上由属性集B 确定的信任函数与似

然函数,且对应的 mass函数m 为:

m(Y)＝
P(Y), Y∈U/R≤

B

０, Y∉U/R≤
B

{
３　随机多尺度序信息系统与集合近似

Wu等在文献[１１]中首次定义了多尺度信息系统的概念.

定义９[１１]　称S＝(U,A)为一个多尺度信息系统,其中,

U＝{x１,x２,􀆺,xn}为非空有限对象集,被称为论域,A＝{a１,

a２,􀆺,am}为非空有限属性集,且每个属性aj∈A 是一个多尺

度属性,即对于U 中的同一对象,属性aj 在不同尺度上可以

取不同的值.

假设所有的属性都有I个相同的等级尺度,则一个多尺

度信息系统可以表示为:

(U,{ak
j:k＝１,２,􀆺,I,j＝１,２,􀆺,m})

其中,ak
j:U→Vak

j
,Vak

j
是aj 在第k 个尺度下的值域,且对于

１≤k≤I－１,存在一个满射gk,k＋１
j :Vak

j →Vak＋１
j

,使 得ak＋１
j ＝

gk,k＋１
j 􀳱ak

j,即:

ak＋１
j (x)＝gk,k＋１

j (ak
j(x)),x∈U

称gk,k＋１
j 为信息粒度变换.

对于k∈{１,２,􀆺,I},记:

Ak＝{ak
j:j＝１,２,􀆺,m}

则一个多尺度信息系统S＝(U,A)可以分解为I个信息系统

Sk＝(U,Ak),k＝１,２,􀆺,I.

定义１０　设(L１,≤１)和(L２,≤２)为两个全序集,称映射

g:(L１,≤１)→(L２,≤２)为保序的,若对于任意l,s∈L１,则:

l≤１s⇒g(l)≤２g(s)

在传统的序信息系统中,每一个属性都取单一尺度的属

性值,但在实际生活中,根据不同的目标需求,在随机实验中,

存在一个对象在同一属性上根据不同尺度取不同值的情形.

为此,本文引入随机多尺度序信息系统的概念.

定义１１　称((U,P),A)是一个随机多尺度序信息系统,

其中,(U,A)是一个多尺度序信息系统,即U＝{x１,x２,􀆺,

xn}是非空有限对象集;P 为定义在U 上的正规概率测度;

A＝{a１,a２,􀆺,am}是非空有限属性集,每个属性aj∈{j＝１,

２,􀆺,m}都是准则,且aj 有I 个尺度a１
j,a２

j,􀆺,aI
j,且对于

１≤k≤I－１,存在保序的满射gk,k＋１
j :Vak

j →Vak＋１
j

,使得ak＋１
j ＝

gk,k＋１
j 􀳱ak

j,即:

ak＋１
j (x)＝gk,k＋１

j (ak
j(x)),x∈U

其中Vak
j
是aj 在第k个尺度下的值域,Vak

j
是全序集.

为了方便起见,在不至于引起混淆的情况下,不同属性在

不同尺度下值域Vak
j
上的全序关系≤k

j 用同一个符号≤表示.

定理２　设((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,j∈
{１,２,􀆺,m},１≤k≤I－１,则:

(１)|Vak＋１
j |≤|Vak

j|;

(２)∀ω∈Vak＋１
j

,∃ν∈Vak
j
,使得(ak

j)－１(ν)⊆(ak＋１
j )－１(ω);

(３)∀ω ∈Vak＋１
j

,∃V０ ⊆Vak
j
,使 得 (ak＋１

j )－１ (ω)＝

∪
ν∈V０

(ak
j)－１(ν).

证明:

(１)由满射的定义即证.

(２)对∀ω∈Vak＋１
j

,取x∈(ak＋１
j )－１(ω),则ω＝ak＋１

j (x).

令ν＝ak
j (x),即 x∈ (ak

j)－１ (ν),而 由 gk,k＋１
j 的 定 义 可 知,

gk,k＋１
j (ν)＝ω.对∀y∈(ak

j)－１(ν),显然ν＝ak
j(y),由gk,k＋１

j

(ν)＝ak＋１
j (y)和 gk,k＋１

j (ν)＝ω 可 得ω＝ak＋１
j (y),即 y∈

(ak＋１
j )－１(ω)成立.因此,(ak

j)－１(ν)⊆(ak＋１
j )－１(ω).

(３)对∀ω∈Vak＋１
j

,令V０＝(gk,k＋１
j )Ｇ１(ω),则gk,k＋１

j (V０)＝
{ω},于是∀x∈(ak

j)－１(V０),∃ν∈V０,使得x∈(ak
j)－１(ν),即

ν＝ak
j(x).

由gk,k＋１
j (V０)＝{ω}得ω＝ak＋１

j (x),故x∈(ak＋１
j )－１(ω),

因此(ak
j)－１(V０)⊆(ak＋１

j )－１(ω).

另一方面,∀x∈(ak＋１
j )－１ (ω)有 ω＝ak＋１

j (x),从 而 由

(gk,k＋１
j )－１(ω)＝V０ 可知,∃ν∈V０,使得x∈(ak

j)－１(ν),即

x∈(ak
j)－１(V０).

故(ak＋１
j )－１(ω)⊆(ak

j)－１(V０),命题得证.
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例１　表１为一个随机多尺度序信息系统((U,P),A),

其中,U＝{x１,x２,􀆺,x８}是８个对象,表中第２列为第１列所

对应的对象出现的概率;A＝{a１,a２}是２个属性(准则),每个

属性具有３个尺度,２个属性的第１个尺度下,数值型值域

Va
１
１ ＝Va

１
２ ＝{１,２,􀆺,１００}(百分制)上的全序关系取自然序,

如８７＜９８;第２个尺度下,值域Va
２
１ ＝Va

２
２ ＝{E,G,M,B,U}

(五级制)上的全序关系为:U＜B＜M＜G＜E;第３个尺度

下,值域Va３
１ ＝Va３２ ＝{P,F}(二级制)上的全序关系为:F＜P.

表１　随机多尺度序信息系统

Table１　RandommultiＧscaleorderedinformationsystem

U P a１
１ a２

１ a３
１ a１

２ a２
２ a３

２
x１ ２/３２ ９８ E P ５６ B F
x２ ４/３２ ８７ G P ７８ G P
x３ ４/３２ ７８ G P ８０ G P
x４ ６/３２ ５６ B F ５８ B F
x５ ５/３２ ６３ M P ６６ M P
x６ (４－ ２)/３２ ３５ U F ９３ E P
x７ ３/３２ ９８ E P ８８ G P
x８ (４－ ２)/３２ ８７ G P ３６ U F

不同尺度下的序信息粒度变换如表１所列,即:

当i＝１,２时,有:

g１,２
i :Va１

i →Va２
i
,g１,２

i (ν)＝

E, ν＝９３,９８

G, ν＝７８,８０,８７,８８

M, ν＝６３,６６

B, ν＝５６,５８

U, ν＝３５,３６

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

g２,３
i :Va２

i →Va３
i
,g２,３

i (ω)＝
P, ω＝E,G,M
F, ω＝B,U{

如a２
１ (x１)＝g１,２

１
(a１

１ (x１))＝g１,２
１

(９８)＝E,a３
２ (x１)＝

g２,３
２ (a２

２(x１))＝g２,３
２ (B)＝F.

显然,g１,２
i 和g２,３

i (i＝１,２)都是保序映射.

由信息粒度变换和优势关系的定义,容易得到以下定理.

定理３　 设 ((U,P),A)是 随 机 多 尺 度 序 信 息 系 统,

B,C⊆A,１≤k＜l≤I,则:

(１)R≤
Ak ＝ ∩

a∈Ak
R≤

a ;

(２)C⊆B⊆A⇒R≤
Ak ⊆R≤

Bk ⊆R≤
Ck ;

(３)∀y∈[x]≤
Ak ⇒[y]≤

Ak ⊆[x]≤
Ak ;

(４)∀a∈Ak,x,y∈U,若a(x)＝a(y),则[y]≤
Ak ＝[x]≤

Ak ;

(５)k＜l,B⊆A⇒R≤
Bk ⊆R≤

BI ;

证明:由定义容易证明结论(１)－结论(４)成立.

对于结论(５),因为k＜l,所以根据信息粒度变换的定义

可知,存在从Vak
i
到Vali 的满射gk,l

i ,使得gk,l
i 􀳱ak

i＝al
i.

又因为任意的x∈U 及y∈[x]≤
Bk ,满足对∀ak

i ∈Bk 有

ak
i(x)≤ak

i(y),所 以 gk,l
i (ak

i (x))≤gk,l
i (ak

i (y)),从 而 可 得

al
i(x)≤al

i(y),即y∈[x]≤
BI .

因此,[x]≤
Bk ⊆[x]≤

BI ,由x的任意性可知R≤
Bk ⊆R≤

BI 成立.

定理４　设((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,k,l∈
{１,２,􀆺,I},X,X１,X２⊆U,则:

(１)R≤
Ak (Ø)＝R≤

Ak (Ø)＝ØR≤
Ak (U)＝R≤

Ak (U)＝U;

(２)R≤
Ak (X)⊆X⊆R≤

Ak (X);

(３)X１⊆X２⇒R≤
Ak (X１)⊆R≤

Ak (X２),R≤
Ak (X１)⊆R≤

Ak (X２);

(４)R≤
Ak (X１∩X２)＝R≤

Ak (X１)∩R≤
Ak (X２),R≤

Ak (X１∪X２)＝

R≤
Ak (X１)∪R≤

Ak (X２);

(５)R≤
Ak (X１∪X２)⊇R≤

Ak (X１)∪R≤
Ak (X２),R≤

Ak (X１∩X２)⊆

R≤
Ak (X１)∩R≤

Ak (X２).

(６)R≤
Ak (~X)＝~R≤

Ak (X),R≤
Ak (~X)＝~R≤

Ak (X);

(７)k＜l⇒R≤
Ak (X)⊆R≤

Al (X),R≤
Al (X)⊆R≤

Ak (X).

证明:根据定义易知,结论(１)－结论(５)显然成立.

对于结论(６),∀x∈U,由于:

x∈R≤
Ak (~X)⇔[x]≤

Ak ⊆~X

⇔[x]≤
Ak ∩X＝Ø

⇔x∉R≤
Ak (X)

⇔x∈~R≤
Ak (X)

因此,R≤
Ak (~X)＝~R≤

Ak (X).

同理可证,R≤
Ak (~X)＝~R≤

Ak (X).

对于结论(７),由定理３的结论(５)即证.

４　随机多尺度序信息系统的最优尺度选择

由尺度粗细的关系可知,由细尺度得到的知识比粗尺度

得到知识的精度高,但是获得知识所需要的代价也较大.在

实际问题中,我们总希望利用较少的代价作出最理想的决策.

本节讨论(无决策)随机多尺度序信息系统的最优尺度选择

问题.

定义１２　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

记:

U/R≤
A１ ＝{C≤

１ ,C≤
２ ,􀆺,C≤

t }

对于k∈{１,２,􀆺,I},若R≤
Ak ＝R≤

A１ ,则称Sk 关于S 是协调的;

若Sk 关于S 是协调的,且Sk＋１(若k＋１≤I)关于S是不协调

的,则称k是S 的最优尺度.

定义１３　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

U/R≤
A１ ＝{C≤

１ ,C≤
２ ,􀆺,C≤

t },对于k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)若对任意的 X∈U/R≤
A１ ,有R≤

Ak (X)＝R≤
A１ (X),则称

Sk 关于S 是下近似协调的.若Sk 关于S 是下近似协调的,

且Sk＋１(若k＋１≤I)关于S 不是下近似协调的,则称k是S
的下近似最优尺度.

(２)若对任意的 X∈U/R≤
A１ ,有R≤

Ak (X)＝R≤
A１ (X),则称

Sk 关于S 是上近似协调的;若Sk 关于S 是上近似协调的,且

Sk＋１(若k＋１≤I)关于S不是上近似协调的,则称k是S 的上

近似最优尺度.

定义１４　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

U/R≤
A１ ＝{C≤

１ ,C≤
２ ,􀆺,C≤

t },k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)若对任意的X∈U/R≤
A１ ,有BelA

k (X)＝BelA１ (X),则

称Sk 关于S 是信任协调的;若Sk 关于S 是信任协调的,且

Sk＋１(若k＋１≤I)关于S不是信任协调的,则称k是S 的信任

最优尺度.

(２)若对任意的X∈U/R≤
A１ ,有PlAk (X)＝PlA１ (X),则称

Sk 关于S 是似然协调的;若Sk 关于S 是似然协调的,且Sk＋１
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(若k＋１≤I)关于S不是似然协调的,则称k是S 的似然最

优尺度.根据信任函数和下近似、似然函数和上近似之间的

关系容易得到以下定理.

定理５　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)Sk 关于S 是信任协调的,当且仅当Sk 关于S 是下近

似协调的.

(２)k是S 的信任最优尺度,当且仅当k是S 的下近似最

优尺度.

(３)Sk 关于S 是似然协调的,当且仅当Sk 关于S 是上近

似协调的.

(４)k是S 的似然最优尺度,当且仅当k是S 的上近似最

优尺度.

定理６　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)Sk 关于S是协调的,当且仅当Sk 关于S是信任协调的.

(２)k是S的最优尺度,当且仅当k是S的信任最优尺度.

证明:

对于结论(１),“⇒”设Sk 关于S 是协调的,则∀x∈U 有

[x]≤
Ak ＝[x]≤

A１ ,根据下近似的定义容易得到对∀X∈U/R≤
A１ ,

有R≤
Ak (X)＝R≤

A１ (X),即Sk 关于S 是下近似协调的,再结合

定理５的结论(１)可知,Sk 关于S 是信任协调的.

“⇐”假设Sk 关于S 是信任协调的,则有:

BelA
k (X)＝BelA１ (X),∀X∈U/R≤

A１

因此,由定理５的结论(１)可知,有:

R≤
Ak ([x]≤

A１ )＝R≤
A１ ([x]≤

A１ ),∀x∈U
结合下近似的定义可知,∀y∈U,有:

[y]≤
Ak ⊆[x]≤

A１ ⇔[y]≤
A１ ⊆[x]≤

A１

取y＝x可得:

[x]≤
Ak ⊆[x]≤

A１ ⇔[x]≤
A１ ⊆[x]≤

A１

因此有[x]≤
Ak ⊆[x]≤

A１ 成立,再根据多尺度的性质可知

[x]≤
A１ ⊆[x]≤

Ak .故[x]≤
AK ＝[x]≤

A１ 成立,所以Sk 关于S 是协

调的.

结论(２)由定理５的结论(１)即得.

记:

∑
t

i＝１
BelA１ (C≤

i )＝M,∑
t

i＝１
PlA１ (C≤

i )＝N

定理７　设S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,

U/R≤
A１ ＝{C≤

１ ,C≤
２ ,􀆺,C≤

t },对于k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)Sk 关于S 是协调的,当且仅当∑
t

i＝１
BelA

k (C≤
i )＝M.

(２)k是S 的最优尺度,当且仅当 ∑
t

i＝１
BelA

k (C≤
i )＝M 且

∑
t

i＝１
BelAk＋１ (C≤

i )＜M(若k＋１≤I).

(３)Sk 关于S 是似然协调的,当且仅当∑
t

i＝１
PlA

k (C≤
i )＝N.

(４)k是S 的似然最优尺度,当且仅当∑
t

i＝１
PlA

k (C≤
i )＝N

且∑
t

i＝１
PlAk＋１ (C≤

i )＞N(若k＋１≤I).

证 明:对于结论(１),“⇒”假设Sk 关于S 是协调的,由定

理６可知Sk 关于S 是信任协调的,即:

BelA
k (C≤

i )＝BelA１ (C≤
i ),∀i∈{１,２,􀆺,t}

因此,∑
t

i＝１
BelAK (C≤

i )＝∑
t

i＝１
BelA１ (C≤

i )＝M.

“⇐”假设∑
t

i＝１
BelA

k (C≤
i )＝M,由下近似的性质以及与信任

函数的关系可得:

BelA
k (C≤

i )≤BelA１ (C≤
i ),∀i∈{１,２,􀆺,t}

即 M＝∑
t

i＝１
BelA

k (C≤
i )≤∑

t

i＝１
BelA１ (C≤

i )＝M.

因此,BelA
k (C≤

i )＝BelA１ (C≤
i ),∀i∈{１,２,􀆺,t}.

故Sk 关于S 是信任协调的,由定理６可知Sk 关于S 是

协调的.

结论(２)由结论(１)即证.

同理可得,结论(３)、结论(４)成立.

此定理表明,系统的最优尺度和上近似最优尺度可以分

别通过计算优势类的信任测度之和与似然测度之和进行判

别.下面通过对例１中的数据进行分析来验证.

例２　设S＝((U,P),A)是由例１给出的随机多尺度序

信息系统,其中论域上的概率分布如下:

P(x１)＝２/３２,P(x２)＝４/３２

P(x３)＝４/３２,P(x４)＝６/３２

P(x５)＝５/３２,P(x６)＝(４－ ２)/３２

P(x７)＝３/３２,P(x８)＝(４＋ ２)/３２
经计算,当k＝１时,得U/R≤

A１ ＝{C≤
１ ,C≤

２ ,􀆺,C≤
８ },具体

如下:

C≤
１ ＝[x１]≤

A１ ＝{x１,x７}

C≤
２ ＝[x２]≤

A１ ＝{x２,x７}

C≤
３ ＝[x３]≤

A１ ＝{x３,x７}

C≤
４ ＝[x４]≤

A１ ＝{x２,x３,x４,x５,x７}

C≤
５ ＝[x５]≤

A１ ＝{x２,x３,x５,x７}

C≤
６ ＝[x６]≤

A１ ＝{x６}

C≤
７ ＝[x７]≤

A１ ＝{x７}

C≤
８ ＝[x８]≤

A１ ＝{x１,x２,x７,x８}

当k＝２时,
[x１]≤

A２ ＝{x１,x７}

[x２]≤
A２ ＝{x２,x３,x７}

[x３]≤
A２ ＝{x２,x３,x７}

[x４]≤
A２ ＝{x１,x２,x３,x４,x５,x７}

[x５]≤
A２ ＝{x２,x３,x５,x７}

[x６]≤
A２ ＝{x６}

[x７]≤
A２ ＝{x７}

[x８]≤
A２ ＝{x１,x２,x３,x７,x８}

当k＝３时,

[x１]≤
A３ ＝{x１,x２,x３,x５,x７,x８}

[x２]≤
A３ ＝[x３]≤

A３ ＝[x５]≤
A３ ＝[x７]≤

A３ ＝{x２,x３,x５,x７}

[x４]≤
A３ ＝{x１,x２,x３,x４,x５,x６,x７,x８}

[x６]≤
A３ ＝{x２,x３,x５,x６,x７}

[x８]≤
A３ ＝{x１,x２,x３,x５,x７,x８}

于是,由下近似与上近似的定义计算可得:

R≤
A１ (C≤

１ )＝R≤
A２ (C≤

１ )＝{x１,x７}
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R≤
A１ (C≤

２ )＝{x２,x７}

R≤
A２ (C≤

２ )＝{x７}

R≤
A１ (C≤

３ )＝{x３,x７}

R≤
A２ (C≤

３ )＝{x７}

R≤
A１ (C≤

４ )＝{x２,x３,x４,x５,x７}

R≤
A１ (C≤

５ )＝R≤
A２ (C≤

４ )＝R≤
A２ (C≤

５ )＝{x２,x３,x５,x７}

R≤
A１ (C≤

６ )＝R≤
A２ (C≤

６ )＝{x６}

R≤
A１ (C≤

７ )＝R≤
A２ (C≤

７ )＝{x７}

R≤
A１ (C≤

８ )＝{x１,x２,x７,x８}

R≤
A２ (C≤

８ )＝{x１,x７}

R≤
A１ (C≤

i )＝{x１,x２,x３,x４,x５,x７,x８},i≠６

R≤
A２ (C≤

i )＝{x１,x２,x３,x４,x５,x７,x８},i≠６

R≤
A１ (C≤

６ )＝R≤
A２ (C≤

６ )＝{x６}

R≤
A３ (C≤

i )＝U,i＝１,２,􀆺,８
进一步地,在给定概率分布下,可分别得到如下的优势类

的信任测度和以及似然测度和:

∑
８

i＝１
BelA１ (C≤

i )＝７７
３２＞６５Ｇ２

３２ ＝∑
８

i＝１
BelA２ (C≤

i )

∑
t

i＝１
PlA１ (C≤

i )＝∑
t

i＝１
PlA２ (C≤

i )＝２００＋６ ２
３２

＜８＝∑
t

i＝１
PlA３ (C≤

i )

因此,由定理７可知,该系统的最优尺度和信任最优尺度

都是k＝１,而似然最优尺度是k＝２.

５　随机多尺度序决策系统的最优尺度选择

本节讨论随机多尺度序决策系统的最优尺度选择问题.

针对序决策系统中的数据分析有两类问题:一类是排序,即决

策属性值域也是全序集;另一类是分类,即决策属值域是一个

普通的集合.Zheng等[３９]针对第一类问题用证据理论给出

了多尺度序决策系统最优尺度选择的数值特征刻画,下文针

对第二类问题讨论随机多尺度序决策系统的最优尺度选择

问题.

定义１５　称S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策

系统,其中S＝((U,P),A)是随机多尺度序信息系统,d∉A
是一个特殊的单尺度属性,被称为决策属性.如果R≤

A１ ⊆Rd,

那么称S是协调的.在协调的系统S中,如果R≤
Ak ⊆Rd,那么

称Sk 关于S 是协调的.若Sk 关于S 是协调的,且Sk＋１(若

k＋１≤I)关于S是不协调的,则称k是S 的最优尺度.

定义１６　设S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策

系统,k∈{１,２,􀆺,I},则:
(１)若∀D∈U/Rd,有R≤

Ak (D)＝R≤
A１ (D),则称Sk 关于S

是下近似协调的.若Sk 关于S 是下近似协调的,且Sk＋１(若

k＋１≤I)关于S不是下近似协调的,则称k是S 的下近似最

优尺度.

(２)若∀D∈U/Rd,有R≤
Ak (D)＝R≤

A１ (D),则称Sk 关于S
是上近似协调的.若Sk 关于S 是上近似协调的,且Sk＋１(若

k＋１≤I)关于S不是上近似协调的,则称k是S 的上近似最

优尺度.

定义１７　设S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策

系统,k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)若∀D∈U/Rd,有BelA
k (D)＝BelA１ (D),则称Sk 关于S

是信任协调的.若Sk 关于S是信任协调的,且Sk＋１(若k＋１≤I)

关于S不是信任协调的,则称k是S的信任最优尺度.

(２)若∀D∈U/Rd,有PlAK (D)＝PlA１ (D),则称Sk 关于

S 是似然协调的.若Sk 关于S 是似然协调的,且Sk＋１(若

k＋１≤I)关于S 不是似然协调的,则称k是S 的似然最优

尺度.

根据信任函数与下近似、似然函数与上近似之间的关系

容易得到以下定理.

定理８　设S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策

系统,k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)Sk 关于S 是信任协调的,当且仅当Sk 关于S 是下近

似协调的.

(２)k是S 的信任最优尺度,当且仅当k是S 的下近似最

优尺度.

(３)Sk 关于S 是似然协调的,当且仅当Sk 关于S 是上近

似协调的.

(４)k是S 的似然最优尺度,当且仅当k是S 的上近似最

优尺度.

不失一般性,不妨设Vd＝{d(x):x∈U}＝{１,２,􀆺,r},

记U/Rd＝{D１,D２,􀆺,Dr},其中Di＝{x∈U:d(x)＝i},i∈
{１,２,􀆺,r},容易证明以下定理成立.

定理９　设S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策系

统,k∈{１,２,􀆺,I},记∑
r

i＝１
BelA１ (Di)＝M,∑

r

i＝１
PlA１ (Di)＝N,则:

(１)Sk 关于S是信任协调的,当且仅当∑
r

i＝１
BelA

k (Di)＝M.

(２)k是S 的信任最优尺度,当且仅当∑
r

i＝１
BelA

k (Di)＝M

且∑
r

i＝１
BelAk＋１ (Di)＜M(若k＋１≤I).

(３)Sk 关于S 是似然协调的,当且仅当∑
t

i＝１
PlA

k (Di)＝N.

(４)k是S的似然最优尺度,当且仅当∑
t

i＝１
PlA

k (Di)＝N 且

∑
t

i＝１
PlAk＋１ (Di)＞N(若k＋１≤I).

定理１０　设S＝((U,P),A∪{d})是随机多尺度序决策

系统,k∈{１,２,􀆺,I},则:

(１)Sk 关于S 是协调的,当且仅当Sk 关于S 是信任协

调的.

(２)k是S 的最优尺度,当且仅当k是S 信任最优尺度.

例３　S＝((U,P),A∪{d})是由例１中的随机多尺度序

信息系统加入决策属性d所构成,其中:

Vd＝{Y,N},U/Rd＝{D１,D２}

D１＝{x１,x２,x３,x６,x７}

D２＝{x４,x５,x８}

经计算,在决策类关于条件属性的每个尺度下,优势关系

对应的下近似和上近似如下:

R≤
A１ (D１)＝R≤

A２ (D１)＝{x１,x２,x３,x６,x７}

R≤
A１ (D２)＝R≤

A２ (D２)＝Ø
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R≤
A３ (D１)＝R≤

A３ (D２)＝Ø

R≤
A１ (D１)＝R≤

A２ (D１)＝U

R≤
A１ (D２)＝R≤

A２ (D２)＝{x４,x５,x８}

R≤
A３ (D１)＝R≤

A３ (D２)＝U
进一步可得:

∑
２

i＝１
BelA１ (Di)＝∑

２

i＝１
BelA２(Di)＝１７－ ２

３２

＞０＝∑
２

i＝１
BelA３ (Di)

∑
２

i＝１
PlA１ (Di)＝∑

２

i＝１
PlA２ (Di)＝４７＋ ２

３２

＜２＝∑
２

i＝１
PlA３ (Di)

因此,S２ 关于S是信任协调和似然协调的.再由定理９
和定理１０可知,此系统的信任最优尺度和似然最优尺度都为

２.基于最优尺度所对应的随机序决策系统,可以进一步给出

相应的属性约简和决策规则提取.

结束语　在多尺度信息系统中,尽管从细尺度得到的知

识比从粗尺度得到的知识的精度高,但是获得知识所需要的

代价也较大.针对决策目标选择一个合适的尺度是多尺度信

息系统数据分析的关键问题.在基于优势Ｇ等价关系的随机

序决策系统中,本文通过引入多尺度保序粒度变换映射提出

了随机多尺度序信息系统和随机多尺度序决策系统的概念,

并讨论了相应系统的最优尺度选择问题.给出了系统中决策

类由条件属性生成的优势关系的粗糙近似,并进一步定义了

基于粗糙集近似的最优尺度与基于证据理论的最优尺度的概

念,用证据理论中的信任函数和似然函数分别刻画了随机多

尺度序信息系统和随机多尺度序决策系统的最优尺度的数值

特征.本文的结论对于非随机环境下的多尺度序信息系统和

多尺度序决策系统也适用,只须将概率测度用均匀分布的概

率(即频率)代替即可.在后续的研究中,一方面可以用证据

理论研究多尺度不完备序决策系统的最优尺度选择问题,另

一方面可以进一步研究决策属性,即多尺度的各类序决策系

统的最优尺度选择和决策规则提取问题.
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