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摘　要　目前已有很多有关预算的多臂赌博机模型,但这些模型能解决的实际问题具有局限性,即这些问题必须都是全程受一

个总预算限制.对此,文中提出基于预算时变的多臂赌博机模型,该模型能够打破这种局限性,并被用于解决其他更多的实际

问题.该模型抓住了学习者每一轮的动作都受到相应这一轮预算限制的情况.更具体地说,每一轮,玩家都需要在相应这一轮

预算的限制下选择拉L(L≥１)个臂(L不是一个固定值).玩家的目标就是在每一轮预算的限制下,最大化总的平均奖励.根

据这个模型,文中提出基于置信界的动态规划算法.该算法利用模型的特点,每一轮都以臂的经验平均奖励的置信上界为依

据,然后使用动态规划算法进行拉臂操作.文中进一步引入遗憾的概念,并从理论上推导得出该算法遗憾的上界与最终预算的

总和存在一定的关系.最后,通过实验,将所提算法在不同场景下和其他几个传统的预算受限的多 臂 赌 博 机 算 法(εＧfirst,

KUBE,BTS)进行比较,验证了所提算法的可行性.
关键词:多臂赌博机;预算时变;经验平均奖励;动态规划;遗憾
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MultiＧarmedBanditModelBasedonTimeＧvariantBudgets
LINBaoＧling,JIARiＧheng,LINFeiＧlong,ZHENGZhongＧlongandLIMingＧlu
CollegeofMathematicsandComputerScience,ZhejiangNormalUniversity,Jinhua,Zhejiang３２１００４,China

　
Abstract　ManybudgetＧrelatedmultiＧarmedbanditmodelshavebeenproposed,butthepracticalproblemstheycansolvearelimiＧ
ted,thatis,theymustallbesubjecttoatotalbudgetlimit．Therefore,thispaperproposesamultiＧarmedbanditmodelbasedon
timeＧvariantbudgets,whichcanbreakthislimitationandbeusedtosolveotherpracticalproblems．ThemodelcapturesthesituaＧ
tionwherethelearner’sactionsforeachroundarelimitedbythecorrespondingroundbudget．Morespecifically,ateachround,

theplayerisrequiredtochoosetopullL(L≥１)arms(Lisnotafixedvalue)withinthebudgetlimitsofthatround．Theplayer’s

goalistomaximizethetotalaveragerewardwithinthebudgetlimitsofeachround．Accordingtothismodel,adynamicprogramＧ
mingalgorithmbasedonconfidenceboundisproposed．Thealgorithmtakesadvantageofthecharacteristicsofthemodel,takes
theconfidenceupperboundoftheempiricalaveragerewardofthearmasthebasisforeachround,andthenusesthedynamicproＧ

grammingalgorithmtoperformthearmpulloperation．Inthispaper,theconceptofregretisintroduced,anditisdeducedtheoＧ
reticallythatthereisarelationshipbetweentheupperboundofregretandthesumofbudget．Finally,thefeasibilityoftheproＧ

posedalgorithmisverifiedbycomparingtheproposedalgorithm withothertraditionalbudgetＧlimitedmultiＧarmedbanditalgoＧ
rithms(εＧfirst,KUBE,BTS)underdifferentscenarios．
Keywords　MultiＧarmedbandit,TimeＧvariantbudgets,Empiricalaveragereward,Dynamicprogramming,Regret
　

１　引言

多臂赌博机(MultiＧarmedBandit,MAB)问题是一个典型

的决策理论问题.该问题的模型可被用于解决很多实际问

题,如推荐系统[１]、在线核选择问题[２]和 RFID多阅读器信道

资源 分 配 问 题[３]等.随 机 多 臂 赌 博 机 (Stochastic MAB,

SMAB)问题又是 MAB问题中一类经典的问题[４Ｇ５].问题具

体描述是:一共有k个臂,玩家每次拉臂都会获得一定的奖

励.每个臂所对应的奖励是服从一定分布的,只是具体服从

的分布是未知的.玩家的目标就是能够在这种情况下最终获

得最大的奖励总和.

在SMAB问题研究的基础上,由于实际问题需要,出现

了很多其他的多臂赌博机问题,比如预先观察的多臂赌博机

问题(MultiＧarmedBanditwithPreＧobservations)[６]、提供补偿

的多 臂 赌 博 机 问 题 (MultiＧarmed Banditwith CompensaＧ
tion)[７]、实现公平的多臂赌博机问题(FAIRＧMAB)[８]、上下

文多臂赌博机问题(ContextualMultiＧarmedBandit)[９Ｇ１０]等.

除此之外,由于在现实生活中做出动作时(租用线上广告横幅

等)往往需要付出代价,因此出现了许多有关预算的多臂赌博

机问题,包括纯探索多臂赌博机问题(PureＧexplorationBanＧ

dit)[１１Ｇ１３]、预算受限的多臂赌博机问题(BudgetＧlimitedMultiＧ

armed Bandit)[１４Ｇ１５]、MultiＧarmed Bandit with Constraint
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Budgetand Vaiable Costs[１６Ｇ１７] 和 BudgetＧconstraint MultiＧ
armedBanditwithMultiplePlays[１８Ｇ１９].

上述有关预算的多臂赌博机模型能够解决现实生活中的

很多问题,但是存在局限性.更具体地说,那些能被解决的实

际问题必须都是全程只受一个总预算限制.为了打破这种局

限性,文中提出基于预算时变的多臂赌博机模型.该模型抓

住了学习者每一轮的动作都受到相应这一轮预算限制的情

况,而不再是全程只受一个总预算限制.也就是说,每一轮,
玩家都需要在相应这一轮预算的限制下选择拉L(L≥１)个臂

(L不是一个固定值).玩家的目标就是在每一轮预算的限制

下,最大化总的平均奖励.值得注意的是,各轮之间是独立

的,即使某一轮的预算没有被用完,也不能累加到对应的下一

轮的预算之中.
根据这个模型,文中提出基于置信界的动态规划算法.

具体地,文中将问题分为两种情况考虑.首先考虑每个臂的

奖励分布是已知的情况.在这种情况下,由于每一轮臂的选

择问题可以被看成一个０Ｇ１背包问题,故文中选择采用动态

规划算法.其中,０Ｇ１背包问题被具体描述为:给定n个重量

分别为w１,w２,􀆺,wn,价值分别为v１,v２,􀆺,vn的物品和容

量为C 的背包,求这个物品中一个最有价值的子集,使得在

满足背包容量的前提下,包内的总价值最大.很明显地,模型

中每一轮受到的限制就相当于０Ｇ１背包问题里的容量C,每
个臂所对应的固定的代价及已知的平均奖励大小就相当于

０Ｇ１背包问题里物品的重量及价值.因此,０Ｇ１背包问题里所

求的最有价值的物品子集就相当于每一轮里要拉的最理想的

臂的组合.然后再考虑每个臂的奖励分布是未知的情况.在

这种情况下,一味地利用目前有限次拉臂所获得的臂的信息

会导致结果不好.为了防止该情况发生,文中引入了臂的经

验平均奖励(EmpiricalAverageReward)的置信上界值这个

概念并以此为拉臂的依据.也就是说,每个臂的经验平均奖

励(EmpiricalAverageReward)的置信上界值就代表了此时

每个臂被认为的好坏程度.拥有了这个值,问题就可以被转

化成第一种情况来考虑.这样,就有了基于置信界的动态规

划算法.
文中进一步引入遗憾的概念,并从理论上推导得出该算

法遗憾的上界与最终预算的总和存在一定的关系.对于遗

憾,算法产生遗憾的大小是衡量一个多臂赌博机算法性能的

重要指标.更具体地,算法产生的遗憾越大,则证明该算法性

能越不好.最后,文中通过实验验证了所提算法的可行性.
本篇文章的主要贡献在两方面:

(１)区别于已有的大多数相关研究文献,文中创新性地提

出了基于预算受限的多臂赌博机模型,该模型能够解决现有

有关预算的多臂赌博机模型没能解决的实际问题;
(２)文中针对基于预算时变的多臂赌博机模型提出了一

个算法,即基于置信界的动态规划算法,而且通过实验验证了

算法的可行性.

２　基于预算时变的多臂赌博机模型的建立

本节描述基于预算时变的多臂赌博机模型.更具体地

说,文中考虑的是一个拥有 K(K≥２)个臂的多臂赌博机问

题.在每一轮,玩家都会先获得相应这一轮的预算值,文中定

义第t轮获得的预算值为Bt.其中,Bt来自于一个分布.然

后,在每一轮,玩家需要选择拉L(L≥１)个臂.这里需要注意

的是,L并不是固定的一个值.这是因为每一轮获得的预算

值很可能是不一样的,而不同的预算值又会使得每一轮拉的

臂数存在差异.文中定义第t轮拉的臂的组合为It.当玩家

在第t轮拉了臂i∈[K]([K]被定义为集合{１,２,􀆺,K}),则
需要付出一个固定的代价值ci(ci＞１),即第i个臂对应的固

定的代价值.同时,玩家也会获得一个随机的奖励值ri(t)(ri

(t)∈[０,１]).其中,ri(t)来自臂i的奖励分布.对于预算值

Bt,很明显地,第t轮拉的臂的代价总和是不允许超出这个值

的.此外,每一轮的预算值是独立于其他任何轮的预算值的,
即使某一轮的预算值没有被消耗完,也是不允许累加到相应

下一轮的预算值中去.然后,文中定义一共有 T 轮,那么总

的预算值就可以表示为∑
T

t＝１
Bt.因为最开始,玩家并不知道每

个臂的真实平均奖励(文中定义第i个臂的真实平均奖励为

ui),所以玩家必须去学习臂的情况.玩家的目标就是在满足

每一轮拉的臂的代价总和不超过每一轮对应的预算值的条件

下,找到最优的拉臂的序列,最大化最终获得的奖励总和.
根据前面的描述,在第t轮,则有:

∑
i∈It

ci≤Bt

定义Rt为第t轮拉臂的组合It获得的总的奖励,那么Rt

的期望就表示为:

E[Rt]＝ ∑
i∈It

ui

然后,I∗
t 被定义为第t轮最理想的臂的组合,它能够最大

化第t轮所获得的平均奖励.此时将第t轮拉I∗
t 这个臂的组

合获得的奖励定义为R∗
t ,那么为了去确定I∗

t ,玩家必须提前

知道每个臂的ui.而实际上,玩家不可能会提前知道每个臂

的奖励分布情况.因此,I∗
t 只是理论上的一个最理想的臂的

组合,在实际上是无法获得的.
文中引入遗憾的概念,其中,第t轮获得的遗憾的含义指

的是第t轮根据算法拉It这个臂的组合获得的平均奖励与第

t轮拉I∗
t 这个臂的组合获得的平均奖励的差别.从遗憾的含

义中可看出,遗憾代表着算法在执行过程中的损失.算法产

生的遗憾越小,损失则越小,算法性能就比较好.故算法产生

遗憾的大小是衡量多臂赌博机算法性能的重要指标.第t轮

获得的遗憾在文中被定义为regret(t),则有:

regret(t)＝E[R∗
t ]－E[Rt]

此外,文中定义T 轮获得的总的遗憾为regret,则:

regret＝∑
T

t＝１
regret(t)＝∑

T

t＝１
(E[R∗

t ]－E[Rt])

因此,玩家的目标也可以被认为是找到好的拉臂序列,最
小化T 轮产生的总的遗憾.

３　算法描述

根据基于预算时变的多臂赌博机模型,文中提出基于置

信界的动态规划算法.在每一轮,算法首先计算出每个臂的

经验平均奖励的置信上界值;然后依据这个值,用动态规划算

法选出这一轮所要拉的臂的组合.接下来,首先具体考虑当

所有臂的奖励分布情况已知时拉臂的策略,即要找到每一轮

的I∗
t 做出的拉臂的策略,再具体考虑当所有臂的奖励分布未

知时的拉臂策略.

３．１　臂的奖励分布已知时的算法

此时,臂i的平均奖励ui和其固定的代价ci,i∈[K]是已

知的.在每一轮,玩家的动作都是会受到相应这一轮的预算值
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的限制;并且每一轮的预算值之间是独立的,并不存在某一轮

的剩余预算可以累加到下一轮的情况.很明显地,此时每一

轮的拉臂问题就相当于一个 ０Ｇ１ 背包问题.那么,在第t
(t＝１,２,􀆺,T)轮,为了获得I∗

t ,文中采用动态规划算法.具

体算法如算法１所示.
算法１　奖励分布已知时的动态规划算法

输入:ui,ci,i∈[K],Bt,t∈[T]

１．fort→１∶Tdo

２．　valueExcel[i][j]＝０,∀i∈{０,１,􀆺,K},j∈{０,１,􀆺,Bt};

３．　fori→１:Kdo

４．　　forj→１:Btdo

５．　　　valueExcel[i][j]＝valueExcel[i－１][j];

６．　　　ifj＞＝ci:

７．　　　　valueExcel[i][j]＝max(valueExcel[i－１][j－ci]＋ui,

valueExcel[i][j]);

８．　　　endif

９．　　endfor

１０．endfor

１１．根据求出的二维数组valueExcel获得I∗
t ;

１２．在第t轮拉臂的组合I∗
t ;

１３．endfor

算法１中的valueExcel[i][j]表示在允许拉的臂的臂号

范围是[１,i]且预算值为j的情况下,能获得的最大奖励值

(最大奖励值是由臂的已知的平均奖励组成).因此,对于t∈
[T],有:

valueExcel[K][Bt]＝ ∑
i∈I

∗
t

ui

此外,算法１中的步骤１１,要想获得I∗
t ,即在预算受限的

情况下,得出是哪个臂的组合达到了最大奖励值valueExcel
[K][Bt],只需将步骤２－１０求得的二维数组valueExcel反

向推导即可.具体求解算法如算法２所示.最后,因为算法

１中每一轮求出二维数组valueExcel都需要一个双重for循

环,故算法中每一轮的时间复杂度为 O(KBt).

算法２　依据二维数组valueExcel获得I∗
t

１．i＝K,j＝Bt;

２．whilei＞０andj＞０:

３．　ifvalueExcel[i][j]＝valueExcel[i－１][j－ci]＋ui:

４．　　输出i;j＝j－ci;

５．　endif

６．　i＝i－１;

７．endwhile

可以看出,算法２中步骤４输出的i构成了I∗
t .

３．２　基于置信界的动态规划算法

此时,每个臂的奖励分布情况是未知的.只有在某个臂

被拉之后,才能观察到拉这个臂所产生的奖励大小.在这种

情况下,文中提出的算法是直接明了的:在每一轮,首先借助

这一轮之前拉臂观察到的臂的奖励值对每个臂的真实平均奖

励值进行估计.估计得出来的每个臂的真实平均奖励值是这

一轮拉臂的重要依据,它的作用就如同臂的奖励分布已知时

的每个臂的真实平均奖励值一样.因此,当每一轮拥有了这

个值时,每轮的拉臂问题就可以被看成一个０Ｇ１背包问题并

可通过动态规划算法求解.具体做法为:在每一轮,用估计

得到的第i个臂的真实平均奖励值替换算法１中的ui,i∈
[K];然后执行算法１中的步骤２－１１,即算法１中的第一

个for循环只执行一次,这样就能得到算法认为的这一轮

最好的臂的组合It.
现在来定义一些新的变量.对 任 何 臂i∈ [K],定 义

Ti(t)为臂i到第t轮时被拉的次数总和,ui(t)为臂i到第t
轮时的经验平均奖励(EmpiricalAverageReward),θk

i,t为臂i
在第t时刻的置信项.具体地,则有:

Ti(t)＝∑
t

n＝１
I{i∈In}

ui(t)＝ １
Ti(t)∑

t

n＝１
ri(n)I{i∈In},θk

i,t＝ klg(t－１)
Ti(t－１)

其中,k是一个正的参数,它让算法变得更灵活. I{􀅰}是一

个指示函数,只有当事件E是真时,I{E}＝１,否则I{E}＝０.
在每一轮,当要估计每个臂的真实平均奖励值时,文中并

没有让它直接等于每个臂在这一时刻的经验平均奖励,而是

加入了探索的元素,即θk
i,t.文中定义u~i(t)为经验平均奖励的

置信上界值.对于u~i(t),其具体意思为第t轮所估计的第i
个臂的真实平均奖励值,且有:

u~i(t)＝min{ui(t－１)＋θk
i,t,１}

考虑到这里,在臂的奖励分布未知时提出的拉臂策略,即
基于置信界的动态规划算法,其具体步骤如算法３所示.
算法３　基于置信界的动态规划算法

输入:ci,i∈[K],Bt,t∈{K＋１,K＋２,􀆺,K＋T}

１．fort→１:Kdo

２．　　 pullarmt;

３．endfor

４．fort→K＋１:T＋Kdo

５．　　 calculatetheTi(t－１),ui(t－１),θk
i,t,u~i(t)foranyi,i∈[K];

６．　　 valueExcel[i][j]＝０,∀i∈{０,１,􀆺,K},j∈{０,１,􀆺,Bt};

７．　　fori→１:Kdo

８．　　　 forj→１:Btdo

９．　　　 valueExcel[i][j]＝valueExcel[i－１][j];

１０．　　　ifj＞＝ci:

１１．　 　 　 　valueExcel[i][j]＝max(valueExcel[i－１][j－ci]＋

u~i(t),valueExcel[i][j]);

１２．　　　endif

１３．　　　endfor

１４．　　endfor

１５．　　根据求出的二维数组valueExcel获得It;

１６．　　在第t轮拉臂的组合It;

１７．endfor

注意,算法３中的步骤１－３其实是一个初始化的过程.
在这个过程中,拉臂并不需要付出代价.只有在步骤４－１７
的时候,每一轮才有预算值,拉臂才需要付出代价.因为真正

玩的轮数是T 轮,因此在步骤４中设置了t→K＋１:T＋K,即
循环执行了T 次.然后,执行算法３中的步骤４－１７的时候,
每一轮获得的预算值与算法１中每一轮的预算值是一一对应

的.此外,算法３中的步骤１５的具体过程可参考算法２,这
里不再具体表示.

４　算法遗憾上界及证明

前面已经提到,遗憾代表着算法在执行过程中的损失.
算法产生的遗憾越小,损失则越小,算法性能就比较好.故算

法产生遗憾的大小是衡量多臂赌博机算法性能的重要指标.
那么,本节将推导出基于置信界的动态规划算法的遗憾的上

界,这是从理论上初步表明该算法性能的一种重要方式.
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同时,本节也会清楚地展示出推导的思路.
首先,定义几个新的符号,这些符号在推导的过程中都需

要被使用到:

(１)St＝{{j:xj＝１}|∑
K

j＝１
cj I{xj ＝１}≤Bt;xj ∈{０,１};

∀j∈[K]}
(２)Cs,t＝St\{I∗

t }

(３)e∗
t ＝ ∑

i∈I
∗
t

ui

(４)uimax

cimax
＝max

i∈[K]
　ui

ci

(５)B＝∑
T

t＝１
Bt

(６)Btmin＝min
t∈[T]

　Bt

(７)e∗
tmin＝min

t∈T
　 ∑

i∈I
∗
t

ui

其中,St可以被看成第t轮时所有满足预算Bt限制的臂的组

合的集合.然后,uimax

cimax
这个值所对应的臂是理论上最好的臂,

即在消耗相同预算的时候,该臂能产生比其他任何臂都大的

平均奖励.B指T 轮的总预算值.又因为每一轮的预算值

不可能都是一样的,因此就存在最小值,于是文中用符号Btmin

来表示这个最小值.同样地,定义e∗
t (t∈[T])为这T 个值里

的最小值为e∗
tmin.

本文第２节已经提出算法的遗憾表示为:

regret＝∑
T

t＝１
regret(t)＝∑

T

t＝１
(E[R∗

t ]－E[Rt])

为了更好地得出regret的上界,文中将regret分成两部

分来分析:∑
T

t＝１
E[R∗

t ]和∑
T

t＝１
E[Rt].

首先,对于第一部分∑
T

t＝１
E[R∗

t ],它指的是在T 轮里,当拉

臂的序列是{I∗
１ ,I∗

２ ,􀆺,I∗
T }的时候所获得的总的平均奖励

值.此外,由于新定义的符号e∗
t 更能形象具体地表示出在第

t轮的时候,当所有臂的奖励分布情况已知时所获得的最大

平均奖励值,因此根据这个新符号,再加上一些推导,可将

∑
T

t＝１
E[R∗

t ]换成另外一种表示,即为∑
T

t＝１
e∗
t .

证明:∑
T

t＝１
E[R∗

t ]＝E[∑
T

t＝１
　 ∑

I∈St
　 ∑

i∈I
ri (t)I{I∗

t ＝I}]＝

E[∑
T

t＝１
　 ∑

I∈St
　 ∑

i∈I
∗
t

ri(t)I{I∗
t ＝I}]＝∑

T

t＝１
　 ∑

I∈St
E[∑

i∈I
∗
t

ri(t)I{I∗
t ＝I}]＝

∑
T

t＝１
　 ∑

I∈St
　 ∑

i∈I
∗
t

uiP{I∗
t ＝I}＝∑

T

t＝１
　 ∑

i∈I
∗
t

ui＝∑
T

t＝１
e∗
t

然后,对于第二部分∑
T

t＝１
E[Rt],它指的是在T 轮里,当拉

臂的序列是{I１,I２,􀆺,IT}时最终获得的总的平均奖励值.

同样使用一些推导方法,最后得出了第二部分的下界为:

e∗
tmin－E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]

证明:∑
T

t＝１
E[Rt]＝E[∑

T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It＝I∗

t ,∑
i∈It

ci≤Bt}]＋

E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Bt}]≥E[∑

T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It＝

I∗
t ,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＋E[∑

T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＝

E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈I
∗
t

ri(t)I{It＝I∗
t ,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＋E[∑

T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It∈

Cs,t,∑
i∈It

ci≤Btmin}]＝E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈I
∗
t

uiI{It＝I∗
t ,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＋

E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
uiI{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＝E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It＝I∗

t ,∑
i∈It

ci

≤Btmin}]＋E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
uiI{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＝E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It

＝I∗
t ,∑

i∈It
ci≤Btmin}]－E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＋E

[∑
T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＋E[∑

T

t＝１
∑

i∈It
uiI{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤

Btmin}]＝E[∑
T

t＝１
e∗
t I{∑

i∈It
ci≤Btmin}]－E[∑

T

t＝１
(e∗

t － ∑
i∈It

ui)I{It∈

Cs,t,∑
i∈It

ci≤Btmin}]≥e∗
tmin－E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]

其中,E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈I
∗
t

ui I{It＝I∗
t ,∑

i∈It
ci≤Btmin}]可 以被获得,是

因为:

E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
ri(t)I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]＝E[∑

T

t＝１
　 ∑

I∈Cs,t

　 ∑
i∈It

ri(t)I{It＝I,∑
i∈It

ci≤Btmin }]＝ ∑
T

t＝１
　 ∑

I∈Cs,t

E[∑
i∈It

ri(t)]

P{It＝I,∑
i∈It

ci≤Btmin}＝∑
T

t＝１
　 ∑

I∈Cs,t

　 ∑
i∈It

uiP{It＝I,∑
i∈It

ci≤

Btmin}＝E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
uiI{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]

同理,E[∑
T

t＝１
　 ∑

i∈It
uiI{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]也可以用上述

推导方法获得.此外,e∗
tmin－E[∑

T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}]

中能得出e∗
tmin,是因为T 轮中至少有一轮会满足 ∑

i∈It
ci≤Btmin.

最后,有了上述的结论,regret的上界就可以被简单表示

出来:

∑
T

t＝１
e∗
t －e∗

tmin＋E[∑T
t＝１e∗

t I{It∈Cs,t,∑
i∈It

ci≤Btmin}]

对于上界中的E[∑
T

t＝１
e∗
t I{It∈Cs,t,∑

i∈It
ci≤Btmin}],假设让

I{􀅰}的值都取１,那么此时这个式子的值将会达到最大.因

此,这个式子的上界值就可以被得出,即为∑
T

t＝１
e∗
t .考虑到这

里,算法遗憾的上界又可以被表示为:

regret≤２∑
T

t＝１
e∗
t －e∗

tmin (１)

从式(１)中看出,如果要让算法遗憾的上界能够更加清

晰,∑
T

t＝１
e∗
t 需要被进一步推导.最终根据一些推导,得到如下

结论:

∑
T

t＝１
e∗
t ≤Buimax

cimax
(２)

证明:∑
T

t＝１
e∗
t ＝ ∑

T

t＝１
∑

i∈I
∗
t

ui＝ ∑
T

t＝１
∑

i∈I
∗
t

ci
ui

ci
≤uimax

cimax
∑
T

t＝１
∑

i∈I
∗
t

ci≤

uimax

cimax
∑
T

t＝１
Bt＝Buimax

cimax

其中,∑
T

t＝１
∑

i∈I
∗
t

ci指的是在理想情况下,即在所有臂的奖励分布

情况已知时,拉臂序列为{I∗
１ ,I∗

２ ,􀆺,I∗
T }时产生的总的代价.

考虑到这里,通过结合式(１)和式(２),所提算法的遗憾的上界

最终就可以得出来,具体见定理１.
定理１　基于置信界的动态规划算法的遗憾的上界为:

２Buimax

cimax
－e∗

tmin

注意,这里所提的遗憾指 T 轮里总的遗憾.然后,从定

理１中可以确切地得出结论,即算法遗憾的上界与最终预算

的总和是存在一定的关系的.
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５　仿真实验及结果分析

算法产生遗憾的大小是衡量一个多臂赌博机算法性能的

重要指标.遗憾指的是算法产生的平均奖励大小与理想情况

下产生的平均奖励大小的差别.本文除了会通过遗憾这个指

标去衡量基于置信界的动态规划算法的性能,还会把这个算

法和其他３个传统的预算受限的多臂赌博机算法进行比较,
进而验证所提算法的可行性.

具体地,被用于比较的３种预算受限的多臂赌博机算法

分别是εＧfirst算法、KUBE算法和BTS算法.这３种算法虽

然不是在基于预算时变的多臂赌博机模型下被提出来的,但
也是在有关预算的多臂赌博机模型下被提出来的.因此,通
过与３种算法的比较进而验证所提算法的可行性是合理的.
此外,为了让这３种算法能够在新的多臂赌博机模型下发挥

更好的性能,使得算法的比较能够更加科学,实验中会把这３
种算法进行简单调整.

虽然这３种算法都被简单调整过,但是并不改变算法最

初的思想.首先,对于εＧfirst算法,它将全程的一个总预算分

为两部分.其中一部分预算用于探索,剩下的预算则用于利

用,即一直拉探索阶段选出来的最好的臂,直到预算不足.那

么,算法被调整过后,只是变为在前几轮中一直探索,然后就

一直根据探索阶段获得的臂的信息进行拉臂操作.其次,对
于 KUBE算法的调整,实验中保持了该算法在每一轮依靠贪

婪算法得出最佳拉臂策略,并根据这个策略来实际赋予每个

臂在这一轮被拉的概率的做法.唯一调整的是,根据基于预

算时变的多臂赌博机模型的特点,算法在每一轮得出的最佳

拉臂策略不再是对应于全局的,而只是对应于该轮的.最后,
对于BTS算法,在每一轮,是先从每个臂所对应的beta分布

中抽样出奖励和代价,然后在这一轮中选择拉奖励和代价比

值最大的那个臂,最后再根据规则更新每个臂对应的beta分

布的参数.这里进行调整的是将从beta分布中抽样出代价

这个步骤取消,因为基于预算时变的多臂赌博机模型中每个

臂的代价都是固定的值.
对于实验中要实现算法的比较,具体做法是让调整过后

的这３种算法与基于置信界的动态规划算法在相同条件下执

行,得出图像结果,最后通过图像来比较４种算法的性能.

５．１　仿真实验设计

实验设计基于置信界的动态规划算法和其他３种传统的

预算受限的多臂赌博机算法的比较是在以下４种场景进行

的:１)臂的奖励服从多项式分布,K＝１０;２)臂的奖励服从多

项式分布,K＝３０;３)臂的奖励服从beta分布,K＝１０;４)臂的

奖励服从beta分布,K＝３０.因为在基于预算时变的多臂赌

博机模型下预算并不会影响玩的轮数,每一轮的预算只会影

响该轮拉臂的臂数,因此玩的总轮数需要被事先设置好.又

由于不同场景下的K 值是不一样的,为了不影响４种算法的

性能,实验设置不同的玩的轮数序列,具体设置为:在第一种

场景和第三种场景下,玩的轮数序列为{１５,３０,５０,７０,９０,

１１０,１３０};在第二种场景和第四种场景下,玩的轮数序列则为

{３０,５０,７０,９０,１１０,１３０,１５０}.然后,为了让实验结果更加准

确科学,４种算法在每种场景下的每个轮数设置中都被运行

１００遍,最后再将结果取平均值并得出最终的图像结果.此

外,所提算法里面有一个正的参数k,根据实验,最终将它设

置为１０－２.最后,由于每一轮获得的预算值是来自于一个

分布,因此在实验中设置任何场景下每一轮获得的预算是服

从于正态分布的(注意,不同场景下预算服从的正态分布的参

数是不一样的).

５．２　仿真结果分析

实验结果如图１－图４所示.图的横坐标为预算大小,
纵坐标指在具体预算下某个算法产生的遗憾大小.

图１　基于置信界的动态规划算法和其他３种算法的比较

结果,臂的奖励服从多项式分布,臂的数目为１０
Fig．１　Comparativeresultoftheproposedalgorithmandother

threealgorithms,multinomialdistribution,K＝１０

图２　基于置信界的动态规划算法和其他３种算法的比较结果,

臂的奖励服从多项式分布,臂的数目为３０
Fig．２　Comparativeresultoftheproposedalgorithmandother

threealgorithms,multinomialdistribution,K＝３０

图３　基于置信界的动态规划算法和其他３种算法的比较结果,

臂的奖励服从beta分布,臂的数目为１０
Fig．３　Comparativeresultoftheproposedalgorithmandother

threealgorithms,betadistribution,K＝１０

图４　基于置信界的动态规划算法和其他３种算法的比较结果,

臂的奖励服从beta分布,臂的数目为３０
Fig．４　Comparativeresultoftheproposedalgorithmandother

threealgorithms,betadistribution,K＝３０
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对４个图像进行整体分析,可以得出以下结论.１)不论

在哪种场景下,文中所提算法都是优于其他 ３ 种算法的.

２)不论在哪种场景下,KUBE算法都是４种算法里性能最差

的.３)εＧfirst算法和BTS算法的性能不分上下.具体地,εＧ
first算法在臂的奖励服从多项式分布时表现得比 BTS算法

好,但当臂的奖励服从beta分布时表现得却不如 BTS算法.
对于结论１)和结论２),因为基于置信界的动态规划算法以臂

的经验平均奖励的置信上界值为依据,很好地解决了多臂赌

博机模型中要平衡探索和利用的问题,同时,这个算法的随机

性不强,故该算法的性能比较好.然而相比之下,KUBE算法

的随机性很强,故而会产生更大的遗憾.
另外,不管在哪种场景下,所提算法产生的遗憾都是很小

的,这也充分说明基于置信界的动态规划算法的可行性.最

后,当把臂的奖励分布固定成某一分布,即比较图１和图２或

者是图３和图４时,可以很明显地发现不管是哪一种算法,在

K＝３０时产生的遗憾都会比在 K＝１０时产生的遗憾更大.
这个结果是符合理论的.因为在相同条件下,当臂数更多时,
算法就需要对更多的臂进行学习,随机性变强,自然就加大了

算法的学习难度,从而导致产生更大的遗憾.
结束语　区别于已有的大多数相关研究文献,本文创新

性地提出了基于预算受限的多臂赌博机模型.这个模型最大

的特点就是它不是全程只受一个总预算的限制,而是在每一

轮都受到这一轮对应的预算限制.玩家的目标就是在每一轮

预算的限制下,最大化最终的奖励总和.然后,文中提出了一

个基于置信界的动态规划算法.具体地说,这个算法利用基

于预算时变的多臂赌博机模型的特点,加入了动态规划操作.
同时,这个算法不仅有效地利用了臂的经验平均奖励,而且很

好地解决了平衡探索和利用的问题.最后,文中推导出所提

算法遗憾的上界,并通过实验验证了所提算法的可行性.
文中提出的基于预算时变的多臂赌博机模型中每个臂对

应的代价都是固定的.未来拟在此基础上研究每个臂的代价

都是服从于概率分布的情况,进而能让该模型被用于解决其

他更多的实际问题.
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