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摘　要　基于公理化模糊集合研究模糊随机事件的概率,定义了模糊随机事件以及相应的概率,讨论了模糊随机事件概率的一

些基本性质,给出了模糊随机事件概率的乘法公式,证明了模糊随机事件的全概率公式和贝叶斯公式.
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１　引言

随机现象是指在一次实验或观测中,其结果有多种可能,

事先无法精确断定究竟发生哪一种结果的现象.对于随机问

题,概率统计理论是一种非常有效的处理工具.模糊现象,是

指反映事物的质变和量变之间差异的一种现象.当我们根据

事物的质去认识事物的量,或根据事物的量去认识事物的质

的时候,质与量之间所表现出来的差异特性即为模糊性.对

于模糊现象,Zadeh[１]早在１９６５年提就出了模糊集合的概念.

模糊集合旨在从量化的角度描述“亦此亦彼”的模糊现象.由

于现实世界的复杂性,往往同一对象既包含模糊性又包含随

机性,它们彼此密切关联,难以分割,比如“明天会下大雨”这

类事件就属于这种情况.为了能同时处理模糊性和随机性,

Zadeh[２]在１９６８年将模糊集与概率理论相结合,基于概率测

度和抽象积分定义了模糊随机事件及其概率.１９７８年,KwaＧ

kernaak[３Ｇ４]在国际上最先引入了模糊随机变量的概念,并讨

论了模糊随机变量的数学期望、条件期望和独立模糊随机变

量的基本性质.而后,Yager等[５]对模糊概率的概念进行了

改进和推广.Smets[６]引入了模糊事件的条件概率的概念,提

出了一些公理,这些公理可以证明由Zadeh最初给出的模糊

随机事件概率的自然定义.Kato等[７]提出了一种新的以模

糊数为参数的模糊概率分布函数,把在随机过程和统计领域

广泛应用的正态分布发展为分别由均值和标准差的模糊数定

义的模糊概率分布函数.Habil等[８]证明了模糊环境下的

大数定律和中心极限定理.Fang[９]在模糊集测度的基础上

给出了另一种模糊随机事件概率的定义及性质,证明了 ZaＧ

deh对模糊随机事件概率的定义事实上就构成了从概率空间

到模糊随机事件概率空间的转换.以上研究及文献[１０Ｇ１３]

是将模糊理论与概率统计相互融合,以构建一个能同时处理

随机现象与模糊现象问题的统一框架.

近年来又有学者了将概率理论引入到模糊框架下,提出

了概率集、概率模糊集的概念,但仍没有从整体或全局上去考

虑相应的概率.Liu[１４]基于 Zadeh提出的模糊事件的概率,

提出模糊随机事件没有公共点、不交模糊随机事件以及不交

模糊随机事件列等概念.Pavla等[１５]将模糊随机事件的概率

应用到决策矩阵中,并用一个实例验证了其有效性.Wang
等[１６]研究了基本模糊事件空间和模糊概率空间问题,得到了

一些将用于模糊概率空间研究的结果.Wang[１７]在模糊集和

随机集的基础上,在测度空间中给出一类模糊集函数,并证明

了此函数为模糊测度,给出了模糊测度的统计估值,讨论了估

计的优良性,并把相关结论推广到概率空间上.

基于上述分析不难发现,已有关于模糊随机事件概率的

研究主要存在以下两个方面的问题.１)模糊随机事件及其概

率的定义依赖于模糊集合隶属函数的定义,但Zadeh的模糊

集合及它的各种扩展模型缺乏严格的理论基础.２)概率论是

从整体上研究随机现象数量规律的数学理论,这种整体性体

现在样本空间和概率公理上,但已有关于模糊随机事件及其

概率的研究并没有体现这种整体性和全局性.
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本文基于公理化模糊集合理论[１８Ｇ２０]定义模糊随机事件

及其概率,并研究模糊随机事件概率的计算方法及相关数学

性质,以期为建立能同时处理模糊性和随机性的数学模型提

供必要理论基础.

２　预备知识

２．１　模糊事件的概率度量

定义１[２１]　设(Ω,A,P)是概率测度空间,如果A∈ζ(A)＝
{A∈F(Ω)|Aα∈A,α∈[０,１]},则A 称是Ω 上的模糊事件.

定义２[２１]　设A 是概率测度空间(Ω,A,P)上的一个模

糊事件,置PZ(A)＝∫Ω
A(ω)dP＝E(A),则称PZ(A)是模糊

事件A 的概率,称PZ 为模糊σＧ代数上的模糊概率测度.

PZ 的下标Z 表示PZ 是Zadeh意义下的模糊概率测度.

定理１[２１]　设A,B∈F(Ω)是模糊事件,有:

(１)０≤PZ(A)≤１,且PZ(Ø)＝０,PZ(Ω)＝１;

(２)PZ(Ac)＝１－PZ(A);

(３)A⊆B⇒PZ(A)≤PZ(B);

(４)PZ(A∪B)＝PZ(A)＋PZ(B)－PZ(A∩B);

(５)A∩B＝Ø⇒PZ(A∪B)＝PZ(A)＋PZ(B).

定理２[２１]　设A１,A２,􀆺,An∈F(Ω),且当i≠j时,Ai∩

Aj＝Ø(称 A１,A２,􀆺,An 为两两不相容),则 PZ (∪
n

i＝１
Ai)＝

∑
n

i＝１
PZ(Ai).

定义３[２１]　设模糊事件A,B∈F(Ω),若PZ(B)＞０,则称

PZ(A|B)＝PZ(A∩B)
PZ(B)

为A 在B 下的条件概率.

定理３[２１]　设n个模糊事件A１,A２,􀆺,An∈F(Ω),且

PZ(A１∩A２∩􀆺∩An)＞０,则PZ(A１∩􀆺∩An)＝PZ(A１)PZ

(A２|A１)􀆺PZ(An|A１∩􀆺∩An－１).

定理４[２１]　设A１,A２,􀆺,An∈F(Ω)是n个两两不相容

的模糊事件,且 PZ (Ai)＞０(i＝１,２,􀆺,n),则对任意 A⊆

∪
n

i＝１
Ai,A∈F(Ω),有:

PZ(A)＝∑
n

i＝１
PZ(Ai)PZ(A|Ai)

定理５[２１]　设A１,A２,􀆺,An∈F(Ω)是n个两两不相容

的模糊事件,且 PZ (Ai)＞０(i＝１,２,􀆺,n),则对任意 A⊆

∪
n

i＝１
Ai,A∈F(Ω)且PZ(A)＞０,有:

PZ(Ai|A)＝ PZ(Ai)PZ(A|Ai)

∑
n

j＝１
PZ(Aj)PZ(A|Aj)

表１、表２给出了一些常见的模糊算子.

表１　常见的 T模算子

Table１　CommontＧmoduleoperators

Name Symbol a∩􀱋b
Minimum ∩􀱋M min{a,b}

Product ∩􀱋P ab
Lukasiewicz ∩􀱋L max{a＋b－１,０}

Drasticproduct ∩􀱋D
０, a,b∈[０,１)×[０,１)
min{a,b}, otherwise{

Nilpotent
minimum

∩􀱋
nM ０, a＋b≤１

min{a,b}, otherwise{

表２　常见的 T余模算子

Table２　CommontＧcomoduleoperators

Name Symbol a∪􀱇b

Maximum ∪􀱋P max{a,b}

Probabilisticsum ∪􀱋M a＋b－ab
Lukasiewicz ∪􀱋L min{a＋b,１}

Drasticsum ∪􀱋D

１, a,b∈(０,１]×(０,１]
max{a,b}, otherwise{

Nilpotent
maximum

∪􀱇
nM １, a＋b＞１

max{a,b}, otherwise{

强否定算子:N(a)＝１－a.
定理６[２１]　设A,B∈F(Ω),α,β∈[０,１],则:
(１)α＜β⇒Aβ

－ ⊆Aβ⊆Aα－ ⊆Aα;
(２)A⊆B⇔∀α∈[０,１],Aα⊆Bα;
(３)A⊆B⇔∀α∈[０,１],Aα－ ⊆Bα－ ;
(４)A＝B⇔∀α∈[０,１],Aα＝Bα⇔∀α∈[０,１],Aα－ ＝Bα－ .

２．２　公理化模糊集合

２０１８年Pan等[１８Ｇ２０]基于对模糊现象的本质、特征及性质

的认识分析,从公理化的角度对模糊集进行了严格化、明确

化、清晰化,定义了模糊划分,并基于模糊划分给出模糊集合

的公理化定义,让隶属度函数的建立更加客观.
定义４[２０](模糊划分)　设U＝[a,b]⊂ℝ,U 上的一个模

糊划分指的是具有如下形式的对象:

U
~
＝{A１,A２,􀆺,An},n∈ℕ＋

其中,Ai＝{(x,μAi
(x))|x∈U}(i＝１,２,􀆺,n),函数μAi

:U→
[０,１]定义了元素x∈U 关于类Ai(代表某种质,即定性描述

的类)的隶属度,并且满足下面的条件:
(１)对任意的i∈n,函数μAi

(x)在U 上连续或只有有限

个第一类间断点;
(２)对任意的i∈n,至少存在点x０∈U,使得μAi

(x０)＝１;
(３)对任意的i∈n,如果在点x０∈U 处满足μAi

(x０)＝１,
那么μAi

(x)在[a,x０]上不减,在[x０,b]上不增;
(４)对任意的x∈U,满足０＜μA１

(x)＋􀆺＋μAn
(x)≤１.

若上述条件(４)还满足:对∀x∈U,满足μA１
(x)＋􀆺＋

μAn
(x)＝１,则称U

~
是U 上的正则模糊划分.

定义５[２０](公理化模糊集)　设U＝[a,b]⊂ℝ,U
~
＝{A１,

A２,􀆺,An}(n∈ℕ＋ )是U 上的一个模糊划分,N 是定义在

[０,１]上的强否定,􀱇和􀱋分别是三角余模和三角模,并且它

们彼此是 NＧ对偶的.定义集合F(U
~)如下:

(１)如果存在i∈n使得μA(x)＝μAi
(x)对所有的∀x∈U

都成立,那么A＝{(x,μA(x))|x∈U}∈F(U
~);

(２)如果μA(x)＝１对所有的∀x∈U 都成立,那么 A＝

{(x,μA(x))|x∈U}∈F(U
~),即U∈F(U

~);

(３)如果A＝{(x,μA(x))|x∈U}∈F(U
~)且r∈ℝ＋ ,那么

Ar＝{(x,(μA(x))r)|x∈U}∈F(U
~);

(４)如果 A＝{(x,μA (x))|x∈U}∈F(U
~ ),那么 AN ＝

{(x,(μA(x))N)|x∈U}∈F(U
~);

(５)如果Bi＝{(x,μBi
(x))|x∈U}∈F(U

~),i＝１,２,􀆺,那

么B１ ∩􀱋B２ ∩􀱋 􀆺∩􀱋Bn ∩􀱋 􀆺＝{(x,􀱋∞
i＝１μBi

(x))|x∈

U}∈F(U
~),B１∪􀱇B２∪􀱇 􀆺∪􀱇Bn∪􀱇 􀆺＝{(x,􀱇∞

i＝１μBi
(x))|

x∈U}∈F(U
~);

２１１１００２４２Ｇ２
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(６)F(U
~)不再包含其他元素.

序对(U,F(U
~))称为由U

~
生成的U 上的(N,􀱋,􀱇)型模

糊隶属空间,F(U
~)中的元素称为定义在U 上、关于模糊划分

U
~

及算子N,􀱋,􀱇的公理化模糊集合,简称公理化模糊集合.

由定义４可知 F(U
~ )可看作是由U

~
生成的(U,Ø,r∈

ℝ＋ ,N,∩􀱋 ,∪􀱇 )型自由代数.

在下文中,若无特殊说明,U 表示区间[a,b],U
~
＝{A１,

A２,􀆺,An}是U 上的模糊划分,由U
~

所生成的公理化模糊集

合的全体记为F(U
~).A表示U 上的Borel集类,即由U 中的

全体闭子集所生成的σ代数.

３　模糊随机事件

定义６　设(U,A,P)为概率空间,称F(U
~)中的元素是U

上的模糊随机事件.
若A 是概率测度空间(U,A,P)上的一个模糊随机事件,

Ar＝{(x,(μA(x))r)|x∈U}∈F(U
~ )称为 A 的语气运算;

AN ＝{(x,(μA(x))N)|x∈U}∈F(U
~ )称为A 的强否定运算,

表示模糊随机事件A 的对立模糊随机事件.
若A＝{(x,μA(x))|x∈U},B＝{(x,μB(x))|x∈U}∈

F(U
~)是概率测度空间(U,A,P)上的模糊随机事件,􀱋 是一

个三角模,则称 A∩􀱋B＝{(x,μA (x)􀱋μB (x))|x∈U}∈

F(U
~)为A 与B 的交事件;􀱇 是 一 个 三 角 余 模,则 称 A∪􀱇

B＝{(x,μA(x)􀱇μB(x))|x∈U}∈F(U
~)为A与B的并事件.

设A,B是概率测度空间(U,A,P)上的两个模糊随机事

件,如果对∀x∈U,μA(x)≤μB(x),称模糊随机事件B 包含

模糊随机事件A,并记为A⊆B.
设A 是概率测度空间(U,A,P)上的一个模糊随机事件,

若实验结果为x０∈U,且μA(x０)＝α＞０,则称A 以α 的程度

发生了.

定义７　设A,B∈F(U
~ )是概率测度空间(U,A,P)上的

模糊随机事件,若对∀x∈U,μA(x)＋μB(x)≤１,则称A 与B
弱不相容.

若A１,A２,􀆺,An∈F(U
~)是模糊随机事件,且当i≠j时,

Ai,Aj 弱不相容,则称A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容.

４　模糊随机事件的概率

４．１　模糊随机事件概率的定义

由定义４、定义５可知,对任意的A＝{(x,μA (x))|x∈

U}∈F(U
~),函数μA(x)是U 上的连续函数.下面给出关于模

糊随机事件概率的定义.
定义８　设A 是概率测度空间(U,A,P)上的一个模糊随

机事件,定义A 发生的概率为:

P(A)＝∫U
μA(x)dP

定义８中的积分为概率测度空间上的抽象积分,下面定

义(U,A,P)上随机变量关于模糊随机事件的概率分布函数.
定义９　设X 是概率测度空间(U,A,P)上的一个模糊

随机变量,A 是(U,A,P)上的一个模糊随机事件,定义 X 取

值于A(即A(X)＞０,记为X∈A)的概率为:

P(X∈A)＝∫U
μA(x)f(x)dx

其中,f(x)为X 的概率密度函数.

注意:定义９中的积分指的是U 上的黎曼积分.
例１　随机选取一群学生,根据他们的综合成绩来评价

学生属于某一类学生,综合成绩的分数范围为[０,１００],评价

学生的类别划分为U＝{差,中,良,优},用A１,A２,A３,A４ 分

别表示模糊概念差、中、良、优,且各模糊概念的隶属函数定

义为:

μA１
(x)＝

１, ０≤x≤３０
５０－x
２０

, ３０＜x≤５０

０, ５０＜x≤１００

ì

î

í

ï
ï

ïï

μA２
(x)＝

０, ０≤x≤３０,７０＜x≤１００
x－３０
２０

, ３０＜x≤５０

７０－x
２０

, ５０＜x≤７０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

μA３
(x)＝

０, ０≤x≤５０,９０＜x＜１００
x－５０
２０

, ５０＜x≤７０

９０－x
２０

, ７０＜x≤９０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

μA４
(x)＝

０, ０≤x≤７０
x－７０
２０

, ７０＜x≤９０

１, ９０＜x≤１００

ì

î

í

ï
ï

ïï

学生的 综 合 成 绩 服 从 正 态 分 布 (８０,３６),即 f(x)＝
１

６ ２π
e

－(x－８０)２
７２ ,则随机抽中学生的成绩为差的概率为:P(A１)

＝∫U
μA１

(x)f(x)dx≈０．０００５.随机抽中学生的成绩为中等的

概率为:P(A２)＝∫U
μA２

(x)f(x)dx≈０．００５９.随机抽中学生的

成绩为良的概率为:P(A３)＝∫U
μA３

(x)f(x)dx≈０．４９４.随机

抽中学生的成绩为优的概率为:P(A４)＝∫U
μA４

(x)f(x)dx≈

０．４９９６.
设随机抽中学生的成绩为很优秀的模糊随机事件为A＝

A２
４,则P(A)＝P(A２

４)＝∫U
(μA４(x))

２f(x)dx≈０．３２５１.

４．２　模糊随机事件概率的性质

定理７　设(U,A,P)是概率测度空间,对∀A,B∈F(U
~)

是模糊随机事件,有:
(１)０≤P(A)≤１,P(Ø)＝０且P(Ø)＝１;

(２)对∀A∈F(U
~ ),当强否定算子取 N(a)＝１－a 时,

P(AN)＝１－P(A);

(３)对∀A∈F(U
~),若r≥１,则P(Ar)≤P(A),若r≤１,

则P(Ar)≥P(A);

(４)对∀A,B∈F(U
~),且A⊆B,则P(A)≤P(B);

(５)对 ∀A,B∈F(U
~ ),当 模 糊 算 子 取 Minimum(MaxiＧ

mum),Product(Probabilisticsum),Lukasiewicz时,有P(A∪􀱇

B)＝P(A)＋P(B)－P(A∩􀱋B),特别地,当A∩􀱋B＝Ø 时,

有P(A∪􀱇B)＝P(A)＋P(B);
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(６)对 ∀A,B∈F(U
~ ),当 模 糊 算 子 取 Drasticproduct

(Drasticsum)算 子 时,对 ∀x∈U,μA (x)＋μB (x)≤１,有

P(A∪􀱇DB)≥P(A)＋P(B)－P(A∩􀱋DB);

当∀x∈U,μA (x)＋μB (x)＞１时,有 P(A∪􀱇DB)＜

P(A)＋P(B)－P(A∩􀱋DB);

(７)对∀A,B∈F(U
~),当模糊算子取 Nilpotentminimum

(Nilpotentmaximum)算子时,对∀x∈U,μA(x)＋μB(x)≤１,

即A 与B 弱不相容,则 P(A∪􀱇
nM B)≤P(A)＋P(B)－

P(A∩􀱋
nMB);

当∀x∈U,μA(x)＋μB(x)＞１时,P(A∪􀱇
nMB)≥P(A)＋

P(B)－P(A∩􀱋
nMB).

证明:(１)由定义９知,显然成立;
(２)由定义９可知:

P(AN)＝∫U
(１－μA(x))f(x)dx

＝∫U
１f(x)dx－∫U

μA(x)f(x)dx

＝１－P(A)
(３)对∀x∈U,０≤μA (x)≤１,且r∈ℝ＋ ,所以当r≥１

时,一定有 P(Ar)≤P(A),当r≤１ 时,一 定 有 P(Ar)≥
P(A);

(４)当∀A,B∈F(U
~ ),且A⊆B 时,有∀x∈U,μA (x)≤

μB(x),则P(A)≤P(B);
(５)当模糊算子取 Minimum(Maximum)时:

P(A∪􀱋MB)＋P(A∩􀱋MB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋MμB(x))f(x)dx＋∫U

(μA(x)∩􀱋M

μB(x))f(x)dx

　＝∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μA(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)

当A∩􀱋MB＝Ø 时,有P(A∩􀱋MB)＝０,所以P(A∪􀱇M

B)＝P(A)＋P(B);

当模糊算子取Product(Probabilisticsum)时:

P(A∪􀱋PB)＋P(A∩􀱋PB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋PμB(x))f(x)dx＋∫U

(μA(x)∩􀱋P

μB(x))f(x)dx

　＝∫U
[(μA(x)＋μB(x)－μA(x)μB(x))＋μA(x)μB(x)]

f(x)dx

　＝∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)

当A∩􀱋PB＝Ø 时,有P(A∩􀱋PB)＝０,所以P(A∪􀱇P

B)＝P(A)＋P(B);

当模糊算子取Lukasiewicz时:

P(A∪􀱋LB)＋P(A∩􀱋LB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋LμB(x))f(x)dx＋∫U

(μA(x)∩􀱋L

μB(x))f(x)dx

　＝∫U
(min{μA(x)＋μB(x),１}＋max{μA(x)＋μB(x)－

１,０}f(x)dx

　＝∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)

当A∩􀱋LB＝Ø 时,有P(A∩􀱋LB)＝０,所以 P(A∪􀱇L

B)＝P(A)＋P(B);
(６)当 模糊算子取 Drasticproduct(Drasticsum)时,对

∀x∈U,μA(x)＋μB(x)≤１,有:

P(A∪􀱋DB)＋P(A∩􀱋DB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋DμB(x))f(x)dx＋∫U

(μA(x)∩􀱋D

μB(x))f(x)dx

　≥∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)
对∀x∈U,μA(x)＋μB(x)＞１,有:

P(A∪􀱋DB)＋P(A∩􀱋DB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋DμB(x))f(x)dx＋∫U

(μA(x)∩􀱋D

μB(x))f(x)dx

　≥∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)
式(６)成立.
(７)当模糊算子取 Nilpotentminimum(NilpotentmaxiＧ

mum)时,对∀x∈U,μA(x)＋μB(x)≤１,有:

P(A∪􀱋
nMB)＋P(A∩􀱋nMB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋

nMμB(x))f(x)dx＋∫U
(μA(x)∩􀱋

nM

μB(x))f(x)dx

　＝∫U
max{μA(x),μB(x)}f(x)dx

　≤∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)
对∀x∈U,μA(x)＋μB(x)＞１,有:

P(A∪􀱋
nMB)＋P(A∩􀱋nMB)

　＝∫U
(μA(x)∪􀱋

nMμB(x))f(x)dx＋∫U
(μA(x)∩􀱋

nM

μB(x))f(x)dx

　＝∫U
１f(x)dx＋∫U

min{μA(x),μB(x)}f(x)dx

　≥∫U
μA(x)f(x)dx＋∫U

μB(x)f(x)dx

　＝P(A)＋P(B)
式(７)成立.

在模糊集合与经典集合相互转化中有一个重要的概念是

模糊集的截集,这一概念可以将模糊集转换成经典集,从而在

模糊集与经典集之间构建起相互联系的桥梁,由此可以研究

经典事件的概率与模糊随机事件的概率之间的关系.

定义１０　设(U,A,P)为概率测度空间,∀A∈F(U
~),α∈

[０,１],则模糊随机事件A 的α截集发生的概率为:

P(Aα)＝∫Aα
f(x)dx＝∫U

χAα (x)f(x)dx

表示发生程度大于等于α的经典随机事件发生的概率.
由定义１０及模糊集截集的性质可知:

定理８　设(U,A,P)为概率测度空间,∀A,B∈F(U
~)是
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模糊随机事件,α,β∈[０,１],则:
(１)α＜β⇒P(Aβ

－ )≤P(Aβ)≤P(Aα－ )≤P(Aα);
(２)A⊆B⇔∀α∈[０,１],P(Aα)≤P(Bα);
(３)A⊆B⇔∀α∈[０,１],P(Aα－ )≤P(Bα－ );
(４)A＝B⇔∀α∈[０,１],P(Aα)＝P(Bα);
(５)A＝B⇔∀α∈[０,１],P(Aα－ )＝P(Bα－ ).
证明:(１)由定理６可知Aβ

－ ⊆Aβ⊆Aα－ ⊆Aα,则由定义１０
知P(Aβ

－ )≤P(Aβ)≤P(Aα－ )≤P(Aα);
(２)设A⊆B,则∀α∈[０,１],x∈Aα⇒μA(x)≥α⇒μB(x)≥

μA(x)≥α⇒x∈Bα,即 Aα ⊆Bα,则由定义 １０ 知 P(Aα)≤
P(Bα);

设∀α∈[０,１],P(Aα)≤P(Bα),由定义９可知,对∀x∈
U,有Aα⊆Bα;

如果A⊆B不成立,则至少存在一点x０∈U 使得μA(x０)＞

μB(x０),可知存在α０,使得μA (x０)≥α０＞μB (x０),则有x０∈
Aα０

,但x０∉Bα０
,这与假设矛盾,所以A⊆B,(２)成立;

(３)设A⊆B,则∀α∈[０,１],x∈Aα－ ⇒μA(x)＞α⇒μB(x)≥

μA(x)＞α⇒x∈Bα－ ,即Aα－ ⊆Bα－ ,则由定义１０知P(Aα－ )≤P
(Bα－ );

设∀α∈[０,１],P(Aα－ )≤P(Bα－ ),由定义９可知,对∀x∈
U,有Aα－ ⊆Bα－ ;

如果A⊆B不成立,则至少存在一点x０∈U 使得μA(x０)＞

μB(x０),可知存在α０,使得μA (x０)＞α０≥μB(x０),则有x０∈
Aα－０

,但x０∉Bα－０
,这与假设矛盾,所以A⊆B,(３)成立;

(４)设A＝B,即A⊆B且B⊆A,则由(２)可知(４)成立;
(５)设A＝B,即A⊆B且B⊆A,则由(３)可知(５)成立.

由定义９可知,对∀A∈F(U
~),∀α∈[０,１],可得P(A)≥

Pα(A),当且仅当α＝０时取等号.

定义１１　设(U,A,P)为概率测度空间,∀A,B∈F(U
~ )

是模糊随机事件,且P(B)＞０,对∀A∈F(U
~),记

P(A|B)＝P(A∩􀱋B)
P(B)

则称P(A|B)为模糊随机事件B发生条件下模糊随机事件A
发生的条件概率.

定理９　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋M
,∪􀱇M

)型模糊隶属空间时,有:

∑
n

i＝１
P(Ai)≥P(∪

n

i＝１
􀱇MAi)≥∪

n

i＝１
􀱇MP(Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,从而有:

∑
n

i＝１
μAi

(x)≥∪
n

i＝１
􀱇MμAi

(x)

由定义９及 Minimum(Maximum)模糊算子的定义可得:

∫U
(∑

n

i＝１
μAi

(x))f(x)dx

　＝∑
n

i＝１∫U
μAi

(x)f(x)dx＝∑
n

i＝１
P(Ai)

　≥∫U
(∪

n

i＝１
􀱇MμAi

(x))f(x)dx＝P(∪
n

i＝１
􀱇MAi)

　≥∪
n

i＝１
􀱇M∫U

μAi
(x)f(x)dx＝∪

n

i＝１
􀱇MP(Ai)

如文中的例１可知:∑
４

i＝１
P(Ai)＝１,∪

４

i＝１
􀱇MP(Ai)≈０．４９９６,

P(∪
４

i＝１
􀱇MAi)≈０．７２１２.

定理１０　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋P
,∪􀱇P

)型模糊隶属空间时,有:

∑
n

i＝１
P(Ai)≥P(∪

n

i＝１
􀱇PAi)≥∪

n

i＝１
􀱇PP(Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,从而有:

∑
n

i＝１
μAi

(x)≥∪
n

i＝１
􀱇PμAi

(x)

由定义９及Product(Probabilisticsum)模糊算子的定义

可得:

∫U
(∑

n

i＝１
μAi

(x))f(x)dx

　＝∑
n

i＝１∫U
μAi

(x)f(x)dx＝∑
n

i＝１
P(Ai)

　≥∫U
(∪

n

i＝１
􀱇PμAi

(x))f(x)dx＝P(∪
n

i＝１
􀱇PAi)

　≥∪
n

i＝１
􀱇P∫U

μAi
(x)f(x)dx＝(∪

n

i＝１
􀱇PPAi)

如文中的例１可知:∑
４

i＝１
P(Ai)＝１,∪

４

i＝１
􀱇PP(Ai)≈０．７４８４,

P(∪
４

i＝１
􀱇PAi)≈０．９０２４.

定理１１　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ ℝ＋ ,N,∩􀱋L
,∪􀱇L

)型 模 糊 隶 属 空 间,且 A１ ∪􀱇L

A２ ∪􀱇L
􀆺∪􀱇LAn＝U 时,有:

∑
n

i＝１
P(Ai)＝P(∪

n

i＝１
􀱇LAi)＝∪

n

i＝１
􀱇LP(Ai)

证明:因 为 A１,A２,􀆺,An 两 两 弱 不 相 容,且 A１ ∪􀱇L

A２∪􀱇L
􀆺∪􀱇LAn＝U,由Lukasiewicz算子的定义有:

∑
n

i＝１
μAi

(x)＝∪
n

i＝１
􀱇LμAi

(x)

由定义９可得:

∫U
(∑

n

i＝１
μAi

(x))f(x)dx

　＝∑
n

i＝１∫U
μAi

(x)f(x)dx＝∑
n

i＝１
P(Ai)

　＝∫U
(∪

n

i＝１
􀱇LμAi

(x))f(x)dx＝P(∪
n

i＝１
􀱇LAi)

　＝∪
n

i＝１
􀱇L∫U

μAi
(x)f(x)dx＝∪

n

i＝１
􀱇LP(Ai)

如本文中的例１可知:∑
４

i＝１
P(Ai)＝１,∪

４

i＝１
􀱇LP(Ai)＝１,

P(∪
４

i＝１
􀱇LAi)＝１.

定理１２　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋D
,∪􀱇D

)型模糊隶属空间时,有:

∪
n

i＝１
􀱇DP(Ai)≥P(∪

n

i＝１
􀱇DAi)≥∑

n

i＝１
P(Ai)

证明:因 为 A１,A２,􀆺,An 两 两 弱 不 相 容,由 Drastic
product(Drasticsum)算子的定义有:

∪
n

i＝１
􀱇DμAi

(x)≥∑
n

i＝１
μAi

(x)

由定义９可得:

∪
n

i＝１
􀱇D∫U

μAi
(x)f(x)dx＝∪

n

i＝１
􀱇DP(Ai)

　≥∫U
(∪

n

i＝１
􀱇DμAi

(x))f(x)dx＝P(∪
n

i＝１
􀱇DAi)

　≥∫U
(∑

n

i＝１
μAi

(x))f(x)dx＝∑
n

i＝１∫U
μAi

(x)f(x)dx＝
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∑
n

i＝１
P(Ai)

如文中例１可知,当模糊随机事件取A１,A２,A３ 时,有:

∪
３

i＝１
􀱇DP(Ai)＝１,P(∪

３

i＝１
􀱇DAi)＝０．９５２２,∑

３

i＝１
P(Ai)＝０．５００４.

定理１３　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋
nM ,∪􀱇

nM )型模糊隶属空间时,有:

∑
n

i＝１
P(Ai)≥P(∪

n

i＝１
􀱇

nMAi)≥∪
n

i＝１
􀱇

nMP(Ai)

证明:因为 A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,由 Nilpotent
minimum(Nilpotentmaximum)模糊算子的定义有:

∑
n

i＝１
μAi

(x)≥∪
n

i＝１
􀱇

nMμAi
(x)

由定义９可得:

∫U
(∑

n

i＝１
μAi

(x))f(x)dx

　＝∑
n

i＝１∫U
μAi

(x)f(x)dx＝∑
n

i＝１
P(Ai)

　≥∫U
(∪

n

i＝１
􀱇

nMμAi
(x))f(x)dx＝P(∪

n

i＝１
􀱇

nMAi)

　≥∪
n

i＝１
􀱇

nM∫U
μAi

(x)f(x)dx＝∪
n

i＝１
􀱇

nMμAiP(Ai)

如本文 中 的 例 １ 可 知:∑
４

i＝１
P(Ai)＝１,∪

４

i＝１
􀱇

nM P(Ai)≈

０．４９９６,P(∪
４

i＝１
􀱇

nMAi)≈０．７２１２.

定理１４　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且P(A１∩􀱋A２∩􀱋 􀆺∩􀱋An)＞０,则:

P(A１∩􀱋 􀆺∩􀱋An)＝P(A１)P(A２|A１)􀆺

P(An|A１∩􀱋 􀆺∩􀱋An－１)
证明:因为P(A１)≥P(A１∩􀱋A２)≥􀆺≥P(A１∩􀱋 􀆺∩􀱋

An－１)≥P(A１∩􀱋 􀆺∩􀱋An),所以公式右端的条件概率都有

意义.
当n＝２时,由定义１１可知,公式成立;
设n＝k当时公式成立,则当n＝k＋１时,有

P(A１∩􀱋 􀆺∩􀱋Ak＋１)

＝P(A１∩􀱋 􀆺∩􀱋Ak)P(Ak＋１|A１∩􀱋 􀆺∩􀱋Ak)

＝P(A１)P(A２|A１)􀆺P(Ak|A１∩􀱋 􀆺∩􀱋Ak－１)P(Ak＋１|
A１∩􀱋 􀆺∩􀱋Ak)

依归纳法原理知公式成立.
定理１５　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋M
,∪􀱇M

)型模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝
１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇M A２ ∪􀱇M

􀆺 ∪􀱇M An ＝U 时,对 ∀A∈

F(U
~),有:

P(A)＝∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,且 P(Ai)＞０
(i＝１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇M A２ ∪􀱇M

􀆺 ∪􀱇M An ＝U,可 得 A＝

A∩􀱋M
(A１∪􀱇M

􀆺∪
n

i＝１
􀱇MAn)＝∪􀱇M

(A∩􀱋MAi),由定理９:

P(A)＝P(A∩􀱋M
(A１∪􀱇M

􀆺∪􀱇MAn))

＝P(∪
n

i＝１
􀱇M

(A∩􀱋MAi))＝∑
n

i＝１
(A∩􀱋MAi)

＝∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

定理１６　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋P
,∪􀱇P

)型模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝１,

２,􀆺,n),A１∪􀱇PA２∪􀱇P
􀆺∪􀱇PAn＝U 时,对∀A∈F(U

~),有:

P(A)＝∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,且 P(Ai)＞０
(i＝１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇PA２ ∪􀱇P

􀆺 ∪􀱇PAn ＝U,可 得 A＝

A∩􀱋P
(A１∪􀱇P

􀆺∪􀱇PAn)＝∪
n

i＝１
􀱇P

(A∩􀱋PAi),由定理１０:

P(A)＝P(A∩􀱋P
(A１∪􀱇P

􀆺∪􀱇PAn))

＝P(∪
n

i＝１
􀱇P

(A∩􀱋PAi))＝∑
n

i＝１
(A∩􀱋PAi)＝

∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

定理１７　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋L
,∪􀱇L

)型模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝１,

２,􀆺,n),A１∪􀱇LA２∪􀱇L
􀆺∪􀱇LAn＝U 时,对∀A∈F(U

~):

P(A)≥∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,且 P(Ai)＞０
(i＝１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇LA２ ∪􀱇L

􀆺 ∪􀱇LAn ＝U,可 得 A＝

A∩􀱋L
(A１ ∪􀱇L

􀆺 ∪􀱇LAn)≥ ∪
n

i＝１
􀱇L

(A∩􀱋LAi),由 定 理 １１

可知:

P(A)＝P(A∩􀱋L
(A１∪􀱇LA２∪􀱇L

􀆺∪􀱇MAn))

≥P(∪
n

i＝１
􀱇L

(A∩􀱋LAi))＝∑
n

i＝１
(A∩􀱋MAi)＝

∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

定理１８　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋D
,∪􀱇D

)型模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝

１,２,􀆺,n),A１∪􀱇DA２∪􀱇D
􀆺∪􀱇DAn＝U 时,对∀A∈F(U

~):

P(A)≥∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,且 P(Ai)＞０
(i＝１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇DA２ ∪􀱇D

􀆺 ∪􀱇DAn ＝U,可 得 A＝

A∩􀱋D
(A１∪􀱇D

􀆺∪􀱇DAn)≥∪
n

i＝１
􀱇D

(A∩􀱋DAi),由定理１２:

P(A)＝P(A∩􀱋D
(A１∪􀱇DA２∪􀱇D

􀆺∪􀱇DAn))

≥P(∪
n

i＝１
􀱇D

(A∩􀱋DAi))≥∑
n

i＝１
P(A∩􀱋DAi)＝

∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

定理１９　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,则当F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋
nM ,∪􀱇

nM )型模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝
１,２,􀆺,n),A１ ∪􀱇

nM A２ ∪􀱇
nM 􀆺 ∪􀱇

nM An ＝U 时,对 ∀A∈

F(U
~),有:

P(A)＝∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

证明:因为A１,A２,􀆺,An 两两弱不相容,且 P(Ai)＞０
(i＝１,２,􀆺,n),A１∪􀱇

nM A２∪􀱇
nM 􀆺∪􀱇

nM An ＝U,可得 A＝

A∩􀱋
nM (A１∪􀱇

nM 􀆺∪
n

i＝１
􀱇

nMAn)＝∪
n

i＝１
􀱇

nM (A∩􀱋
nMAi),由定理１３

可知:
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P(A)＝P(A∩􀱋
nM (A１∪􀱇

nM 􀆺∪􀱇
nMAn))

＝P(∪
n

i＝１
􀱇

nM (A∩􀱋
nMAi))＝∑

n

i＝１
P(A∩􀱋

nMAi)＝

∑
n

i＝１
P(Ai)P(A|Ai)

定理２０　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,当 F(U

~ )为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋M
,∪􀱇M

)型或(U,Ø,r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋P
,∪􀱇P

)

型或(U,Ø,r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋
nM ,∪􀱇

nM )型 模糊隶属空间,且

P(Ai)＞０(i＝１,２,􀆺,n),A１∪􀱇A２∪􀱇 􀆺∪􀱇An＝U 时,则对

∀A∈F(U
~),若P(A)＞０,有:

P(Ai|A)＝ P(Ai)P(A|Ai)

∑
n

j＝１
P(Aj)P(A|Aj)

证明:因为

P(Ai|A)＝P(Ai∩􀱋A)
P(A)

再根据定理１４－１６及定理１９可知定理２０成立.
定理２１　设(U,A,P)为概率测度空间,A１,A２,􀆺,An∈

F(U
~)是模糊随机事件,且两两弱不相容,当 F(U

~)为(U,Ø,

r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋L
,∪􀱇L

)型或(U,Ø,r∈ℝ＋ ,N,∩􀱋D
,∪􀱇D

)型
模糊隶属空间,且P(Ai)＞０(i＝１,２,􀆺,n),A１∪􀱇A２∪􀱇 􀆺

∪􀱇An＝U 时,则对∀A∈F(U
~),若P(A)＞０,有:

P(Ai|A)≥ P(Ai)P(A|Ai)

∑
n

j＝１
P(Aj)P(A|Aj)

证明:因为

P(Ai|A)＝P(Ai∩􀱋A)
P(A)

再根据定理１４、定理１７－１８可知定理２１成立.
结束语　本文在公理化模糊集合的框架之下,基于模糊

划分,将连续的随机变量离散化,定义了模糊随机事件(本文

所讨论的模糊随机事件是指定义在连续随机模型的样本空间

上的公理化模糊集合),并在此基础之上建立模糊随机事件的

概率测度空间,给出模糊随机事件的乘法公式,并证明了全概

率公式及贝叶斯公式,为完善模糊随机理论的研究奠定了一

定的基础.下一步将根据模糊随机变量,来研究模糊随机事

件的数字特征.
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