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摘　要　量子计算天然的叠加性和纠缠性使其具有经典计算技术难以比拟的并行计算能力,基于量子计算强大的并行能力,某

些已知的量子算法处理问题的速度要快于经典算法.然而现阶段由于量子计算机的研制还处于发展阶段,想要在量子计算机

上进行算法实验的需求还不能被满足,因此可以在经典计算机上对量子算法进行经典模拟.HHL算法常用来解决线性系统

的方程问题,其被广泛应用在数据处理、数值计算、最优化问题等领域.本文基于经典的计算机平台,通过高级编程语言 C＋＋
对 HHL算法进行模拟实现,并采用 OpenMP并行编程模型对算法进行并行加速.实现了 HHL算法模拟解决４×４,８×８,

１６×１６矩阵的线性方程组,并且对算法进行了加速处理.
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Abstract　Duetoitsnaturalsuperpositionandentanglement,quantumcomputinghasparallelcomputingcapabilitythatisincomＧ

parabletoclassicalcomputingtechnologies．Basedonthepowerfulparallelcapabilityofquantumcomputing,someknownquanＧ
tumalgorithmsarefasterthanclassicalalgorithmsinprocessingproblems．However,atthisstage,becausequantumcomputersis
stillinthedevelopmentstage,thedemandforalgorithmexperimentsonquantumcomputerscannotbemet．Therefore,quantum
algorithmscanbeclassicallysimulatedonclassicalcomputers．HHLalgorithmisusedtosolvetheequationproblemoflinearsysＧ
temanditiswidelyusedindataprocessing,numericalcalculation,optimizationproblemandotherfields．Basedontheclassic
computerplatform,HHLalgorithmissimulatedwithC＋＋,andtheparallelprogrammingmodelofOpenMPisusedtoacceleＧ
ratethealgorithm．RealizingtheHHLalgorithmsimulationtosolvethelinearequationsof４×４,８×８,１６×１６matrixandrealize
theaccelerationofthealgorithm．
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１　引言

线性系统是很多科学和工程领域的核心,当今很多领域

对于线性方程问题的求解有很大的依赖,２００９年,Harrow
等[１]提出用量子算法解决线性系统的方程问题,该算法常被

研究人员称为 HHL算法,它常被应用于机器学习算法中,因
为机器学习中的问题最终都与最优化问题的求解相关,而最

优化问题常涉及线性方程组的求解.由于 HHL算法在特定

条件下相较于经典算法有很好的指数加速效果,因此被广泛

应用在数据处理、数值计算、最优化问题等领域.
随着量子科技的快速发展,根据量子特有的叠加性和纠

缠性设计的量子计算机得到人们的重视,其强大的并行能力

带来了远超经典计算机的强大的算力,然后由于量子计算总

体上还处于起步阶段,基于这一背景,想要在真实的量子计算

机上进行 算 法 的 研 究 还 不 能 完 全 实 现,所 以 目 前 有 效 的

HHL算法实际应用和实验实现在文献中仍然较少.对于

HHL算法的模拟大多是在IBM、本源等公司提供的量子云

平台上进行,平台提供的免费可用的量子比特数目较少,不足

以支持大规模的实验模拟,因此已有的关于 HHL算法实验

规模都是较小的,基本集中在２×２矩阵和４×４矩阵[２Ｇ４],所
需要的量子比特数也不超过１０比特.本文在经典多核计算

机上利用高级编程语言 C＋＋实现对 HHL的算法模拟,同
时我们利用并行编程模型 OpenMP对算法进行改进,模拟实

现了４×４,８×８和１６×１６矩阵,得到了它们在经典计算机下

正常运行以及并行加速后的时间对比结果,该实验为以后进

行更大规模的矩阵模拟提供了参考.在经典计算机上,任何

量子逻辑操作都可以分解成一系列单量子位的逻辑操作和双

量子位受控非门的组合序列[５],而这些单量子位门或双量子

门又可以利用高级编程语言通过矩阵来表示.目前常用的工

具有libquantum和 Qpanda２．０等已经封装好的包,这些工具

把量子计算中需要的门通过代码封装起来,方便我们使用.
本文第２节介绍了 HHL算法的理论基础及其具体构
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成;第３节介绍了程序的并行原理,OpenmMP等并行编程模

型以及针对算法的热点分析;第４节介绍了该实验的实现以

及数据对比.

２　HHL量子算法

如果矩阵A每行或每列最多具有s个非零元,那么就将

线性方程组称为sＧ稀疏线性方程组.用经典算法(共轭梯度

法)来解决 N 维的sＧ稀疏线性方程组,需要的时间复杂度为

Ο Nsκlog１
ε( ) ,这里κ表示系统的条件数,ε表示近似的精

度.当A是 Hermitian矩阵时,用 HHL算法解线性方程组

的时间复杂度为 Ο log(N)s２κ２

ε( ) .经典的求解线性方程的

问题为输入一个 N×N 的矩阵A 和一个N 维向量b,输出 N
维向量x,假设b和x是标准化的,就可以将他们映射为量子

态|b›和|x›,其量子表达式如下:

A|x›＝|b›

该算法有一定的限制条件:N×N 的矩阵A 必须是一个

Hermitian矩阵,如果不是,A就需要以某种方式转换成 HerＧ
mitian矩阵,假设|μj›是A 的特征向量,λj是其对应的特征

值,由谱分解定理可以知识每个 Hermitian矩阵都有一个特

征向量的标准正交基,所以矩阵A 的谱分解可以表示为A＝
∑
j
λj|μj›‹μj|.

对于输入向量|b›,在矩阵A的特征向量上展开,可以得到:

|b›＝∑
j
βj|μj›

我们理想的最终状态就是获得|x›＝∑
j

βj

λj
|μj›,由该式

可以看出,最后要求输出的向量|x›,就是在输入向量|b›之前

添加矩阵A的特征值倒数作为系数.所以需要进一步进行

公式转换,由A|μj›＝λj|μj›可得表达式A－１|μj›＝ １
λj

|μj›,

由该式与|b›的表达式可以得到:

|x›＝A－１|b›＝A－１∑
j
βj|μj›＝∑

j

βj

λj
|μj›

由此可以看出,求解线性方程组的问题就转化为了求解

矩阵A的特征值信息.

HHL算法的的３个子过程是:相位估计、受控旋转、逆
相位估计.一般步骤为:

(１)对初始比特应用进行相位估计,这是在特定基础上分

解量子态的一般步骤.初始化量子态|b›,将系数矩阵A 通

过哈密顿模拟制备制备成酉算子eiAt,通过量子相位估计算法

应用受控操作U＝eiAt作用到|b›上,将|b›分解为A的特征向

量线性组合的叠加.当相位估计算法作用之后|b›状态为∑
j

βj|μj›,此时整个系统的状态为∑
j
βj|μj›.

(２)进行受控旋转操作,目的是将|λj›→λ－１
j |λj›.为了达

到这个效果,这里我们引入一个辅助量子位,根据|λj›在特征

值寄存器中的值,受控门作用于辅助量子比特之后整个系统

的状态为:

∑
j

１－c２

λj
２|０›＋c

λj
|１›æ

è
ç

ö

ø
÷βjλj|μj›

受控旋转操作可以实现有效量子信息从寄存器到量子态

振幅的转移,通过附加量子比特实现了将特征值的倒数按

比例提取到了对应基态的概率辐上.

(３)利用逆量子相位估计方法抵消寄存器中存储的特征

值得到:

∑
j

１－c２

λj
２|０›＋c

λj
|１›æ

è
ç

ö

ø
÷βj|μj›　

在第一量子位上测量,当测量为|１›时可得到c
λj

βj|μj›,

若为|０›则重新计算.由于 HHL算法计算的是与解相关的

算子的期望值,而不是解本身,HHL算法相对于经典算法有

着指数级的加速,但经典算法可以返回精确解,而 HHL算法

只能返回近似解.而我们得到的表达式结果和所求的线性方

程组的解成正比,此时只需要测量附加比特为|１›的结果即

可.其线路图如图１所示.

图１　HHL算法线路图

Fig．１　HHLalgorithmcircuitdiagram

３　并行编程模型

目前流行的并行编程模型有 OpenMP和 MPI,这两种模

型最大的不同之处在于 OpenMP是一种适用于共享内存多

处理器体系结构的可移植并行编程模型,它只能在单台主机

上工作,我们可以充分利用多核CPU通过多线程将并行负载

分配到计算核心来达到加速的目的;而 MPI是多主机联网协

作进行并行计算的工具,适用于分布式内存系统,它能够协调

多台主机之间的并行计算,在并行规模上的可伸缩性很强.

３．１　并行编程设计

共享式内存并行的基本思路就是使用多线程.OpenMP
采用了forkＧjoin执行模型,以线程为基础,通过编译指导语

句显示的指导并行化,即主线程在并行区派生很多子线程,并
且在并行区结束之后由主线程继续执行.其执行模型如图２
所示.当 确 定 适 合 并 行 化 的 代 码 块 后,我 们 选 择 合 适 的

OpenMP编 译 指 导 指 令 和 运 行 库 函 数 创 建 并 行 程 序.

OPenMP的应用程序接口包含编译指导、运行函数库和环境

变量３部分,我们使用应用编程接口实现线程之间的任务分

配和数据共享,而编译器通过对串行程序中蕴含并行性的分

析与发掘,自动生成适合并行体系结构运行的并行程序[６].

当编译器选择忽略预处理指令,或者编译器不支持 OpenMP
时,程序又退化串行程序,此时代码依然可以正常运作.

图２　ForkＧjoin执行模型

Fig．２　ForkＧjoinexecutionmodel

OpenMP程序刚开始启用主线程时一直串行地执行,直
到遇见第一个并行域才开始并行执行,并行域表示该部分程

序计算量大,需要多个处理器共同处理以提高效率和运行

速度[７].

２１１２０００２８Ｇ２
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首先对算法代码进行分析,确定 适 合 并 行 的 模 块,而

OpenMP最主要的并行来源是循环结构,当定位到适合并行

的模块之后,我们需要合理管理算法中的私有数据和公有数

据,因为多线程是异步运行的,当多个线程对同一个数据进行

操作时,那么该数据就会在多个线程的作用下出现差异从而

造成结果的不可知性,所以应该注意避免线程数据之间的竞

争从而导致计算出现错误,在启用多线程时做好对数据源的

同步.最后,如果确定的代码部分是独立的且不会因为线程

竞争造成计算错误,那么就可以尝试选定该代码块作为并行

处理的部分进行并行实验,通过实验结果对比该部分的并行

效果.

３．２　OpenMP指令函数

在 OpenMP中,通过在串行代码中插入编译制导指令来

实现并行,其通用格式为 ＃pragmaomp 指令.OpenMP常

用的指令如表１所列.

表１　OpenMP参数说明

Table１　OpenMPparameterdescription

指令 含义

sections 用在可能会被并行执行的代码段之前

barrier 用于并行区内代码的线程同步

parallelfor for循环的代码将被多个线程并行执行

ordered 用于指定并行区域的循环按顺序执行

critical 用于一段代码临界区之前

parallel
用在一个代码段之前,表示这段代码将被多

个线程并行执行

OpenMP常用的库函数如表２所列.

表２　OpenMP库函数说明

Table２　OpenMPlibraryfunctiondescription

函数名 含义

omp_get_num_procs 返回运行本线程的多处理机的处理器个数

omp_get_num_threads 返回当前并行区域中的活动个数

omp_get_thread_num 返回线程号

omp_set_num_threads 设置并行执行的线程个数

omp_set_lock 上锁操作

omp_unset_lock 解锁操作

omp_get_num_procs 返回运行本线程的多处理机的处理器个数

４　模拟实现

４．１　串行执行

本文的目的是在经典多核计算机上进行 HHL算法的模

拟并进行多线程并行处理,因此我们采用 QPanda２．０量子软

件开发工具包通过C＋＋高级编程语言来模拟算法的具体实

现,并通过 OpenMP对算法进行改进,实现并行加速,缩短

HHL算法的模拟时间,提高模拟效率,确定量子算法在经典

计算机上模拟的可行性.
我们首先对４×４线性方程组进行模拟实验.对于４×４

线性方程组,我们选取系数矩阵A为:

１
４

１５ ９ ５ －３
９ １５ ３ －５
５ ３ １５ －９

－３ －５ －９ １５

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

b向量为:
(０．５ ０．５ ０．５ ０．５)T

又可以通过∑
j＝４

j＝１
βj|μj›来表示,其中βj＝ １

２
.对于该线性

方程我们可以计算出准确的经典解为:

１
３２

(－１ ７ １１ １３)T

Qpanda２．０量子编程框架支持量子计算中绝大多数的量

子逻辑门操作、量子线路构建操作等.我们将在此基础上进

行 HHL算法的模拟并对算法进行热点分析,寻找可以并行

的代码块,实现算法的并行操作.HHL算法伪代码如算法１
所示.
算法１　HHL算法

Input:A,b

２．Output:result

３．automachine＝initQuantumMachine(CPU);

４．autoprog＝QProg();

５．QCircuitcircuit＝CreateEmptyCircuit();

６．QCircuit≪QPE();

７．QCircuit≪build_CR();

８．QCircuit≪QPE_Inverse();

９．QCircuithhl_circuit＝HHL_circuit(A,b,machine);

１０．result＝x;

１１．Returnresult;

我们通过代码构建了 HHL算法的３个模块,分别为量

子相位估计、控制旋转、逆量子相位估计.在构建好 HHL算

法电路后,我们对该算法的３个模块进行了分析,确定了其中

可以进行加速的部分.
其中相位估计部分如算法２所示.

算法２　相位估计

１．QCircuitQPE(Qubit∗control,Qubit∗target)

２．{

３．QCircuitqpe_cir;

４．qpe_cir⫺apply_QGate(control,H)＜＜

５．control_unitary(Qubit∗Control)＜＜

６．QFT_Inverse();

７．}

该部分主要由 Hadamard变换、受控相位变换和量子傅

里叶逆变换３部分组成,经过分析,发现其中耗费时间较多的

为受控相位变换和量子傅里叶逆变换两个阶段,于是我们尝

试对这两个阶段的代码进行改进.
首先我们针对量子相位估计中的受控相位部分进行操

作,代码中构建受控相位门的操作采用的是线程池 ThreadＧ
Pool函数,该操作的目的是为了后续实现多线程并发,线程

池通过几个固定线程为大量的操作服务,减少了创建和销毁

线程所需的时间从而提高了效率.我们将构造相位门的任务

通过循环逐一添加到线程池中,当线程池里的每个线程任务

执行完毕后,在保存构建好的线路时采用加锁操作,此时,我
们构造的相位门线路就可以在之后的操作中按照顺序将每个

部分的相位门添加到线路中.测得结果如下:
(－０．０５４２ ０．３８０１ ０．５９７４ ０．７０５１)T

由理论值和测得的测量值计算得到其保真度为９６．７３％,
整个程序运行是在经典 ８ 核计算机上,时间 消 耗 为 ９２８．
１６ms,因为该过程模拟的是４×４矩阵,矩阵的规模不大,在
量子云台中采用７个量子比特即可构建,所以时间的消耗不

算太大.

４．２　并行改进

接下来本文针对算法实现过程中线程池处理任务阶段
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进行改进,在线程池中的任务执行结束前,采用加锁的方法来

同步保存线路操作,进而保证了所构造的相位门线路按照正

确的顺序保存.实验结果证明,即使通过并行操作使所有的

任务通过多线程添加到线程池中运行也不会造成线路构建顺

序的紊乱.
我们根据控制比特的数量构建了针对线程池添加任务的

for循环,用pragmaompparallelfor来标识并行程序块,通过

多线程使线程池中的任务进行构建受控相位门操作,且不对

代码添加额外的同步操作.之后我们测试代码,发现与串行

代码执行相比,任务进入线程池的顺序发生了改变,执行顺序

也变得无序,但是由于每个任务在进入线程池时,都给该任务

传递了按照控制比特位置制定的索引参数,并对保存线路操

作进行了加锁,最后对所有保存的线路进行排序,使得这些构

造还能够按照正确顺序进行线路组建,因此我们得出的结果

还是与之前得到的近似解一样,时间为２６３．３４ms.
之后我们又尝试对逆量子傅里叶设计并行操作,逆量子

傅里叶由 Hadamard变换和相位变换两部分组成,我们通过

两层for循环,分别把 H 门和相位门添加到线路上,当循环执

行完毕后线路构建也完成了.在构建线路时我们首先尝试对

两层for循环同时设计并行操作,并且我们不在并行过程中

添加同步操作,在这种情况下获得的结果为:
(２．９６２ ３．４９２ ６．１９５ ８．０９７)T

可以看出,每次结果都不一样且都与我们所期望的结果

有着很大的出入,经过分析之后发现,代码中内层循环的条件

值依赖于外层循环条件值,经过并行后使内层循环发生错误,
使得受控相位门的构建产生问题,这就导致计算结果发生错

误.于是我们改进代码,因为内层循环执行的任务量大,所以

我们对内层循环进行并行操作,在内层循环中通过 pragma
ompparallelforschedule任务调度,其工作原理如图３所示.

图３　任务调度

Fig．３　Taskscheduling

动态地将迭代分配到各个线程,最后得到正确的近似解.
经过并行后的时间为２３６．５７ms,结果证明我们的并行操作是

有效且正确的.

４．３　结果分析

我们首次在８核上测得的串行程序运行时间为９２８．１６ms,
加速后的时间为２３６．５７ms,接下来我们分别测试了在２核、

４核、６核上经过并行操作后的时间,结果如表３所列.

表３　４×４矩阵运行时间

Table３　４×４matrixrunningtime
(单位:ms)

核数 ２核 ４核 ６核

并行时间 ６５３．５８ ５２２．１５ ２５４．７５

经过多次测试后,我们发现构建了 OpenMP框架的程序

在６核下执行和在８核下执行,程序的时间对比相差不大,这
是因为我们的程序在６核操作下已经可以执行所有分配的

线程.

本节对４×４矩阵在经典计算机上进行了模拟,测得了程

序通过 OpenMP实现多线程的实验结果,实现在经典计算机

上对量子算法进行正确的模拟和并行加速.相对于量子云平

台上实现的４×４矩阵,我们在经典计算机上构建 HHL算法

的线路深度较大,基于４×４矩阵的线路在经典计算机上模拟

需要９７６个门构成,而在量子云平台上实现４×４矩阵的线路

的深度为３５３[８],是经典计算上线路模拟的１/３,可见在经典

计算机上进行线路模拟,在内存方面的消耗较大.接下来我

们又按照以上方法进行了８×８矩阵和１６×１６矩阵的实验,

８×８其正常运行的结果为１７８１．３９ms,并行操作后的结果如

表４所列.

表４　８×８矩阵运行时间

Table４　８×８matrixrunningtime
(单位:ms)

核数 ２核 ４核 ６核 ８核

并行时间 １０６５．５１ ８６９．５６ ７６０．０６ ５８４．７２

同时我们也记录了该８×８矩阵分解所需要消耗的门为

７２５０.对１６×１６矩阵进行模拟的结果为３２３２．８４ms,并行操

作后的结果如表５所列.

表５　１６×１６矩阵运行时间

Table５　１６×１６matrixrunningtime
(单位:ms)

核数 ２核 ４核 ６核 ８核

并行时间 ２６１６．５９ ２５０２．０３ ２４５５．８１ ２４０８．７２

经过测试我们发现对于１６×１６的矩阵,在开启多线程之

后,随着核数的增加,加速效果并不明显,经过分析我们得出

结论,单台８核计算机已经无法负载该矩阵分解的任务,因为

对于１６×１６矩阵的分解,搭建线路所需要分解矩阵形成的门

个数达到了３５０３９,而且对于构建受控相位门的任务也达到

了１２个,当我们的线程数大于计算机核数时,因为同时运行

的线程数只能等于核数,此时其他的线程变为并发运行,这样

在线程切换上会浪费更多的时间.我们对比了所做的３组矩

阵模拟,得到的运行时间比如图４所示.我们发现随着矩阵

模拟规模的增大,其加速效果将会逐渐降低,这是因为在经典

计算机上进行量子计算模拟时,所需要的时间和空间的开销

随模拟比特位数的增长呈指数级增长,随着模拟的矩阵规模越

来越大,模拟的量子比特位数也越来越大,所要处理的任务量

越来越大,单台计算机的内存和处理器将无法满足模拟需求.

图４　不同规模矩阵在不同核数下的加速比

Fig．４　Accelerationratioofdifferentscalematrixwithdifferent

kernelnumbers

我们可以通过计算机集群来处理基于更大规模的量子算

法经典模拟,文献[９]采用 MPI和加速线程库在超级计算机

上对量子傅里叶变换进行了大规模模拟,充分利用多核 CPU
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和分布式架构的潜力,实现了４６位量子比特量子傅里叶算法

的模拟和优化.文献[１０]使用 CPUＧGPU异构集群技术实现

多比特位的量子计算模拟,并且通过经典模拟 QFT 算法[１１]

证明了模拟系统的有效性和可扩展性.采用集群分布式存储

分摊指数级存储开销和计算需求,将进一步解决量子计算模

拟的内存和时间瓶颈问题,由此可见,未来我们可以通过搭建

分布式计算机体系来进行更大规模的算法模拟实现.
结束语　量子计算具有经典计算技术难以企及的并行计

算能力和信息携带量,有望成为满足未来计算需求、加速科技

创新的新引擎.虽然量子计算机的研究已经取得了很大的进

步,但是由于条件技术的限制,目前量子计算机的使用还远不

能普及,因此对于量子算法的研究,我们可以在经典计算机上

对算法进行模拟.建立基于经典计算机的量子计算模拟平

台,具有重要意义,它不仅可以为量子算法和量子线路[１２Ｇ１４]

提供一个可靠的验证平台,而且可以帮助我们了解经典计算

和量子计算的边界[１５],促进量子计算的发展.
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