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标签约束图上的k步可达性查询
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摘　要　标签约束图上的k步可达性查询问题,回答了在一个标签约束图上两点之间是否存在一条长度不大于k的路径并且

这条路径上的标签都在用户给定的标签集中的问题.标签约束图上的k步可达性查询问题在现实中有着广泛的应用,然而现

有算法无法直接回答这个问题.因此,首先提出 LK２H 算法.LK２H 算法主要包括构建索引和查询两个步骤.第一步是给图

上的所有顶点构建一组包含k和标签信息的２ＧHop索引,第二步是基于构建好的索引进行查询.在查询时,为了尽可能地为用

户返回更多的信息,LK２H 算法优化了一类不可达查询的返回结果:当用户无法明确所有的标签类型,不能给出完整的标签约

束,进而导致查询结果为不可达时,将完整的标签集返回给用户.其次,提出优化算法 LK２H＋.LK２H＋算法通过构建部分

顶点的２ＧHop索引进一步缩减索引大小和索引的构建时间,并基于构建好的索引进行查询.查询时,需要对顶点按照是否构

建了索引进行分类讨论.最后,基于１５个真实数据集进行测试.实验结果表明,LK２H 算法和 LK２H＋算法都可以高效地解

决标签约束图上的k步可达性查询问题.
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Abstract　ThekＧstepreachabilityqueryprocessingonlabelＧconstrainedgraphisusedtoanswerwhetherthereisapathwitha

lengthnotgreaterthankbetweentwopointsandthelabelsonthispathareinthespecifiedlabelset．ThekＧstepreachabilityqueＧ

ryprocessingonlabelＧconstrainedgraphiswidelyusedinreality,butthereisnorelevantalgorithmtoanswerit．Therefore,the

LK２Halgorithmisproposedfirstly．LK２Halgorithmmainlyconsistsoftwosteps．Thefirststepistobuildapairof２ＧHopinＧ

dexescontainingkandlabelinformationforallverticesonthegraph,andthesecondstepisqueryingbasedonthebuiltindex．In

ordertoreturninformationasmuchaspossibletotheuser,LK２Hoptimizestheresultsofatypeofunreachablequery:whenthe

usercannotspecifyallthelabeltypes,andcannotgivefulllabelconstraintsresultinginunreachablequeryresults,thecomplete

labelsetwillreturntotheuser．Secondly,anoptimizationalgorithm,LK２H＋,isproposed．LK２H＋ algorithmfurtherreduces

theindexsizeandtimeofconstructionbybuildinga２ＧHopindexforpartofvertices,andqueriesbasedonthebuiltindex．Queries

requireadiscussionofwhetherqueryverticesareindexedornot．Finally,thetestisconductedbasedon１５realＧworlddatasets．

ExperimentresultsshowthatbothLK２HandLK２H＋ algorithmscansolvekＧstepreachabilityqueryprocessingonlabelconＧ

straintgraphsefficientlyandquickly．
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１　引言

给定有向图中的一个源顶点u和目标顶点v,可达性

查询用于回答是否存在一条路径使得u能够到达v的问

题.可达性查询是图数据处理中的一个基本操作,被广泛

应用于社交网络[１]、通信网络[２]、知识图谱[３]等,并得到了

研究者们的广泛关注[４Ｇ１２].

传统的可达性查询仅考虑两点是否可达,对可达路径没

有任何限制.但实际应用中,用户的查询需求可能需要附加

更多的限制条件才能得到满足.考虑到实际图中的边上可能

附带标签信息,用户不但需要检测是否存在满足特定标签限

制的路径,而且需要了解路径的长度是否满足要求.



例如在现实生活中,警方在处理团伙犯罪案件时往往会

调查犯罪人员的社会关系网络[１３].查找的方向往往是与嫌

疑人有亲密关系的人,比如嫌疑人的朋友、家人.同时,还会

调查两个嫌疑人是否通过一些有特定关系的人员联系在一

起,从而分析整个犯罪团伙的运作机制.对于与嫌疑人关系

非常疏远的人员,警方可以不进行调查,从而减少办案成本.

犯罪人员的社会关系网络就是一个标签约束图,而判断是否

与嫌疑人关系紧密就相当于给定一个k值约束,这种查询就

是标签约束图上的k步可达性查询问题.

现有研究成果中,标签约束可达和k步可达是由不同研

究人员提出并作为两个独立问题进行研究的.对于标签约

束,研究人员提出了标签约束的可达性查询方法[１４Ｇ１５].标签

约束的可达性查询旨在回答是否存在一条从源顶点u出发到

目标顶点v结束的有向路径并且路径上的标签都包含在给定

的标签集中的问题.k步可达性查询[１６Ｇ１７]用于回答在给定有

向图中的两点间是否存在长度不大于k的有向路径的问题.

但是,当回答标签约束图上的k步可达查询时,现有的两类方

法均无法处理.原因在于现有的k步可达索引没有标签信

息,而标签约束可达性查询方法所建立的索引中不包含长度

信息.即使两种方法都返回可达的结果,由于两点之间可能

存在多条路径,系统也并不知道满足k步约束的路径一定同

时满足标签约束.

同时,现有各种标签约束可达和k步可达查询方法在处

理用户查询时,除了可达与否外,没有提供任何可供用户参考

的有用信息.继续考虑以上警方办案的例子:由于调查人员

可能并不清楚嫌疑人社交关系网络中各种具体的关系标签,

如果在查询时不能给定完整的约束条件,现有方法会直接返回

否定的查询结果.发生这种情况时,调查人员可能希望进一步

了解缺失的关系到底是什么,从而有助于后续的分析处理.

针对上述问题,我们提出通过构建包含标签和k值的２Ｇ

Hop索引来解决标签约束图上的k步可达性查询问题.２Ｇ

Hop标签索引的基本思想是在图中选择一些顶点做双向

BFS,这些被挑选出来的顶点被称为hop点.双向 BFS的作

用是给每个顶点预先创建一组出标签和入标签,这一组标签

里保存着部分顶点与该顶点的最短路径信息.同时,针对现

有可达性查询方法返回信息少的问题,我们的方法在判定不

可达时,会明确到底是什么原因导致的不可达,并会根据不同

情况返回不同信息.具体来说,当k不满足约束条件时,无论

标签是否满足约束条件,都只返回“不可达”;当k满足约束条

件时,如果存在一条可达路径上的标签集是查询标签集的超

集,那么除了返回“不可达”,还要返回这个标签超集,以便用

户了解两点之间的具体标签信息,在后续处理中可以提交合

适的查询.本文的具体贡献如下.

(１)提出了基于２ＧHop标签索引的 LK２H 算法来回答标

签约束图上的k步可达性查询问题.

(２)优化了不可达查询的返回结果.对于一个给定的查

询,如果查询结果因为标签不满足约束而不可达时,将可达路

径的标签集返回,从而让用户知道缺少了哪些标签信息,以便

在后续工作中做进一步的查询和分析.

(３)提出了一种基于顶点覆盖集的优化算法 LK２H＋.

LK２H＋算法通过构建部分顶点的２ＧHop标签索引改善了

LK２H 算法存在的索引创建时间长、索引占用空间大的问题.

(４)在１５个真实数据集上对本文的方法进行了实验和比

较,结果证明本文提出的两个算法都可以高效地解决标签约

束图上的k步可达性查询问题.

本文第２节对相关工作进行介绍;第３节介绍 LK２H 算

法的基本思想和算法过程;第４节介绍 LK２H＋算法的基本

思想和算法过程;第５节给出实验结果和分析;最后对全文进

行总结.

２　相关工作

２．１　问题定义

给定一个标签约束的有向图G＝(V,E,ζ,λ),其中V＝
{v１,v２,􀆺,vn}是图中顶点的集合,E＝{(u,v,l)|u,v∈V,

l∈ζ}是图中边的集合,ζ是初始不为空的标签集合.图中任

意边e＝(u,v,l)∈E,表示图G 上存在一条由顶点u 指向顶

点v 的有向边,这条边上的标签为l.λ是一个映射函数,边

集E中的每一条边与标签集ζ 中的标签一一对应,即λ(‹u,

v,l›)＝l.为了叙述方便,在没有歧义的情况下,后续介绍中

将标签约束图简称为图.

对于图上的每个顶点u,outG(u)＝{v|(u,v)∈E}表示顶

点u的出邻居集合,inG(u)＝{v|(v,u)∈E}表示顶点u的入邻

居集合;degout(u)＝|outG(u)|表示顶点u的出度,degin(u)＝
|inG(u)|表示顶点u的入度.

定义１(路径)　图G上的一条路径P 是一个由点和边组

成的序 列 ‹v０,e０,v１,􀆺,vp－１,ek,vk›,其 中k＞０,vi ∈V,

ei∈E.

定义２(标签路径[１４])　给定一个标签集L,如果路径P
上每一条边的标签都属于L,即λ(ei)∈L,则称路径P 为LＧ
路径或一条标签路径.

定义３(顶点覆盖集[１８])　有向图G的一个顶点覆盖集C
是该图顶点集合V 的一个子集,并且对于任意一条边(u,v)∈
E,其必然满足{u,v}∩C≠Ø.

定义４(最小顶点覆盖集[１８])　图G 的所有顶点覆盖集

中集合最小的顶点覆盖集被称为图G 的最小顶点覆盖集.

定义５(可达性[１９])　在图G中有两个顶点u,v∈E,顶点

u可以到达顶点v,当且仅当u等于v 或者存在一条边(u,

w)∈E且顶点w 可以到达顶点v.

定义６(k步可达性[２０])　在有向图G 中,如果顶点u与

顶点v之间存在一条长度不大于k的有向路径,则称顶点uk
步可达顶点v,否则称顶点uk步不可达顶点v.

问题定义:给定一个标签约束图G 和一个查询Q(u,v,

L,k),在图G上查找是否存在一条从顶点u到顶点v的LＧ路

径P,使得顶点uk 步可达顶点v.如果存在这样一条路径,

则称查询Q为可达查询;否则称其为不可达查询.

２．２　相关算法

虽然目前没有算法能够直接解决标签约束图上的k步可

达性查询问题,但标签约束图上的可达性查询问题和有向图

上的k步可达性查询问题都取得了大量研究成果,下面分别

对其进行介绍.

４８２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１２,Dec．２０２２



２．２．１　标签约束的可达性查询相关算法

标签约束图的可达性查询问题目前已得到很深入的研

究,并取得了大量研究成果.下面主要介绍基于地标索引的

LI＋算法和基于２ＧHop索引的P２H 算法.

文献[１５]提出了当前比较流行的基于地标的索引方法

LI＋算法.LI＋算法的主要思想是通过 BFS逐个构建每个

地标的部分地标索引,当插入一个新的索引项时,LI＋将新的

索引项与已经存在的索引项进行比较,然后保留标签较小的

索引项.当处理查询时,可以通过创建好的索引来回答查询.

然而这种索引的可扩展性较差,最坏情况下与仅使用 BFS遍

历的表现持平.

文献[１４]提 出 了 基 于 ２ＧHop标 签 索 引 的 P２H 算 法.

P２H 给图G 上的每一个顶点u∈V 通过正向和反向的 BFS
分别创建一对２ＧHop标签索引,该索引由一组入标签Lin＝
{(h１,l１),􀆺,(hi,li)}和一组出标签Lout＝{(h１,l１),􀆺,(hj,

lj)}组成.其中,Lin标签索引表示可以到达u顶点的hop点

及标签集,Lout标签索引表示可以从顶点u到达的hop点及到

该hop点的标签集,索引中的每一项(h,l)表示hop点h和标

签集l.在创建索引的过程中,P２H 用到了３种剪枝方法:

１)如果顶点v已经被计算过,那么跳过顶点v;２)如果即将插

入的索引项能由已经存在的索引项导出,则不插入这个索引

项;３)如果已经存在的索引项能由即将插入的新索引项所支

配,则删除旧的索引项.当回答查询u
L
→v 时,分别遍历u

的出标签和v的入标签,如果某一索引项的hop点相同,则再

查看索引中的l是否是L 的子集.P２H 算法可以实现大图

上的索引创建和查询,但该算法给每一个顶点创建一个２Ｇ

Hop标签索引,因此它的索引创建时间较长,且创建好的索

引也较大.另外,为了减小索引大小,在创建索引的过程中会

有许多剪枝操作,导致当查询因为标签集不满足要求而不可

达时,P２H 算法只能返回不可达而无法给查询者提供更多的

可用信息.

此外,还有很多其他方法可以解决标签约束图上的可达

性查询问题.比如,文献[２１]直接使用BFS/DFS或在数据图

上创建完整的传递闭包;文献[２２]使用边缘切割来回答标签

约束图上最短路径的问题;文献[２３]通过随机游走在标签约

束图上回答简单查询;文献[２４]通过图的生成树或生成森林

构建压缩传递闭包来回答查询.

２．２．２　k步可达性查询相关算法

目前对k步可达性查询问题已有比较深入的研究,很多

相关算法被提出.对于已有的众多算法,本文着重介绍由文

献[２０]提出的 KＧreach算法和文献[１７]提出的PLL算法.

KＧreach算法的基本思想是首先求解有向图G 的最小顶

点覆盖集C,然后在C 上创建传递闭包.这个传递闭包只记

录集合C中的顶点之间的可达信息.当回答一个k步可达查

询u
k
→v时,按照查询顶点类型的不同可分为以下３种查询

情况:１)顶点u和顶点v都是最小顶点覆盖集C 中的元素,此

时直接通过创建好的传递闭包查询;２)顶点u或顶点v 不是

覆盖集C 中的元素,此时如果顶点u是覆盖集C 中的元素,

则根据u和v的入邻居的传递闭包,做u
k－１

→v查询,否则根据

v和u的出邻居的传递闭包做u
k－１

→v查询;３)顶点u和顶点

v都不是覆盖集C 中的元素,此时根据u出邻居的传递闭包

和v入邻居的传递闭包做u
k－２

→v查询.

PLL算法的基本思想是为图G 中的每一个顶点u∈V,

通过正向 BFS和反向 BFS分别创建一对２ＧHop标签:Lin＝
{(h１,l１),􀆺,(hi,li)}和Lout＝{(h１,l１),􀆺,(hj,lj)}.其中,

Lin标签索引表示可以到达u顶点的hop点及标签集,Lout标

签索引表示可以从顶点u到达的hop点及到该hop点的标签

集,索引中的每一项(h,d)表示hop点h和u 之间的最短距

离.PLL算法在创建索引的过程中使用了剪枝策略,具体的

做法是:对于每一个即将插入的索引项(hn,dn),查询是否有

已经存在的索引项能够回答u
dn

→hn,如果可以回答,则不插

入(hn,dn),否则插入.对于查询,PLL算法将k步可达性查

询问题转换成查询顶点对之间是否存在一条不大于k的最短

路径问题.

３　LK２H算法

相比使用BFS/DFS[２５Ｇ２６]在图上直接遍历或计算所有顶

点对之间的传递闭包[１３]来判断可达性,２ＧHop标签索引不但

能够保存所有顶点对之间的可达信息,还可以通过剪枝删除

不必要的索引项,从而缩减索引大小和构建索引的时间.因

此,可以考虑通过创建２ＧHop标签索引来解决标签约束图上

的可达性查询问题.

LK２H 算法的基本思想是在标签约束图上构建包含标签

集和步长k的２ＧHop标签索引,然后在此索引的基础上进行

查询,并在查询的过程中保存部分可达路径的标签集,用来优

化不可达查询的返回信息.

LK２H 算法分为索引构建和基于索引的查询两个主要

步骤.

３．１　索引构建

LK２H 算法构建索引的基本步骤是:将图G 中的所有顶

点按照顶点度的大小降序排序;然后对每一个顶点u按照顺

序执行正向和反向的剪枝 BFS,构建包含标签和k的２ＧHop
索引.算法１给出了构建索引的伪代码描述.

算法１　LK２H 构建索引算法

输入:G

输出:Ln

１．fork＝１,２,􀆺,ndo

２．　Lk
∧

← PrunedBFS(G,vk,Lk－１)/∗正向BFS∗/

３．　Lk← PrunedBFS(GT,vk,Lk
∧ )/∗反向BFS∗/

４．returnLn

函数 PrunedBFS
输入:(G,vk,Lk－１)

输出:Lk

１．初始化:Q←{(vk,０)}/∗Q为保存索引项的队列∗/

２．初始化:Lk← Lk－１/∗ Lk为新一轮构建的索引∗/

３．whileQ≠Ødo

４．　v← pop(Q)

５．　foreveryedgeeinneighbourG(v)do
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６．　　ife已经被处理过then

７．　　　　Continue

８．　　　ln←e．label＋v．label
/∗ln为点vk到点e的标签集∗/

９．　　　kn←v．k＋１/∗kn为点vk到点e的距离∗/

１０． if(h,ln,k)被 (h,le,k)∈Lk支配then

１１．　　　　Continue

１２． Q．insert({e,ln,kn})

１３．returnLk

构建索引时最重要的一步是每一个顶点进行双向剪枝

BFS.剪枝BFS指在顶点进行 BFS的过程中使用一些剪枝

规则,从而缩小 BFS遍历的范围,减少需要插入的索引项.

LK２H 算法在索引构建过程中使用了以下两个剪枝规则:

(１)如果顶点u在BFS遍历过程中遇到已经处理过的顶

点v,则不通过顶点v继续向下遍历;

(２)如果一个新的索引项I被已经存在的索引项支配,则

不插入这个新的索引项.即当索引项I中的hop点和标签集

与已存在的某个索引项相同但k值比该索引项中的k 值大

时,不对I进行插入操作.

接下来通过例１对 LK２H 算法的索引构建过程和其中

的两个剪枝规则进行解释.

例１　图１给出了一个标签约束图索引构建的部分过

程.图１(a)－图１(e)是正向剪枝BFS搜索过程,图１(f)－图

１(j)是反向剪枝BFS搜索过程,其中深灰色顶点表示被处理

的顶点,浅灰色顶点代表被访问到的顶点,白色顶点代表未被

访问到的顶点.在构建索引之前,首先将所有顶点按照度的

大小降序排序,度相同的按顶点序号降序排序,图１中顶点的

顺序为{５,２,６,４,７,３,１}.排序后,所有顶点依次进行剪枝

BFS操作,每一次BFS都需要依据前一轮生成的索引(算法１
第２,３行).以入标签的构建过程为例,首先进行剪枝 BFS
的是顶点５,图上的所有顶点都可以被访问到,每访问一个顶

点就将索引项插入该点的索引中.注意,从顶点５到顶点７
有两条路径,在索引项(５,b,１)已经存在于顶点７的入标签索

引的情况下,从顶点５通过顶点６到达顶点７所产生的索引

项(５,b,２)不会被插入到顶点７的索引中(规则２).原因是索

引项(５,b,２)与索引项(５,b,１)的hop点、标签都相同,并且索

引项(５,b,２)中的k值大于１.顶点５BFS结束后,对顶点２
进行剪枝BFS.当访问到顶点５时,由于顶点５已经被处理

过,因此停止遍历(规则１).处理顶点４时,由于顶点４只有

一条出边指向已经处理过的顶点５,并且访问到顶点５时停

止,因此不对索引产生影响.处理顶点７时,由于顶点７出度

为０,因此不会对索引产生影响.顶点１和顶点３剪枝 BFS
遍历的情况分别与顶点４和顶点７的情况相同,因此图１没

有给出遍历过程.出标签的整体构建过程与入标签的构建过

程相同.最终生成的索引如表１所列.

图１　LK２H 算法的索引构建过程

Fig．１　IndexconstructionprocessofLK２Halgorithm

表１　图１示例生成的索引

Table１　IndexofFig．１

ID 入标签索引 出标签索引

１ (５,a,２)(２,a,１) (５,ab,２)(４,a,１)

２ (５,a,１) (５,ab,３)(５,b,２)

３ (５,cd,２)(５,a,２)(６,c,１)(２,a,１) －
４ (５,ab,２)(５,a,３)(２,b,１)(２,a,２) (５,b,１)

５ － －
６ (５,c,１) －
７ (５,b,１)(６,b,１) －

表１列出了每个顶点所对应的入标签和出标签索引.第

１轮是由顶点５做剪枝 BFS,在正向遍历结束后,索引项(５,

a,２),(５,a,１),{(５,cd,２),(５,a,２)},{(５,ab,２),(５,a,３)},

(５,c,１),(５,b,１)分别被插入到顶点１,２,３,４,６和７的入标

签索引中.在反向遍历结束后,索引项(５,ab,２),{(５,ab,３)

(５,b,２)}和(５,b,１)分别被插入到顶点１,２和４的出标签索

引中.第４轮处理顶点４,索引项(４,a,１)被插入到顶点１的

出标签索引中.其余顶点的处理都不对索引产生影响.

定理１　对于任意第r(０≤r≤n)轮双向剪枝 BFS,和任

意一对标签集为l的顶点对s和t,每一条通过顶点vi(i≤r)

的L－路径都被存储在索引Lr中.

证明:当r＝０时,定理显然成立.假设从第０到第r－１
轮这个定理都成立,接下来证明第r轮也成立.利用反证法,

假设存在一条包含顶点vi(i≤r)的L－路径不在Lr中.如果

i＜r,那么一定存在Li⊂Lr,与假设不符,因此i＝r.当i＝r
时,接下来要对vi进行剪枝 BFS遍历,将包含vi的所有L－
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路径在第r轮插入Lr,与假设不符.因此,定理１得证.

下面是索引构建过程的时空复杂度分析.对于图中的n
个顶点,每一个顶点最多会存n－１个hop点和２|ζ|个不同的

标签集,因此空间复杂度为 O(n２２|ζ|).对每一次剪枝 BFS,

到达一个顶点的标签不同的路径数最多是２|ζ|个,并且对于访

问到的每一条边,对于标签检查的最坏时间复杂度为 O(n∗

２|ζ|),因此构建索引的时间复杂度为 O(m∗n２∗２２∗|ζ|).

３．２　查询算法

查询算法的基本思想是通过查看出发顶点的出标签索引

和目标顶点的入标签索引中是否存在hop点相同且满足查询

约束的索引项来判断是否可达.

给定一个图G上的k步可达性查询Q(u,v,L,k)和一个

构建好的２ＧHop标签索引,查询算法的基本步骤是:１)同时

遍历顶点u的出标签索引和顶点v 的入标签索引,查找相同

的hop点;２)判断通过相同hop点的路径是否满足L 和k 的

查询约束.算法２给出了查询算法的伪代码描述.

算法２　LK２H 查询算法

输入:(u,v,l,k)

输出:TRUE/FALSE

１．if顶点u和v是同一个顶点then

２．　returnTRUE

３．foreveryindexentryIiinLout[u]do
/∗遍历顶点u的出标签索引∗/

４．　forhop点与Ii中hop点相同的IjinLin[v]do
/∗遍历顶点v的入索引∗/

５．　　if距离满足约束then

６．　　　if标签满足约束then

７．　　　　　returnTRUE

８．　　　ifl⊆Ii．l＋Ij．lthen
/∗给定标签是可达路径标签集的子集∗/

９．　　　　记录Ii．l＋Ij．l

１０． returnFALSE

１１．returnFALSE

对于不同的查询项,由于它们的出发顶点、目标顶点、k
和L 约束不同,因此会返回不同的查询结果.在查询中,有

一种可达的情况和３种不可达的情况.

可达的情况是:u的出标签索引和顶点v 的入标签索引

中存在相同的hop点,并且通过该hop点的路径距离小于k,

路径上的标签是L的子集.对于可达的情况,会直接返回给

用户“可达”.

不可达的情况是:１)u的出标签索引和顶点v 的入标签

索引中不存在相同的hop点;２)存在相同的hop点,但通过

hop点的路径长度大于k;３)存在相同的hop点,路径长度小

于或等于k,但这条可达路径上的标签集不是L 的子集.为

了优化查询返回结果,在 LK２H 算法的查询算法中,将不可

达的第三种情况进一步分成了两类:１)可达路径的标签集不

是L的超集;２)可达路径的标签集是L的超集.对于标签集

是L的超集的情况,先将这个超集记录下来并继续在索引中

进行查询,如果最终没有找到满足条件的可达路径,则将这个

超集返回给用户.

下面通过例２对查询的具体步骤和不同查询返回的结果

进行解释.

例２　对于图１中的图G 和表１中的索引,给出３个查

询项(４,６,abc,２),(５,４,b,３),(７,２,cd,３).对于查询(４,６,

abc,２),遍历顶点４的出标签和顶点６的入标签(算法２第３、

第４行),可以发现它们都以顶点５作为hop点,并且距离等

于２,满足k值约束(算法２第５行),同时路径上的标签集ab
也是abc的一个子集(算法２第６行),因此查询(４,６,abc,２)

的返回结果为可达.对于查询(５,４,b,３),４的入标签中有两

个索引项的hop点是顶点５,且k满足约束.虽然两个索引

项都不满足标签约束,但由于索引项(５,ab,２)中的标签集是

给定标签集b的一个超集(第８行),因此除了返回“不可达”,

还要返回“ab”这个标签集.对于查询(７,２,cd,３),由于顶点

７的出标签为空,因此返回结果为不可达.

下面分析查询算法的时间复杂度.由于索引项中的hop
点按照顶点编号升序排序,因此遍历索引项的时间复杂度为

O(n＋m),其中n为出标签索引的hop点个数,m 为入标签索

引的hop点个数.虽然一个hop点可能存在多条路径,它们

对应不同的距离和标签集,但只会增加判断约束是否满足条

件的次数,判断k值是否满足约束可以在 O(１)时间内完成,

判断标签是否满足约束的时间取决于标签的长度|ζ|.因此,

最终查询算法的时间复杂度为 O((n＋m)×|ζ|).

４　LK２H＋算法

LK２H 算法对每一个顶点都构建一组２ＧHop索引,导致

索引的构建时间较长,占用空间较大.因此,本文对 LK２H
算法进行优化,提出了LK２H＋算法.

LK２H＋算法的基本思想是对图中的部分顶点构建包含

标签和k值的２ＧHop标签索引,然后在此索引的基础上进行

查询.本文选取的部分顶点为图的最小顶点覆盖集中的顶

点,提取最小顶点覆盖集的算法由文献[２７]提出.LK２H＋
算法分为索引构建和基于索引的查询两个主要步骤.

４．１　索引构建

LK２H＋算法的基本步骤是:１)提取出图G 中的最小顶

点覆盖集;２)对覆盖集中的顶点按度的大小降序排列并按顺

序做剪枝BFS遍历.剪枝规则与３．１节中的剪枝规则相同.

算法３给出了LK２H＋算法构建索引过程的伪代码描述.

算法３　LK２H＋
输入:G
输出:Lk

１．C←computeVertexCover(G)

/∗求解图 G的最小顶点覆盖集并赋值给C∗/

２．foreachvinCdo/∗对于集合C中的顶点做剪枝BFS∗/

３．　Li
∧
← PrunedBFS_MVC(G,v,Li－１,C)

４．　Li← PrunedBFS_MVC(GT,v,Li
∧ ,C)

５．returnLk

函数PrunedBFS_MVC
输入:(G,vk,Lk－１,C)

输出:Lk

１．初始化:Q←{(vk,０)}/∗ Q为队列∗/

７８２杜　明,等:标签约束图上的k步可达性查询



２．初始化:Lk← Lk－１

３．whileQ≠Ødo

４．　v← pop(Q)

５．　if顶点v不在C中then

６．　　foreveryedgeeinneighbourG(v)do

７．　　　　Q．push({e,ln,kn})

/∗ln和kn为vk到e的标签和步长∗/

８．　else

９．　　ife已被处理then

１０．　　　　Continue

１１．　　if(h,ln,kn)被 (h,le,k)∈Lk支配then

１２．　　　　Continue

１３．Q．push({e,ln,kn})

１４．returnLk

接下来将通过例３并结合图２来解释LK２H＋算法的索

引构建过程.

图２　LK２H＋算法的索引构建过程

Fig．２　IndexconstructionprocessofLK２H＋algorithm

　　例３　图２给出了 LK２H＋算法构建索引的完整过程.

其中,深灰色顶点表示当前处理的顶点,浅灰色顶点表示访问

到并且要更新索引的顶点,白色顶点表示未被访问到或者被

访问到但不需要更新索引的顶点.在索引构建之前,提取出

图上的最小顶点覆盖集并按度的大小降序排列后的结果为

{５,２,６,１}(算法３第１行),然后依次处理这４个顶点.以构

建入标签索引的正向剪枝 BFS搜索过程为例,处理顶点５
时,可以访问到所有顶点,但只修改在覆盖集C 中的顶点(函

数PrunedBFS_MVC,第８行),访问到不在覆盖集C 中的顶

点３,４和７时,只把经过它们的路径标签和k值记录下来而

不插入索引项(函数PrunedBFS_MVC,第７行);处理２号顶

点时,仅更新顶点１的入标签索引,虽然顶点４可以被访问

到,但是不更新它的索引,访问到顶点５时停止;其余顶点的

处理与顶点５、顶点２的处理过程相同,出标签的构建过程同

理.最终构建好的标签索引如表２所列.

表２　图２示例生成的索引

Tabel２　IndexofFig．２

ID 入标签索引 出标签索引

１ (５,a,２)(２,a,１) (５,ab,２)

２ (５,a,１) (５,b,２)

５ － －
６ (５,b,１) －

表２列出了LK２H＋算法构建出的２ＧHop索引.在标签

约束图相同的情况下,与表１给出的索引相比,表２中的索引

项数目明显减少.第一轮处理顶点５,虽然每个顶点都可以

访问到,但只修改在最小顶点覆盖集中顶点的索引,即将(５,

a,２),(５,a,１)和(５,b,１)分别插入到顶点１,２和６的入标签

索引中,将标签(５,ab,２)和(５,b,２)分别插入到顶点１和顶点

２的出标签索引中.第２轮处理顶点２,将(２,a,１)插入顶点１
的入标签索引中.对其余顶点的处理不会使索引发生变化.

下面分析LK２H＋算法的索引构建过程的时空复杂度.

由于算法仅对覆盖集中的c个顶点构建索引,每一个顶点最

多会存c－１个点和２|ζ|个不同的标签集,因此空间复杂度为

O(c２２|ζ|).求解覆盖集的算法可以在线性时间[２７]内完成.

对每一次剪枝BFS,到达一个顶点的标签不同的路径数最多

是２|ζ|,由于对覆盖集中的每一个顶点都需要标签检查,故标

签检查的最坏时间复杂度为 O(c∗２|ζ|),因此构建索引的时

间复杂度为 O(m∗c２∗２２∗|ζ|).

４．２　查询算法

引理１[２７]　如果一个顶点不属于覆盖集,那么它的所有

邻居都属于覆盖集.

基于引理１,LK２H＋算法的查询算法的基本思想是将查

询的顶点对分为不同的类别:１)在覆盖集中的查询顶点,可以

直接使用构造好的索引进行查询;２)对于不在覆盖集中的顶

点,将k步可达查询转换成k－１步或k－２步可达性查询.

算法４给出了查询过程的伪代码描述.

算法４　LK２H＋查询算法

输入:(u,v,k,l,C)

８８２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１２,Dec．２０２２



输出:TRUE/FALSE
１．if顶点u和v都是C中的元素then
２．　returnbaseQuery(u,v,l,k,Ø,Ø)

３．if只有顶点u是C中的元素then
４．　foreacht∈inG(v)do/∗查找顶点v的入邻居∗/

５．　　ifbaseQuery(u,t,l,k－１,λ(t,v),Ø)then
６．　　　returnTRUE
７．if只有顶点v是C中的元素then
８．　foreachs∈outG(u)do/∗查找u的出邻居∗/

９．　　ifbaseQuery(u,t,l,k－１,Ø,λ(u,s))then
１０．　　　returnTRUE

　/∗顶点u和v都不是C中的元素∗/

１１．foreachs∈outG(u)do
１２．　 foreacht∈inG(v)do
１３．　　 ifbaseQuery(s,t,l,k－２,λ(t,v),λ(u,s))then
１４．　　　　　returnTRUE
１５．returnFALSE
函数baseQuery
输入:(u,v,l,k,ul,vl)

输出:TRUE/FALSE
１．if顶点u和v是同一个顶点thenreturnTRUE
２．foreveryindexentryIiinLout[u]do
３．　forIjinLin[v]hassamevertexasIi．vertexdo
４．　　if距离满足约束then
５．　　　if标签满足约束then
６．　　　　returnTRUE
７．　　　ifl⊆Ii．l＋Ij．l＋ul＋vlthen

/∗给定标签是可达路径标签集的子集∗/

８．　　　　记录标签集Ii．l＋Ij．l＋ul＋vl
９．　　　　returnFALSE
１０．returnFALSE

基于图２所示的标签约束图G,其最小顶点覆盖集是由

顶点５,２,６和１组成的集合,表２列出了图G 上的２ＧHop标

签索引.给定一个可达性查询Q(u,v,L,k),根据顶点u和顶

点v是否属于覆盖集可以分为以下４种情况:
(１)u,v都属于覆盖集;
(２)u属于覆盖集,v不属于覆盖集;
(３)u不属于覆盖集,v属于覆盖集;
(４)u,v都不属于覆盖集.

对于第一种情况,由于顶点u和v都属于覆盖集,因此可

以直接通过构造好的２ＧHop索引回答查询.例如查询(５,１,

a,２),顶点５和顶点１都是覆盖集中的顶点,则直接遍历两个

顶点的索引(算法４第１、第２行).顶点１的入标签索引中有

５号顶点,并且索引项中的标签集、k值与查询中的标签集、k
值相同,因此查询结果为可达.

对于第二种情况,由于顶点v不属于覆盖集,顶点v没有

构建索引,因此无法直接使用索引回答.但v的入邻居都属

于覆盖集,因此可以将问题转化为判断顶点u到顶点v的

入邻居是否 是k－１步 可 达 来 间 接 回 答 查 询.比 如 查 询

(２,８,b,３),顶点２是最小顶点覆盖集中的元素,顶点８不

是最小顶点覆盖集中的元素,需要访问顶点８的两个入边

顶点(算法４第４行),分别是顶点５和顶点６.而２的出

标签索引中有hop点５,从顶点２到顶点５标签为b,距离

为２,再加 上 从 顶 点 ５ 到 顶 点 ８,标 签 为b,距 离 为 ３,都

符合查询的约束,故查询(２,８,b,３)可达.

第三种情况与第二种情况类似,可以通过判断顶点u的

出邻居顶点到顶点v的k－１步可达来间接回答查询(算法４
第８行).

对于第四种情况,其解决方法与第二种情况没有本质区

别,需要将查询转换成u的出邻居顶点到v之间的k－２步可

达查询(算法４第１３行).

下面分析查询算法的时间复杂度.查询时最坏的情况发

生在两个顶点都不在覆盖集中,此时最多进行degout(u)×

degin(u)次比较,每一次比较花费的时间为n－＋m－ ,n－和m－ 分别

为顶点u出邻居和顶点v入邻居的平均标签长度.判断k是

否满足约束的时间复杂度为 O(１),判断标签是否满足约束的

时间复杂度为O(|ζ|).因此总的时间复杂度为 O(degout(u)×

degin(u)×(n－＋m－)×|ζ|).

５　实验分析

５．１　实验环境

本文实验中所 使 用 的 硬 件 平 台 为 １１thGenIntel(R)

Core(TM)i５Ｇ１１３００H ＠３．１０GHz３．１１GHzCPU,１６GB内

存,操作 系 统 为 Windows１０.本 文 实 验 使 用 C＋ ＋ 语 言

实现.

实验部分首先介绍了实验所用的图数据集的来源、大小

以及相应查询集的生成过程;其次,基于１５个数据集对比和

分析了两种算法的性能,其中包括索引大小、索引构建时间和

基于索引的查询时间;最后展示了k递增时 LK２H＋算法查

询时间的变化,并对其结果进行了分析.

５．２　数据集

本文使用１５个数据集进行测试,如表３所列.这些数据

集均来自斯坦福大型网络数据集(snap．stanford．edu/data/),

且都是有向图.在这１５个有向图的每条边上随机生成一个

标签,使其成为标签约束图,每个图数据集的标签总数给定为

８.表３中第１列是数据集的名称,第２列和第３列分别对应

每个数据集的顶点数和边数,本文将顶点数大于１０万的数据

集称为大数据集,否则称为小数据集.本次实验共使用５个

小数据集和１０个大数据集.每个查询集中包含１００万个查

询项,其中有５０万可达查询和５０万不可达查询.

表３　数据集表

Table３　Datasets

数据集 |V| |E|
amaze ３７１０ ３６００
go ６７９３ １３３６１

pubmed ９０００ ４００８２
citeseer １０７２０ ４４２５８
human ３８８１１ ３９５７６

Web_Google ３７１７６４ ５１７８０５
Soc_LiveJournall ９７１２３２ １０２４１４０
１０go_uniprot ４６９５２６ ３４７６３９７
０５citeseerx １４５７０５７ ３００２２５２
uniprot２２m １５９５４４４ １５９５４４２
WikiTalk ２２８１８７９ ２３１１５７０

citＧPatents ３７７４７６８ １６５１８９４７
go_uniprot ６９６７９５６ ３４７６９３３９
govwild ８０２２８８０ ２３６５２６１０

uniprot１００m １６０８７２９５ １６０８７２９３
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　　可达查询的生成步骤如下:随机选择一个起始点u和终

点v,将v初始化为u,并设置一个集合l用来存储路径上的

标签,l初始为空.当顶点v存在出邻居时,随机选择一个邻

居并将它设置为顶点v,将边上的标签加入集合l.重复上述

步骤,直到v不存在出邻居或已经执行了k 次.将(u,v,k,l)

作为一个可达查询项加入查询集.

不可达查询的生成步骤如下:随机选择一个源顶点u和

目标顶点v,并设置集合l用来存储一条路径上的标签.从顶

点u开始BFS遍历,在遍历的过程中将标签加入集合l.如

果顶点v在u 的k 步传递闭包中,则随机将标签集中的一个

标签修改成与原来不同的标签,然后将(u,v,l,k)作为一个查

询项加入查询集.如果顶点v不在u 的k 步传递闭包中,则

直接将(u,v,l,k)加入查询集,重复上述操作直到生成５０万

个不可达查询.

５．３　性能分析

５．３．１　索引大小对比与分析

表４对比了１５个数据集分别对应的用 LK２H 算法和

LK２H＋算法求解的索引大小,－表示构建索引的时间超过

６h,暂时没有实验结果.从表４中可以看到,由于LK２H＋算

法只构建了图上部分顶点的索引,并且在构建索引的过程中

会跳过不属于最小顶点覆盖集中的顶点,因此 LK２H＋算法

构建出来的索引占用空间整体比 LK２H 算法的索引所占空

间小很多.例如图１０go_uniprotＧ,不使用 LK２H＋算法优化

的索引大小比优化后的索引大小大了近２０倍.

表４　索引大小

Table４　Indexsize
(单位:MB)

数据集 LK２H LK２H＋
amaze ０．１０８ ０．５４０
go １．４７０ ０．８９０

pubmed ９．５７０ １．２６５
citeseer ７．１７０ １．５２８
human ２．０１０ １．１１３

Web_Google ２２．９００ ７．１２０
Soc_LiveJournall ４９．８３０ ２３．０１０
１０go_uniprot １８１．２９０ ９．６７０
０５citeseerx ８８６．８９０ ６１４．７２０
uniprot２２m １２６．４００ ２９．１８０
WikiTalk １３３．２００ ６１．９００

citＧPatents ３８９．１４０ １７６．３５０
go_uniprot － １３１．９１０
govwild － ２４９．２６０

uniprot１００m － ２７２．６９０

５．３．２　索引创建时间对比与分析

表５列出了１５个数据集分别对应的用 LK２H 算法和

LK２H＋算法创建索引的时间,－表示运行时间超过６h,暂时

没有实验结果.LK２H 算法需要对图上的每个顶点都进行剪

枝BFS操作;而LK２H＋算法仅需要对最小顶点覆盖集中的

顶点进行剪枝BFS操作,访问到不属于覆盖集的顶点时也不

需要插入索引项,因此也减少了剪枝的时间,故使用 LK２H＋
算法创 建 索 引 的 时 间 会 比 LK２H 算 法 更 短.并 且 由 于

LK２H＋算法只选取部分顶点进行索引的创建,LK２H 算法

需要构造全部顶点的索引,因此对于许多顶点数达百万级的

大图,LK２H 算法无法在可接 受 的 时 间 内 运 行 出 结 果,但

LK２H＋算法可以运行出来.这说明 LK２H＋算法比 LK２H
算法更具可扩展性.

表５　索引时间

Table５　Indextime
(单位:s)

数据集 LK２H LK２H＋
amaze ０．１０３ ０．０１８
go ０．４６３ ０．１７５

pubmed ４．７８５ ０．３００
citeseer ３．８９６ ０．７０６
human ５．１９７ ０．２１６

Web_Google ５０６．７００ ８１．６００
Soc_LiveJournall ３２５５．７４７ ２１５．１００
１０go_uniprot ８７０．６００ ３４．９００
０５citeseerx ７９６５．３８０ ９４７．２５０
uniprot２２m ７８８２．７７０ ２２８．１００
WikiTalk １８５８０．１００ １３９．５１０

citＧPatents １６５３２．０００ ７１４５．９１０
go_uniprot － ５４５．２００
govwild － １８６７．２６０

uniprot１００m － ５６９８．２５４

５．３．３　查询时间对比与分析

表６列出了各个数据集分别对应的查询时间,－表示由

于索引构建时间超过６h,暂时没有索引构建结果,导致无法

进行查询.数据显示:总体上 LK２H＋算法所用的查询时间

比LK２H 算法所用的时间稍长.这是因为 LK２H 算法在创

建完索引后,所有的顶点都可以通过这个索引直接进行查询,

然而LK２H＋算法所构建的索引只有当查询顶点对都是最小

顶点覆盖集里的顶点时才可以直接使用索引,其他情况下都

要去访问查询顶点的邻居顶点.在最坏的情况下,需要遍历

两个查询点的所有邻居,因此 LK２H＋算法的查询时间会比

LK２H 算法的查询时间更长,但其查询时间还是在可接受的

范围内.

表６　查询时间

Table６　Querytime
(单位:ms)

数据集 LK２H LK２H＋
amaze ５ ７
go ６ ７

pubmed ６ １２
citeseer ９ ２３
human １１ ２６

Web_Google ６ ３２
Soc_LiveJournall １４ ５２
１０go_uniprot ８１ ２９７
０５citeseerx ５０９ ８４３
uniprot２２m ４８ ６９
WikiTalk ２４ １１９

citＧPatents ２１５ ６９９
go_uniprot － １７５
govwild － １３５

uniprot１００m － ２４７

５．３．４　不同k对查询时间影响的对比

表７列出了当k分别等于２,６和１０时１５个数据集的查

询时间变化.索引使用LK２H＋算法进行构建,除k以外的

查询信息不变.实验结果显示查询时间随着k值的增大而
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减少.这是由于在查询过程中,只有判定为可达才会在不遍

历完全部hop点的情况下停止查询.当k较小时,相当于对

查询条件的要求更高,步长小于或等于k的可达路径更少,从

而需要遍历更多的hop点才能确定是否可达.当k增大时,

相当于查询条件放宽,步长小于或等于k的可达路径更多,因

此更容易遇到满足条件的hop点,所有可达的查询项能够更快

地返回结果.除此之外,还可以发现k发生变化时查询时间的

变化不大,这说明LK２H＋算法在查询时有较好的稳定性.

表７　查询时间

Table７　Querytime
(单位:ms)

数据集 k＝２ k＝６ k＝１０
amaze １３ ８ ６
go ２７ ９ ７

pubmed ５８ ３２ ２７
citeseer ４６ １９ １０
human ３３ ２８ ２５

Web_Google ６７ ３９ ３２
Soc_LiveJournall ８８ ５２ ５０
１０go_uniprot ４５９ ３６７ ３１２
０５citeseerx ９５２ ８６５ ８４３
uniprot２２m １０４ ７９ ７２
WikiTalk １７８ １３９ １１６

citＧPatents ９８５ ７５９ ７０３
go_uniprot ２６２ １９６ １８１
govwild ２６２ １６４ １３９

uniprot１００m ２８５ ２８７ ２４９

通过两种算法的性能对比实验可以发现,LK２H 算法和

优化的LK２H＋算法各有优劣.在现实生活中,处理顶点数

为百万级以上的标签约束图时,可以使用 LK２H＋算法.这

是由于大图本身就包含很多信息,如果将其全部预处理并保存

下来需要很多时间和空间,这有时是无法接受的.LK２H＋算

法虽然牺牲了一点查询时间,但在构建索引时节省的时间和

空间是巨大的,且查询时间与 LK２H 算法相差不大.而对于

小图来说,可以选择 LK２H 算法,这是由于即使把小图上所

有可达路径的信息预存下来,所需要的时间和空间消耗与存

储部分信息所需要的时空消耗也相差不大,并且能快速地获

得查询结果.

结束语　本文提出了标签约束图上的k步可达性查询问

题,并针对此问题首先提出了 LK２H 算法,该算法包括构建

索引和查询两个部分.LK２H 算法通过构建包含标签和距离

的２ＧHop索引,使得索引能够记录全部可达和约束信息.在

LK２H 算法的查询过程中,如果一个查询因为缺少标签而不

可达,则在返回否定结果的同时将完整的标签集返回给用户,

以便在后续工作中做进一步的查询和分析.另外,本文提出

了LK２H＋算法.LK２H＋算法在构建索引时只考虑图中最

小顶点覆盖集中的顶点,从而能够进一步缩减索引构建时间

和索引大小.基于１５个真实数据集的实验结果表明,LK２H
算法和LK２H＋算法都能够有效解决标签约束图上的k步可

达性查询问题.构建索引时,LK２H＋算法能够更快地构建

一个更小的索引;查询时,LK２H 算法用时更短.两种算法各

有优劣.实验还表明k值能够影响查询时间,即k值越大,查

询时间越短.

标签约束图上的k步可达性查询仍存在一些挑战,比如

现在图的规模越来越大,随着新型事物的产生标签类别变得

更多,稠密图上索引的构建速度较慢等等.因此,未来的研究

方向如下:

(１)能够在上亿规模的标签约束图上进行查询.随着社

会发展,各种网络尤其是社交网络中顶点的数量和标签数量

剧增,这些数据量大的网络更需要先进的算法进行查询.因

此,在超大图上的可达性查询是一个重要的研究方向.

(２)进一步缩减大图上预处理的时间和所占用的空间.

对于一些超大图来说,查询之前的预处理往往会花费很多的

时间,得到的处理结果也会占用很多空间.这会带来很多额

外的开销.

(３)进一步提出动态标签约束图上的可达性查询问题.

目前的算法只能解决静态的标签约束图可达性查询问题,但

现实世界是不断变化的,图变化时查询结果也会发生相应的

变化.因此,研究动态的标签约束图的可达性查询问题是必

要的.
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