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摘　要　拉普拉斯矩阵对于无向图的研究具有重要意义,其特征值反映了图的部分结构与性质,据此可以设计有效的算法以解

决图上一些相关的任务,如划分、聚类等.将拉普拉斯矩阵推广至有向图,一大难点是失去了对称性,特征值可能为复数.为了

规避该问题,最近的研究引入了k次单位根作为边权,定义了复数域上的拉普拉斯矩阵,该矩阵是埃尔米特矩阵.文中提出了

有向边的旋转角的概念,对该矩阵进行了推广,证明了其具有与无向图拉普拉斯矩阵类似的代数性质;给出了有向图的约束方

程组和有向环路的定义,证明了拉普拉斯矩阵最小特征值为０、约束方程组有解以及图中任意有向环路旋转角为２lπ(l∈ℤ)这

三者间的等价性.最后给出了一些相关推论及应用.
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Abstract　Laplacianmatrixplaysanimportantroleintheresearchofundirectedgraphs．Fromitsspectrum,somestructureand

propertiesofagraphcanbededuced．Basedonthis,severalefficientalgorithmshavebeendesignedforrelevanttasksingraphs,

suchasgraphpartitioningandclustering．However,fordirectedgraphs,theLaplacianisnolongersymmetric,resultinginthe

complexeigenvalues,whicharemeaninglessinmostscenes．Tocircumventthis,thek’throotofunityareintroducedasthe

weightsofdirectededgesinrecentresearches,andthecorrespondingHermitianLaplacianisdefined．Inthispaper,therotation

angleofadirectededgeandthegeneralizedHermitianLaplacianareintroduced．ItisshownthattheHermitianLaplacianhasinＧ

heritedsomeusefulalgebraicpropertiesfromordinaryLaplacian．Tostudytherelationsbetweendirectedgraphsandtherelated

HermitianLaplacian,thedefinitionsofconstraintequationsanddirectedcycleareproposed．Itisprovedthatthefollowingthree

statementsareequivalent:１)theminimumeigenvalueofHermitianLaplacianisequalto０;２)theconstraintequationshaveatleast

asolution;３)foreachdirectedcycleinthegraph,itsrotationangleisequalto２lπ(l∈ℤ)．Finally,somecorollariesandapplicaＧ

tionsarepresented．

Keywords　Spectralmethod,Directedgraph,Hermitianlaplacianmatrix,Directedcycle

　

１　引言

谱方法在图论研究与应用中起着基础且重要的作用,一
般来说它的研究对象为图的邻接矩阵和拉普拉斯矩阵以及其

他的一些变种矩阵,如转移概率矩阵,从这些矩阵的谱中往往

能推导出图的特定结构与性质[１].对于无向图,目前已有许

多使用谱方法的理论研究,涉及无向图的诸多性质,如扩张性

(Expansion)[２]、随机游走的收敛性[３]等.理论研究也促进了

相关算法的设计,如谱聚类[４Ｇ６]、图像分割[７Ｇ８]等.

相比无向图,有向图的研究相对较少,主要原因是,若直

接将无向图的邻接矩阵推广至有向图,则会失去对称性,即特

征值不一定属于实数域,导致无向图中的一些结论失去意义.

因此,邻接矩阵和拉普拉斯矩阵在有向图上的推广并没有统

一的定义.目前两种矩阵在实数域上的推广,分别基于转移

概率矩阵[９Ｇ１０]和若尔当标准形[１１Ｇ１２].
文献[１３]从整数环Zk 上的方程组最大满足问题(MaxＧ２Ｇ

Lin(k))出发,引入了k次单位根(xk＝１)作为有向边的权值,

构造了对应的有向图,同时定义了相应的复数域上的拉普拉

斯矩阵.该矩阵是埃尔米特矩阵,因此有实数特征值.文献

[１３]还给出了其最小特征值与方程组满足程度之间的关系.

文献[１４Ｇ１５]承接文献[１３]的研究,分别引入i,２πk 次单位

根作为有向边的权值,设计了有向图的聚类算法.



然而,文献[１３]着重于方程组的研究,忽略了在该情形下

拉普拉斯矩阵与有向图的联系;其次,上述研究为了解决特定

问题,只考虑了特殊情况,对于更一般的情形,有向图及其相

关矩阵的性质仍不甚明了.

本文的贡献主要有两个方面:

(１)引入了有向边旋转角的概念,对文献[１３]定义的拉普

拉斯矩阵进行了推广,并证明了推广后的拉普拉斯矩阵仍具

有相似的基本性质;以文献[１３]研究的方程组为桥梁,建立了

拉普拉斯矩阵最小特征值与有向图的联系,证明了拉普拉斯

矩阵最小特征值为０、约束方程组有解以及图中任意有向环

路旋转角为２lπ(l∈ℤ)这三者间的等价性.

(２)对于一般有向图,给出了使得拉普拉斯矩阵最小特

征值为０的构造方法;证明了当最小特征值为０时,其特征向

量可视为从点集到复平面的嵌入映射,并保持顶点间的有向

约束,则图划分可以转换为复平面上的点划分;讨论了该矩阵

在有向图划分和知识图谱嵌入上的应用.

综上所述,本文给出了一种一般性的有向图拉普拉斯矩

阵的定义,并探究了该矩阵的谱性质与有向图结构特征间的

联系.最新的研究[１６]表明,许多图深度学习算法缺乏有效手

段来表示有向图的结构特征,如边的有向性等,而本文提出的

有向图拉普拉斯矩阵,在该方向具有一定的应用价值.

２　符号定义及基本性质

本节首先给出了复数域上有向图相关矩阵的定义,然后

给出了一些基本性质.为了简单起见,本文仅考虑简单图,即

图中没有重边和自环.其中,重边指１条以上相同起点和终

点的有向边,自环指１条起点和终点相同的有向边.

有向图G＝(V,E,w)由点集V(编号１到n)、边集E(编

号１到m)和权重函数 w:V×V→ℝ≥０组成.若从顶点u出

发到顶点v有一条有向边,记为u→v,则其权重记为 w(u,

v).顶点u的入度定义为所有入边的权重之和din
u ＝ ∑

v:v→u
w

(v,u),类似地,其出度dout
u ＝ ∑

v:u→v
w(u,v)定义为所有出边的

权重之和,其总度数为du＝din
u ＋dout

u .对于任意点集V 的子

集S,定义其容积vol(S)＝∑
u∈S

du.

给定有向图G,考虑映射θ:V×V→ℝ≥０,即每条有向边

对应于复平面内的一个旋转角(θ为可调参数,本文主要研究

其通用性质),因此其复数域上的邻接矩阵 A∈ ℂn×n 可定

义为:

Au,v＝w(u,v)eiθu,v ＋w(v,u)e－iθv,u

显然Av,u＝Au,v,因此邻接矩阵A 是埃尔米特矩阵.同

时,定义有向图G的度数矩阵D∈ℝn×n为对角矩阵,并且对

于每个顶点u满足Du,u＝du.因此,类比于无向图,有向图G
的拉普拉斯矩阵可以定义为L＝D－A,其对应的归一化拉普

拉斯矩阵为N＝D－１/２LD－１/２＝I－D－１/２AD－１/２.通过简单计

算可知,L,N 都为埃尔米特矩阵.

图１给出了一个包含３个节点的简单有向图示例,其原

始边权都为１,赋予每条有向边一个旋转角,则其最终边权如

图１所示.

图１　简单有向图示例

Fig．１　Examplesimpledirectedgraph

图１所对应的拉普拉斯矩阵为:
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类似地,根据无向图拉普拉斯矩阵的关联矩阵分解,可以

定 义 有 向 图 G 的 复 关 联 矩 阵 (Incidence Matrix)B ＝

[χ１,χ２,,χm]∗ .其中,χj＝δu－e－iθu,vδv,u为第j条边的起

点,v为第j条边的终点,δu 为n 维列向量,满足第u维值为

１,其他 值 为 ０,因 此 B∈ ℂm×n.最 后 定 义 边 权 矩 阵 W ∈

ℝm×m,它是对角矩阵,对角线上的值为对应边的权重.

注意,图中任意一条有向边u→v在边集E 中都有对应

编号j.为了简化符号,本文会同时使用(u,v)和j指代同一

条有向边.

下面通过定理１给出上述矩阵的一些基本性质.文献

[１３]证明了当θ＝２πl/k,l,k∈ℤ＞０时,定理１中的性质(３)—

性质(５)成立.本文用不同的证明方法,证明了更一般的

情形.

定理１　给定有向图G和映射θ,则其对应的拉普拉斯矩

阵L和归一化拉普拉斯矩阵N 有如下性质:

(１)边分解.L＝∑
j∈E

w(uj,vj)χjχ
∗
j ,其中uj,vj 分别为有

向边j的起点和终点.

(２)关联矩阵分解.L＝B∗WB.

(３)二次型.对于任意x∈ℂn,有:

x∗Lx＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v)|xu－xveiθu,v|２

x∗Nx＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v) xu

du
－ xv

dv
　eiθu,v

２

(４)L与N 都为半正定矩阵.

(５)令λ为N 的一个特征值,则有０≤λ≤２.

证明:首先假设有向图G 为弱连通图,即任意两个顶点

间都有至少一条无向路径相连.

(１)对于任意有向边j∈E,有(此处为简化符号,暂时忽

略下标):

w(u,v)χjχ
∗
j ＝w(u,v)(δu－e－iθu,vδv)(δ∗

u －eiθu,vδ∗
v )

＝w(u,v)(δuδ∗
u ＋δvδ∗

v －eiθu,vδuδ∗
v －

e－iθu,vδvδ∗
u )

容易看出,对于有向边j,括号内前两项表示在其起点和

终点的对角项上加上边j的权值,后两项则表示在其起点和

终点的交叉项上加上边j的权值乘以边j在复平面上所对应

的角度.

因此,遍历图中所有有向边后,前两项的加和恰为上述

０７ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．１,Jan．２０２３



定义的度数矩阵D,后两项的加和恰为上述定义的邻接矩阵

A,根据拉普拉斯矩阵的定义L＝D－A,(１)成立.

(２)根据关联矩阵定义B＝[χ１,χ２,,χm]∗ ,容易看出

(２)为(１)的矩阵形式.

(３)首先考虑L,根据(２)有:

x∗Lx＝x∗B∗WBx＝(Bx)∗W(Bx)

根据定义有Bx∈ℂm,通过简单计算得到:

(Bx)i＝χ∗
ix＝xu－eiθu,vxv

其中,u,v为有向边i的起点和终点,然后将Bx代入原式有:

x∗Lx＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v)|xu－xveiθu,v|２

因为 N＝D－１/２LD－１/２,考 虑 y＝D－１/２x,然 后 代 入 上

式有:

x∗Nx＝y∗Ly＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v) xu

du
－ xv

dv
　eiθu,v

２

(４)矩阵 M∈ℂn×n为半正定矩阵,当且仅当 M 为埃尔米

特矩阵,且对于任意x∈ℂn,x∗Mx≥０.根据(３),显然L,N
都为半正定矩阵.

(５)显然λ≥０,因为N 为半正定矩阵.因此只需证λ≤２.

根据定义N＝I－D－１/２AD－１/２,则有λ＝１－μ,其中μ为D－１/２

AD－１/２的一个特征值.问题转化为证明对所有D－１/２AD－１/２

的特征值μ,都有|μ|≤１.

令ρ(M)表示方阵 M 的谱半径,‖M‖１ 为方阵 M 的１Ｇ
范数,即 M 的最大绝对列之和.则有:

|μ|≤ρ(D－１/２AD－１/２)

＝ρ(AD－１)

≤‖AD－１‖１

＝max
１≤j≤n

　∑
n

i＝１
|Ai,j

dj
|

＝１
其中,方阵的谱半径为其所有特征值绝对值的最大值,因此第

一个不等式成立;第一个等式成立 则 是 因 为 AD－１ ＝D１/２

(D－１/２AD－１/２)D－１/２,即两个矩阵相似,其谱半径相同;而谱半

径为所有矩阵诱导范数的下界,则第二个不等式成立;最后根

据矩阵１Ｇ范数的定义,第二个等式成立.

最后,考虑一般的简单有向图G,假设其可划分为k个弱

连通分量,每个弱连通分量Gi 有对应的Li,Ni.经过对顶点

适当的重新编号,有向图G对应的L,N 可以表示为Li,Ni 的

直和,因此不难验证上述性质对L,N 同样成立.证毕.

３　最小特征值与有向环路

本节给出了拉普拉斯矩阵L 及归一化拉普拉斯矩阵N
的最小特征值为０的充要条件.为了简单起见,本文假设有

向图G为弱连通图,注意弱连通图的结论容易推广至一般有

向图上.

根据瑞利商定理(RayleighQuotient),N 的最小特征值

可表示为:

λ１(N)＝ min
x∈ℂ

n
\{０}

x∗Nx
x∗x ＝ min

x∈ℂ
n
\{０}

x∗Lx
x∗Dx

则根据定理１容易看出,参数θ的选择会极大地影响N

的最小特征值λ１(N),且当θ为零映射时,有向图G 会退化为

无向图,此时λ１(N)＝０.考虑非平凡映射θ,G 为弱连通图,

则x∗Dx≠０,因此λ１(N)＝０当且仅当存在x∈ℂn\{０},x∗

Lx＝０,即λ１(L)＝０.

根据定理１,该二次型可按有向边分解为多个非负项之

和,意味着每个非负项都为０.则对λ１(N)的研究可以转化为

对每一项为０的条件的研究,下面给出该条件的定义.

定义１　给定有向图G和映射θ,构造一次线性方程组如

下,对第j条有向边u→v,其对应的第j个方程满足:

γu＝γv＋θu,v＋２ku,vπ
称该方程组为(G,θ)的约束方程组,其包含的 m 个方程

分别对应每条有向边,n＋m 个变量分别对应{γi}n,{kj}m,其

中γi∈ℝ对应顶点i在复平面上的角度,kj∈ℤ为边j的松弛

变量.

引理１　给定有向图G和映射θ,λ１(N)＝０当且仅当(G,

θ)的约束方程组有解.

证明:首先是充分性证明.假设该方程组的一个解为

{γi}n,{kj}m.对 于 图 中 顶 点 u,令 xu ＝eiγu ,有 x＝ (x１,

x２,,xn)∈ℂn\{０},根据定理１有:

x∗Lx＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v)|xu－xveiθu,v|２

＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v)|eiγu －eiγveiθu,v|２

＝ ∑
(u→v)∈E

w(u,v)|eiγu (１－e－２πiku,v )|２

＝０
然后证明必要性.若存在x∈ℂn\{０},x∗Lx＝０,则对于

图中任意一条有向边u→v,根据三角不等式有:

０＝|xu－xveiθu,v|≥||xu|－|xv||
令r＝|xu|＝|xv|,有xu＝reiγu ,xv＝reiγv ,其中γu,γv∈

ℝ,显然r＞０,否则x＝０与假设相矛盾.因此,上式可以写

为|eiγu －eiγveiθu,v|＝０,其 等价于γu ＝γv ＋θu,v ＋２ku,vπ,则

{γi}n,{kj}m 即为方程组的一个解.证毕.

引理１说明最小特征值可以转化为方程组求解问题,文

献[１３]给出了当θ＝２πl/k,l,k∈ℤ＞０时,最小特征值和约束

方程组的关系满足一个 Cheeger型不等式,因此引理１可以

视为在更一般的情形下该不等式的特殊情况.

通过进一步观察发现,约束方程组求解与有向图中的环

路相关(不考虑边的方向性,环路中的边在对应无向图中形成

环),首先给出无环有向图的一个简单结论.

引理２　给定有向图G,若G中没有环路,则对于任意映

射θ,(G,θ)的约束方程组有解.

证明:因为G为弱连通图,所以G 中没有环路说明G 为

一棵树.任选一个顶点v作为G 的根节点,令其对应的变量

γv＝γ０,其中γ０ 为任意常数.则对于任意v的子节点s,设其

对应第j条边,令kj＝k０,其中k０ 为任意整数常数,γs＝±(θj＋

２kjπ)＋γv,其中正负号取决于边j的方向,容易验证其满足

方程j.而s又为其对应子树的根,因此递归可以找到一组

{γi}n,{kj}m 为方程组的一个解.证毕.

下面考虑有环图的情况.根据文献[１７],给出有向图中

有向环路和其向量表示的定义.
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定义２　给定有向图G,令C为G 中的一个环路,定义C
的方向为C＝u１u２ulu１,设边j为C 中的一条有向边,其端

点分别为ui,ui＋１,若边j为ui→ui＋１,则称边j与C 同向,反

之则称边j与C 反向.若C 为G 中的一个确定了方向的环

路,则称C为G 的一个有向环路.

定义３　给定有向图G,令C为G 中的一个有向环路,定

义zC∈ℂm 如下:

zC(j)＝

１, j∈C且j与C 同向

－１, j∈C且j与C 反向

０, j∉C
{

称zC 为有向环路C 的向量表示.

注意到定义１中的约束方程组在形式上类似于电流网络

中的电势差,区别在于定义１中的约束方程组多了一组变量

{kj}m.基尔霍夫电压律(Kirchhoff’sPotentialLaw)说明,任

意有向环路的电压之和为０,因此可以考虑定义关于有向环

路的变量来体现有向图的特征.

定义４　给定有向图G 和映射θ,令C 为G 中的一个有

向环路,定义θC∈ℝ为:

θC＝∑
m

j＝１
zC(j)θj＝‹zC,θ›

称θC 为有向环路C 的旋转角.

对于有环图而言,约束方程组有解等价于将图完美地嵌

入复平面,即找到一组节点在复平面上的坐标,使得每条有向

边的两个端点与原点间的连线夹角恰为赋予该边的旋转角.

以图１为例,节点１,２,３构成了一个有向环路,按照定义４,

旋转角为θ１,２－θ３,２－θ１,３.容易看出,将图１嵌入复平面,一

个必要的条件是θ１,２－θ３,２－θ１,３＝２πl,l∈ℤ,如图２所示.引

理３证明了这也是一个充分条件.

图２　有向图的复平面嵌入

Fig．２　Complexplaneembeddingofdirectedgraph

引理３　给定有向图G和映射θ,(G,θ)的约束方程组有

解,当且仅当对G中任意有向环路C,有θC＝２πl,l∈ℤ.

证明:首先证明必要性.对于G中任意有向环路C,考虑

C中的有向边对应的方程.设边j为C 中的一条有向边,其

端点分别为ui,ui＋１,根据C的方向对边j对应的方程稍作变

形,得到:

γui＝γui＋１ ＋zC(j)(θj＋２kjπ)

将C中的方程相加,发现对于C中任意顶点u,γu 在等号

两边恰好出现一次,抵消后得到:

θC＝∑
m

j＝１
zC(j)θj＝∑

j∈C
zC(j)θj＝－∑

j∈C
２zC(j)kjπ

令l＝－∑
j∈C

zC(j)kj,则必要性得证.

然后证明充分性.首先注意到,(G,θ)的约束方程组写为

矩阵形式后的表达式如下:

Mγ＝θ＋２πk
其中,M∈ℝm×n为有向图G 的实关联矩阵,即矩阵 M 的第j
行为(δu－δv)T,u,v分别为有向边j的起点和终点,第二节中

定义的复关联矩阵B 可以看作M 的推广.则问题转化为找

到合适的γ∈ℝn 及k∈ℤm,使得上式成立.

注意到 M 是一个ℝn 到ℝm 的线性变换,而ℝm 可以看

作由有向图G 的边为基构成的线性空间.根据假设,G 是一

个弱连通图,则可以在G 中找到一个生成树T.对G 中的边

重新编号,令T 中的边编号为１,２,,n－１,称为树边;不在

T 中的边编号为n,n＋１,,m,称为弦边(Chords).若将弦

边n－１＋i插入T 中,则可得到一个由若干条树边和一条弦

边构成的环Cn－１＋i,令其方向与边n－１＋i一致,称其为基本

环.因此,有m－n＋１个基本环,令{zn－１＋i}m－n＋１
１ 为其向量

表示,容易看出这组向量线性无关,因此是ℝm 的一个子空间

的基.

令Z(G)表示由G中所有有向环路的向量表示张成的子

空间,根据文献[１７]２．３节中的定理９,Z(G)的维数恰为m－

n＋１,则{zn－１＋i}m－n＋１
１ 为Z(G)的一组基.同时,注意到 M 的

值域恰为Z(G)的正交补(见文献[１７]２．３节中的练习３９).

考虑方程 Mγ＝θ＋２πk,若存在k０∈ℤm,使得θ＋２πk０ ∈

range(M)＝Z(G)⊥ ,则方程 Mγ＝θ＋２πk０ 有解,设其为γ０∈

ℝn,这就找到了一组γ０∈ℝn,k０∈ℤm 使得Mγ＝θ＋２πk 成

立.问题 转 化 为 找 到 合 适 的k０ ∈ ℤm,使 得 θ＋２πk０ ∈

Z(G)⊥ .

令k０＝(０,０,,０,－ln,－ln＋１,,－lm)T,其中ln－１＋i＝

θCn－１＋i
/２π,θCn－１＋i

为基 本 环 Cn－１＋i 的 旋 转 角,则 根 据 假 设 有

ln－１＋i∈ℤ.下面证明θ＋２πk０∈Z(G)⊥ .注意到,对于基本

环Cn－１＋i有:

‹zn－１＋i,θ＋２πk０›＝‹zn－１＋i,θ›＋２π‹zn－１＋i,k０›

＝θCn－１＋i－２πln－１＋i

＝０
因此,θ＋２πk０ 正交于 {zn－１＋i}m－n＋１

１ ,考 虑 到 Z(G)由

{zn－１＋i}m－n＋１
１ 张成,则θ＋２πk０ 正交于Z(G),即θ＋２πk０∈

Z(G)⊥ .证毕.

根据上述引理,λ１(N)＝０的充要条件如下.

定理２　给定有向图G和映射θ,则以下条件等价.

(１)λ１(N)＝λ１(L)＝０;

(２)(G,θ)的约束方程组有解;

(３)对于G中任意有向环路C,有θC＝２πl,l∈ℤ.

证明:(１)⇔(２)由引理１给出;(２)⇔(３)由引理３给出.

证毕.

４　推论及应用

推论１　给定有向图G,存在非零映射θ,使得对G 中任

意有向环路C,有θC＝２πl,l∈ℤ.

证明:根据引理３的证明,可在G 中找到一个生成树,并

将有向边分为树边和弦边.对于树边j,令θj 为任意固定值;
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对于弦边n－１＋j,令θn－１＋j满足对基本环Cn－１＋j有θCn－１＋j ＝

２πl,l∈ℤ.对于其他有向环路C,其向量表示zC 可以表示成

基本环{zn－１＋j}m－n＋１
１ 的线性组合,并且其系数为整数(考虑C

中的弦边),则根据定义４,θC 可表示为基本环旋转角之和,因

此仍为２π的整数倍.证毕.

推论１说明了对于任意有向图G,使得λ１(L)＝０的非平

凡映射总是存在的,且由有向图中的基本环完全决定,这就给

出了一个生成非平凡映射的算法.

推论２给定有向图G和映射θ,若(G,θ)的约束方程组有

解,设其解为{γi}n,{kj}m,则λ１(L)对应的特征向量为:

f１＝１
n

(eiγ１ ,eiγ２ ,,eiγn )∈ℂn

证明:由引理１的证明易知f∗
１Lf１＝０.证毕.

推论２说明了当λ１(L)＝０时,其特征向量中每一维的坐

标都在复平面中以零点为中心的圆上,若将f１ 视为从点集V
到复平面ℂ的嵌入映射,则该映射保留了图中节点间的有向

关系.下面给出例子说明该性质.

例１　令有向图G＝(S,T,E,w),其中S,T 为点集,E为

边集,w 为边权函数.对于任意边j∈E,j可写作s→t,其中

s∈S,t∈T.称G 为有向二分图.若令θ＝θ０ 为ℝ≥０上的常

映射,观察G中任意有向环路C,容易看出C中有偶数条有向

边,且一半与C同向,一半与C 反向,因此θC ＝０.根据定理

２,此时λ１(L)＝０,且(G,θ)的约束方程组有解.考虑终点相

同的两条有向边s１→t,s２→t(存在这样的两条边,因为G为弱

连通图),则γs１
与γs２

相差２π的整数倍.通过简单的归纳法

可以得出,对于任意us,vs∈S,f１(us)＝f１(vs).类似地,对

于任意ut,vt∈T,有f１(ut)＝f１(vt),且eiθ０f１(ut)＝f１(us).

因此,对于有向二分图G,当λ１(L)＝０时,其特征向量f１

自然地将S,T 嵌入了复平面中圆上的不同位置,且相差θ０ 这

样一个旋转角.

例２　令 A 为n 阶阿贝尔群,Γ⊂A 为A 的一个子集.

考虑有向凯莱图Cay(A,Γ),其顶点为 A 中的元素,若存在

v∈Γ,使得xv＝y,则x→y为图中的一条有向边.选择合适

的Γ⊂A,使得Cay(A,Γ)为弱连通图.令ρ为A 的一个不可

约矩阵表示,因为A 为n阶阿贝尔群,则ρ维数为１且恰为n
次单位根.令映射θ满足eiθx,y ＝ρ(v－１),其中xv＝y,则对于

任意有向环路C,若v１v２vj 为C 中的边,易知v１v２vj＝１,

则有∏
j

i＝１
ρ(v－１

i )＝ρ(∏
j

i＝１
v－１

i )＝１,因此θC 为２π的整数倍,根据

定理２,λ１(L)＝０.同时观察得到对于有向边x→y,|ρ(x)－

ρ(xv)ρ(v－１)|＝０,则特征向量f１＝ρ.

凯莱图在理论计算机研究中应用广泛,例如环Cn、d维

超立方体Zd
２ 等都是阿贝尔群生成的凯莱图.对于这一类特

殊的图,其有向约束与相关矩阵的联系仍有待研究.

定义５　给定有向图G,将G 中各有向边改为无向边后

得到的无向图称为G 的基图(UnderlyingGraph),记为G(u).

其所对应的度数矩阵、邻接矩阵及拉普拉斯矩阵分别记为

D(u),A(u),L(u).

推论３　给定有向图G和映射θ,令G(u)为G的基图.若

λ１(L)＝０,则有:

L(u)＝diag(f１)∗Ldiag(f１)

其中,diag(f１)表示对角线上元素为特征向量f１ 中对应位置

分量的对角矩阵.

证明:容易看出,D(u)＝diag (f１)∗Ddiag(f１),只需证

A(u)＝diag(f１)∗Adiag(f１).对于任意u≠v,有:

A(u)
u,v＝f１(u)Au,vf１(v)

＝e－iγu (w(u,v)eiθu,v ＋w(v,u)e－iθv,u )eiγv

＝w(u,v)＋w(v,u)

则推论得证.证毕.

容易看出diag(f１)为酉矩阵,则推论３说明了若λ１(L)＝

０,则L(u)与L相似,有相同的特征值.

作为以上推论的应用,参考文献[１５]的研究,可以定义一

个与本文中有向环路相关的图常数,它与最小特征值密切

相关.

定义６　 给 定 有 向 图 G,若 点 集 S０,S１,,Sk－１ 满 足

∪
k－１

i＝０
Si＝V 且Si∩Sj＝Ø,∀i≠j,则称其为G 的一个k 划分.

令θ＝２π/k,则可定义该划分的指示向量χ∈ℂn 满足:若顶点

u∈Sj,则χu＝１
n
e２πij/k.

引理４　给定有向图G,令θ＝２π/k,若λ１(L)＝０,则存在

一个k划分,其指示向量恰为特征向量f１.

证明:根据推论１,f１ ＝ １
n

(eiγ１ ,eiγ２ ,,eiγn ).不 妨设

γ１＝０,则由约束方程组及G 为弱连通图,易知γu＝jθ＝２πj/

k,令Sj＝{u∈V|eiγu ＝e２πij/k},则S０,S１,,Sk－１为G 的一个

k划分.证毕.

引理４说明,若θ＝２π/k且λ１(L)＝０,则有向图G可看作

一个长度为k的有向路径或环路,对于任意有向边u→v,若

v∈Sj,则u∈Sj＋１(令Sk＝S０),且其特征向量隐含了这一划

分.这一方法还可用来检测有向图G 与长为k 的有向路径

或环路的近似程度.

定义７　给定有向图G,令θ＝２π/k,对G 的一个k 划分

S０,S１,,Sk－１,令w(Sj,Sj－１)表示所有起点属于Sj,终点属

于Sj－１的边权值之和.定义该划分的环路比如下:

ϕ(S０,S１,,Sk－１)＝ １
vol(G)∑

k

j＝１
w(Sj,Sj－１)

令ϕ∗ 表示所有可能的划分中ϕ的最大值,称其对应的划

分为最优划分.

显然,ϕ∗ 值越大,有向图G与长为k的有向路径或环路的

近似程度越高.引理５说明了φ∗ 值的上界为(２－λ１(N))/４.

引理５　 给 定 有 向 图 G,令θ＝２π/k.则 下 列 不 等 式

成立:

λ１(N)≤２－４ϕ∗

证明:令最 优 划 分 的 指 示 向 量 为χ,则 根 据 瑞 利 商 定

理有:

λ１(N)≤χ∗Lχ
χ∗Dχ
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＝ １
vol(G)∑

u→v
w(u,v)|χu－χve２πi/k|２

≤ ４
vol(G)(∑u→v

w(u,v)－∑
k

j＝１
w(Sj,Sj－１))

＝２－４ϕ∗

其中,第二个不等式成立是因为对所有非环路边u→v,都有

|χu－χve２πi/k|≤２.证毕.

文献[１５]定义了流向比(FlowRatio).

φ(S０,S１,,Sk－１)＝∑
k

j＝１

w(Sj,Sj－１)
vol(Sj)＋vol(Sj－１)

将其作为有向图谱聚类的目标函数,与本文定义的环路

比并不相同.

对于结构化的数据而言,寻找其在欧几里得空间的嵌入

往往是对其进行处理的关键步骤.知识图谱[１８]是图结构数

据的典型代表,下面以知识图谱的嵌入[１９Ｇ２０]为例,考虑埃尔

米特拉普拉斯矩阵在该类问题上的应用.

根据文献[１９]的设定,知识图谱是三元组的集合,其中每

一个三元组(h,r,t)表示在头部实体h和尾部实体t间存在关

系r,这个关系是有向的,因此知识图谱可以视为一张有向

图.我们希望找到实体和关系的k维嵌入h,r,t∈ℂk,使得

|ri|＝１,且 头 部 实 体 旋 转 后 与 尾 部 实 体 尽 可 能 接 近,即

‖hr－t‖２ 尽可能小,其中表示 Hadamard积(元素间的乘

积).通过观察发现,每一维的分量选取对结果的影响是独立

的,因此可以仅考虑一维的情况.

若知识图谱中含有n个实体,则需要找到嵌入向量x∈

ℂn,其中xi 表示实体i 的一维嵌入,使得损失函数loss＝

∑
r
|xheiθr －xt|２ 最小.不失一般性地,可以假设‖x‖２＝１

(放缩不影响旋转),则根据定理１,损失函数的最小值恰为拉

普拉斯矩阵的最小特征值λ１(L),且达到该值的恰为其对应

的特征向量f１.因此,知识图谱的嵌入可以分为两步,一是寻

找关系的嵌入使得λ１(L)尽可能小,二是求出对应的特征向

量作为实体的嵌入.

首先考虑特殊情形,即每个关系在知识图谱中仅出现一

次,这说明每条边的旋转角可以自由取值,则根据推论１,总

可以找到非平凡的旋转角使得对 G 中任意有向环路C,有

θC＝２πl,l∈ℤ,进而有λ１(L)＝０.

对于一般情况,同一个关系可能对应图中的多条边,这种

情况下不一定每个约束都能被满足,但是我们希望微小的差

异不会造成严重的影响.

引理６　给定有向图G,λ１(L)是关于θ的连续函数.

证明:考虑L的特征多项式,

p(x)＝det(xI－L)＝xn＋c１xn－１＋＋cn

因为λ１(L)是p(x)的一个根,则λ１(L)是关于多项式系数c１,

c２,,cn 的连续函数.因此,只需证明任意系数ck 都是关于

θ的连续函数.

根据行列式的展开有:

p(x)＝det(xI－L)＝∑
π
sgn(π)a１,π１a２,π２

an,πn

其中,ai,πi 是矩阵xI－L的对应项.考虑其中的一项sgn(π)

a１,π１a２,π２
an,πn

,这一项等于０,当且仅当存在ai,πi ＝０,即图中

不存在连接节点i,πi 的边.又因为π是一个置换,其能分解

为不相交的轮换的积,若该项非０,则ai,πi 对应的边在图中构

成不相交的环,因此这一项可以表示为:

sgn(π)a１,π１a２,π２ an,πn

＝sgn(π)wC１eiθC１ wCkeiθCk (x－du１
)(x－dul

)

因为特征多项式是对所有上述形式的多项式求和,容易

看出每一项都关于θ连续,因此命题得证.证毕.

引理６虽然不能保证近似的效果,但是对算法设计仍有

一定启发,如果能通过优化的方法使得每个有向环路的旋转

角足够接近２πl(l∈ℤ),则相应的λ１(L)应该足够小,这样得

出的特征向量f１ 仍然是一个好的嵌入.关于如何快速地计

算特征向量f１,可以参考文献[２１Ｇ２３].

结束语　本文给出了一般的埃尔米特拉普拉斯矩阵定义

及其基本性质,证明了拉普拉斯矩阵最小特征值为０,约束方

程组有解和任意有向环路的旋转角均为２π整数倍间的等价

性,给出了使得拉普拉斯矩阵最小特征值为０的构造方法.

当λ１＝０时,其特征向量f１ 将图中节点嵌入复平面中以零点

为中心的圆上,且保持节点间的有向约束.后续的工作主要

研究对于一般有向图G,能否给出一个图中有向环路相关的

常数,将其作为其最小特征值的下界,以及尝试将旋转操作推

广至高维空间,研究更一般的拉普拉斯矩阵.
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