
贝叶斯推理与并行回火研究综述

湛进, 王雪飞, 成雨蓉, 袁野

引用本文

湛进, 王雪飞,  成雨蓉,  袁野.  贝叶斯推理与并行回火研究综述[J ] .  计算机科学, 2023, 50(2): 89-105. 

ZHAN Jin, WANG Xuefei, CHENG Yurong, YUAN Ye. Overview of Research on Bayesian Inference and

Parallel Tempering [J]. Computer Science, 2023, 50(2): 89-105.

相似文章推荐（请使用火狐或 IE 浏览器查看文章）

Similar articles recommended (Please use Firefox or IE to view the article)

学习索引研究综述

Survey of Learned Index

计算机科学, 2023, 50(1): 1-8. https://doi.org/10.11896/js jkx.211000149

用户行为驱动的时序影响力最大化问题研究

Study on Temporal Influence Maximization Driven by User Behavior

计算机科学, 2022, 49(6): 119-126. https://doi.org/10.11896/js jkx.210700145

时序图中Top-k稠密子图查询算法研究

Top-k  Densest Subgraphs Search in Temporal Graphs

计算机科学, 2021, 48(10): 152-159. https://doi.org/10.11896/js jkx.201100005

视觉图像显著性检测综述

Survey of Visual Image Saliency Detection

计算机科学, 2020, 47(7): 84-91. https://doi.org/10.11896/js jkx.190900006

基于灰色——马尔可夫模型的农产品产量预测方法

Agricultural Product Output Forecasting Method Based on Grey-Markov Model

计算机科学, 2020, 47(6A): 535-539. https://doi.org/10.11896/JsJkx.190700126

https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220100001
https://www.jsjkx.com/EN/10.11896/jsjkx.220100001
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.211000149
https://doi.org/10.11896/jsjkx.211000149
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.210700145
https://doi.org/10.11896/jsjkx.210700145
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.201100005
https://doi.org/10.11896/jsjkx.201100005
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.190900006
https://doi.org/10.11896/jsjkx.190900006
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/JsJkx.190700126
https://doi.org/10.11896/JsJkx.190700126


http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２２０１００００１

到稿日期:２０２２Ｇ０１Ｇ０４　返修日期:２０２２Ｇ０６Ｇ２３
基金项 目:国 家 自 然 科 学 基 金 (６１９０２０２３,U１８１１２６２,U２１B２００７,６１９３２００４,６１５７２１１９,６１６２２２０２);中 央 高 校 基 本 科 研 业 务 费 专 项 资 金

(N１８１６０５０１２)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina(６１９０２０２３,U１８１１２６２,U２１B２００７,６１９３２００４,６１５７２１１９,６１６２２２０２)

andFundamentalResearchFundsfortheCentralUniversitiesofMinistryofEducationofChina(N１８１６０５０１２)．
通信作者:成雨蓉(yrcheng＠bit．edu．cn)

贝叶斯推理与并行回火研究综述

湛　进 王雪飞 成雨蓉 袁　野

北京理工大学计算机学院　北京１０００８１
　(yukiho１１２４z＠gmail．com)

　
摘　要　贝叶斯推理是统计学中的主要问题之一,旨在根据观测数据更新概率分布模型的先验知识.对于真实情况下常遇到

的无法观测或难以直接计算的后验概率,贝叶斯推理可以对其进行近似,它是一种以贝叶斯定理为基础的重要方法.在许多机

器学习问题中都涉及对包含各类特征数据的真实分布进行模拟和近似的过程,如分类模型、主题建模和数据挖掘等,因此贝叶

斯推理在当今机器学习领域里具有重要而独特的研究价值.随着大数据时代的开始,研究者经由实际信息采集到海量的实验

数据,导致需要模拟和计算的目标分布也非常复杂,如何在复杂数据下对目标分布进行结果精确和时间高效的近似推理,成为

了当今贝叶斯推理问题的重难点.针对这一复杂分布模型下的推理问题,文中对近年来解决贝叶斯推理问题的两大主要方

法———变分推理和采样方法,进行系统性地介绍和综述.首先,给出变分推理的问题定义与理论知识,详细介绍以坐标上升为

基础的变分推理算法,并给出这一方法的已有应用与未来展望.然后,对国内外现有的采样方法的研究成果进行综述,给出各

类主要采样方法的具体算法流程,并总结和对比这些方法的特性与优缺点.最后,引入并行回火技术,对其基本理论和方法进

行概述,探讨并行回火与采样方法的结合与应用,为未来贝叶斯推理问题的发展探讨了新的研究方向.
关键词:变分推理;采样算法;并行回火;近似计算

中图法分类号　TP１８１
　

OverviewofResearchonBayesianInferenceandParallelTempering
ZHANJin,WANGXuefei,CHENGYurongandYUANYe
SchoolofComputer,BeijingInstituteofTechnology,Beijing１０００８１,China

　
Abstract　Bayesianinferenceisoneofthemainproblemsinstatistics．Itaimstoupdatethepriorknowledgeoftheprobability
distributionmodelbasedontheobservationdata．Fortheposteriorprobabilitythatcannotbeobservedorisdifficulttodirectly
calculate,whichisoftenencounteredinrealsituations,Bayesianinferencecanobtainagoodapproximation．ItisakindofimporＧ
tantmethodbasedonBayesiantheorem．Manymachinelearningproblemsinvolvetheprocessofsimulatingandapproximatingthe
targetdistributionofvarioustypesoffeaturedata,suchasclassificationmodels,topicmodeling,anddatamining．Therefore,

Bayesianinferencehasshownimportantanduniqueresearchvalueinthefieldofmachinelearning．Withthebeginningofthebig
dataera,theexperimentaldatacollectedbyresearchersthroughactualinformationisverylarge,resultinginthecomplexdistribuＧ
tionoftargetstobesimulatedandcalculated．HowtoperformaccurateandtimeＧefficientapproximationinferencesontargetdisＧ
tributionsundercomplexdatahasbecomeamajoranddifficultpointinBayesianinferenceproblemstoday．AimingattheinfeＧ
renceproblemunderthiscomplexdistributionmodel,thispapersystematicallyintroducesandsummarizesthetwomainmethods
forsolvingBayesianinferenceproblemsinrecentyears,whicharevariationalinferenceandsamplingmethods．Firsly,thispaper
givestheproblemdefinitionandtheoreticalknowledgeofvariationalinference,introducesindetailthevariationalinferencealgoＧ
rithmbasedoncoordinateascent,andgivestheexistingapplicationsandfutureprospectsofthismethod．Next,itreviewsthereＧ
searchresultsofexistingsamplingmethodsathomeandabroad,givesthespecificalgorithmprocedureofvariousmainsampling
methods,aswellassummarizesandcomparesthecharacteristics,advantagesanddisadvantagesofthesemethods．Finally,thispaＧ
perintroducesparalleltemperingtechnique,outlinesitsbasictheoriesandmethods,discussesthecombinationandapplicationof
paralleltemperingandsamplingmethods,andexploresnewresearchdirectionsforthefuturedevelopmentofBayesianinference
problems．
Keywords　Variationalinference,Samplingmethods,Paralleltempering,Approximatecomputation

　



１　引言

对复杂分布的推理是机器学习中的一个常见问题,许多

贝叶斯方法都需要这种推理.该问题实质上是对真实分布的

各类特征的模拟和近似.在得到或计算出这些信息后,就可

以对分布进行分析、模拟推算或预测.在信息快速发展与更

新的今天,世界已经进入大数据时代和智能时代,对数据的处

理量和处理准确性、实时性都有了更高的要求,从不同需求和

难点衍生出的各类算法也层出不穷.在过去的十年里,对于

复杂分布的各种推理方法在生物、物理、金融、环境科学以及

医学等领域都得到了广泛的应用.在实际情况中,实验者往

往会采集到形式十分随机的数据,它本身就会成为某种形式

的多峰分布,因此,对于实际多峰分布的求解和近似是机器学

习中十分重要的方向之一.常见的情况是,实验者只能采集

到大量样本,而不能得到样本的标签属性或样本有部分属性

缺失,有时也会面临需要对高维度特征采样的情况.在这些

情况下,使用传统的机器学习相关算法直接训练变得困难,而

只能选择近似实际数据的分布.如何在复杂数据下对目标分

布进行更高效的计算和推理,一直是整个机器学习领域研究

的重难点,而这也是自然语言处理、图像识别、数据挖掘等许

多领域中基础原理的重要部分.

对多峰分布的近似的各类算法都与概率论中贝叶斯统计

的思想有着十分密切的关系.贝叶斯统计的思想起源于１８
世纪,在漫长的发展中出现过许多计算和近似算法,但其在实

际问题上的应用常常受限,这主要是实际问题中维度和样本

量的问题导致的.在实际应用中常常出现的高维度求积分、

海量样本计算、稀疏分布近似等情况中,贝叶斯统计算法常常

难以实现或计算困难,而这些步骤却是必须完成的.为了解

决或缓解此类问题,现有的研究针对不同情境下的近似推理

问题设计了不同的改良算法,主要分为确定性计算算法和非

确定性计算算法两类.近年来也有将二者进行合并的混合算

法.一般而言,确定性算法在近似质量上会受到与目标分布

适配性的制约,即选择的近似分布和算法是否合适会对结果

产生影响,但相比之下计算开销较低;非确定性算法适用范围

广,近似效果普遍较好,但是通常计算代价相对较高.

贝叶斯推理是从贝叶斯的角度产生统计推断的过程,统

计推断旨在根据可观察到的事物来了解不可观察到的事物,

即统计推断是基于一个总体或一些样本中的某些观察变量得

出结论的过程,例如关于总体或样本中某些潜在变量(通常是

原因)的准时估计、置信区间或区间估计等.简而言之,贝叶

斯推理是一种统计或是概率范式,在这种范式中,每次记录新

的观测数据时就会更新由概率分布建模的先验知识,而观测

数据的不确定性则由另一个概率分布建模.支配贝叶斯范式

的整个思想嵌入在贝叶斯定理中,该定理表达了更新知识(后

验)、已知知识(先验)以及来自观察的知识(可能性)之间的

关系.

一个经典的例子是用贝叶斯推理进行参数估计.假设一

个模型中数据x是根据未知参数θ的概率分布生成的,并且

有关于参数θ的先验知识,可以用概率分布p(θ)来表示.那

么,当观察到数据x时,我们可以使用贝叶斯定理来更新关于

该参数的先验知识.根据贝叶斯定理,后验分布的计算需要

３个条件:先验分布、可能性和证据.前两个条件很容易理

解,因为它们是假设模型的一部分,在许多情况下,先验分布

和可能性是显而易见的.然而,第三个条件,即归一化因子,

则需要进行如下计算:

p(x)＝∫θp(x|θ)p(θ)dθ (１)

虽然在低维数据中,这个积分可以较容易地计算出来,但

在高维数据中它会变得很难处理.因此,在大多数实际问题

中对后验分布进行精确计算是不可行的,必须使用一些近似

技术来获得后验分布.

确定性算法是以贝叶斯推理的思想为基础的一类算法.

它们一般从贝叶斯原理入手,用不同的方法对目标的似然函

数进行最大化.其思想根据是否知道原始函数的分布又分为

直接推理和近似推理两种.直接推理需要知道目标分布的详

细形式,在实际情况下就是需要知道样本满足的具体的分布

形式,通过计算得到各个参数的更新公式,再循环执行各个参

数的更新步骤得到目标模型的参数;近似推理采用某种形式

更为简单的分布族并间接近似目标分布,主要采用变分的思

想,其总体目标是简化原始分布的形式用做近似,这个新分布

被称为变分分布,算法通过对变分分布的参数进行更新,从而

得到原始分布的近似.

直接推理最为经典的就是期望最大化算法,自从１９９６年

期望最大化算法被提出以来,它的思想就被应用于信号处理、

自然语言处理和计算生物学等各种领域,当需要处理的数据

存在部分缺失,即存在隐变量时,该算法有非常不错的效果.

但该算法也存在难以计算复杂分布的问题,且在更新时受初

始值的影响很大,常常陷入局部最优.间接推理常见的算法

一般都是从最经典的变分推理算法衍生而来.变分推理算法

的思想是期望最大化算法的思想的推广,其应用场景也与期

望最大化算法类似,且弥补了它在很多复杂模型上计算困难

的缺点.尽管传统的近似推理算法有着计算方便、精度较高

的优势,但也有自己的缺点.随着迭代次数的增加,近似推理

会逐渐缩小搜索范围,这可能使其在搜索时困于局部最优值.

非确定性算法也被称为采样算法,其主要目的是当所需

结果是样本时,避免对复杂的实际分布的求解,直接用某种方

法近似并直接得到与目标分布相似的样本.在非确定性算法

中,马尔可夫链蒙特卡洛算法是一个十分著名的经典算法,它

的思想是在满足细致平稳条件的前提下,通过随机和模拟步

骤,不断对目标分布进行采样和近似操作,一直到整个马尔可

夫链趋于平稳状态,此时平稳状态之后的样本值就是与目标

分布近似的值.非确定性算法往往在目标分布难以抽样且难

以计算时避开计算困难的部分,通过对平稳分布的求解得到

与原分布类似的样本,一般计算量较大,但稳定性较强,只要

满足使用条件,通常都能得到最终的平稳分布.非确定性算

法在马尔可夫链蒙特卡洛思想的基础上还有很多扩展模型,

如 MH 采样、Gibbs采样等;也在很多领域的应用中取得了较

为理想的效果,如金融上的模型模拟、地球物理模型的近似和

文本词袋模型近似等方面.

随着大数据时代的到来与发展,贝叶斯推理作为统计学

中的一个重要问题,也是许多机器学习方法中经常遇到的
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问题,例如可以用于分类的高斯混合模型和用于主题建模的

隐狄利克雷分配模型(LatentDirichletAllocation,LDA)等常

见的概率图模型都需要在处理与拟合数据时应用贝叶斯推

理.因此在当今的机器学习领域,贝叶斯推理越来越显露出

其独特的重要性和研究价值.同时,由于模型的多样化以及

假设或是维度等模型设置在不同具体问题下的差异,贝叶斯

推理问题也有着具有针对性的不同解决方法.如上文所述,

本文将重点讨论两种可用于解决贝叶斯推理问题的主要方

法,即基于近似的变分推理方法(VariationalInference,VI)和

基于采样的各类采样算法.本文还将引入对采样方法进行推

广得到的并行回火方法(ParallelTempering,PT).并行回火

的思想基于马尔可夫链蒙特卡洛采样(MarkovChainMonte

Carlo,MCMC),同时对单一 MCMC采样中可能导致局部最

优解问题进行了改进与优化,从而给解决贝叶斯推理问题带

来了新的技术.

本文主要对贝叶斯推理问题的变分推理和采样算法这两

大类方法,以及并行回火这一采样算法的扩展技术的现有研

究与应用进展进行综述.本文第２节详细介绍了变分推理的

理论知识,具体阐述了主要的变分推理算法,并且介绍了变分

推理在各个领域与学科中的应用,最后分析了变分推理的相

关理论以及存在的开放性问题;第３节详细介绍了采样方法

的理论知识,简要介绍了采样方法的研究发展与应用,并且给

出了常见的采样算法的流程与实现,最后讨论并总结了各类

采样方法的优缺点;第４节中详细介绍了并行回火的理论知

识,重点分析了其优势和相关参数的设置,并且讨论了并行回

火与采样方法的结合与应用.全文的技术树图如图１所示.

(a) (b)

图１　技术树

Fig．１　Technologytree

２　变分推理研究综述

２．１　简介

变分推理(VI)是一种重要的贝叶斯近似推理方法,也是

用于贝叶斯估计和机器学习领域中近似计算复杂积分的技术.

贝叶斯推理的变分技术的发展遵循了两个平行但独立的

轨迹.１９８７年,第一个变分程序出现[１],它结合统计力学的

见解,引出了后来各种模型上的一系列变分推理过程[２Ｇ３].同

时,Hinton等为一个类似的神经网络模型提出了一种变分算

法[４],Neal等将其与期望最大化(ExpectationＧMaximuzation)

算法建立了重要联系[５],进一步引出了其他类型模型的各种

变分推理算法[６].

目前,关于变分推理的研究集中在以下几个方面:

(１)处理涉及大量数据的贝叶斯推理问题;

(２)使用改进的优化方法最小化 KL散度;

(３)开发适用于广泛模型的变分推理;

(４)提高变分推理的准确性.

本节将从问题定义出发,介绍变分推理方法背后的基本

思想:平均场推理和坐标上升优化.接着,将描述变分推理的

模型的潜在变量和观察变量的指数族中的联合密度,其中包

括现代贝叶斯统计中出现的许多棘手的模型,并揭示了变分

推理和吉布斯采样器的深层关系[７].然后,我们对该算法进

行扩展以描述随机变分推理[８](StochasticVariationalInfeＧ

rence,SVI),该算法使用随机优化将变分推理扩展到海量数

据情形.最后,本文将给出变分推理的应用与理论结果,以及

下一步可以研究的问题.变分推理方法的总体技术树图如

图２所示.

图２　变分方法技术树

Fig．２　Technologytreeofvariationalinference

２．２　近似推理问题

首先定义广义的变分推理思想.对于潜变量z＝z１∶m 和

观测值x＝x１∶n,有:

p(z,x)＝p(z)p(x|z) (２)

在贝叶斯模型中,潜在变量用于帮助调节数据的分布.

贝叶斯模型从先验密度p(z)中提取潜在变量,再通过可能性

p(x|z)将它们与观测结果联系起来.在贝叶斯模型中的推理

相当于调节数据和计算后验p(z|x),这种计算通常需要近似

推理.变分推理的目标是在给定观察变量的前提下近似潜在

变量的条件密度,一般通过优化的思想来解决这个问题:在潜

在变量上使用一系列密度,由自由“变分参数”参数化.优化

找到这个族的成员,即参数的设置,在 KL散度中最接近感兴

趣的条件.简单来说,就是在已知目标分布数据的前提下用

易于计算的的简单分布近似拟合难以计算或形式未知的真实
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目标分布,如图３中对于一个未知的分布(灰色阴影),可以用

两个高斯分布(黑色和灰色虚线)逐渐近似.

图３　变分推理示例

Fig．３　Exampleofvariationalinference

近似推理问题是在给定观测的条件下,计算潜在变量的

条件密度,此条件密度可用于生成潜在变量的点或区间估计

以及形成新数据的预测密度等.条件密度可以写为:

p(z|x)＝p(z,x)
p(x) (３)

其中,分母包含观察的边际密度,也称为证据(Evidence).从

联合密度中边缘化潜在变量即可计算:

p(x)＝∫p(z,x)dz (４)
对于许多模型,这个证据积分不可计算或需要指数时间

来计算.而证据正是我们从联合概率中计算的条件概率时需

要的,这导致在这种模型中进行推理变得困难.
变分推理原理如下:
首先,引入 一 种 衡 量 分 布 间 距 离 的 度 量,即 KL 散 度

(KullbackＧLeiblerdivergence).

KL(q(z)‖p(z|x))＝E[logq(z)]－E[logp(z|x)] (５)
式(５)即为对q(z)和p(z|x)两个分布的距离度量.另

外,由于 KL散度通常无法计算,实际优化时一般用证据下界

(EvidenceLowerBound,ELBO)来替代 KL散度.

ELBO(q)＝E[logp(z|x)]－E[logq(z)] (６)
寻找近似分布.假设有多个密度分布,其中每一个都含

有潜在变量,由这一组密度相乘组成近似密度族 L.然后找

到该族某成员,使 KL散度近似到精确后验分布.

q∗ (z)＝argmin
q(z)∈L

KL(q(z)‖p(z|x)) (７)

再用优化后的q∗ (􀅰)成员近似后验.这样,变分推理就

将推理问题转化为了优化问题,如图４所示,通过逐渐迭代更

新近似分布q(z;v)中的参数v到q(z:v∗ ),分布间的距离即

KL值不断减小,近似分布逐渐接近真实后验p(z|x).

图４　变分推理思想

Fig．４　Basicthoughtofvariationalinference

其中,族L成员的类型和该类型分布的覆盖范围会影响

优化的复杂性,在实际使用时需要结合具体情况考虑如何选

择.变分推理的关键问题之一是要选择足够灵活的 L以接

近p(z|x)的密度,但优化时的复杂度也要尽量低.基于

KL(q‖p)的优化,也称为 KL变分推理(Barber,２０１２),任何

使用优化来近似密度的过程都可以被称为“变分推理”,包括

期望传播[９]、信念传播[１０],甚至是拉普拉斯近似.

２．３　坐标上升平均场变分推理

第２．２节中提到了近似密度族 L的概念,平均场族即是

密度族中相乘的所有分布都具有同样的形式,且互相独立.
利用２．２节中提到的证据下界 ELBO 和平均场族,可以将近

似条件推理作为一个优化问题看待.本节将描述解决这一优

化问题的最常用的算法之一:坐标上升变分推理(Coordinate
ascentmeanＧfieldvariationalinference,CAVI)[１１].CAVI迭

代地优化平均场变分密度的每个因子,同时保持其他因子不

变.它将证据下界ELBO上升到当地的最优值.CAVI利用

ELBO不断搜索,最终找到一个局部最优值.

CAVI也可以被看作是一种“消息传递”算法[１２],其根据

马尔可夫毯中变量的变分参数迭代更新每个随机变量的变分

参数.这一观点使为大型模型设计自动化软件成为可能[９].
变分信息传递将变分推理与图形模型和概率推理的经典理论

联系起来[１３],它已经被扩展到非共轭模型[１４],并通过因子图

进行推广.
最后,CAVI与近似推理的经典主力———吉布斯抽样密

切相关[１５].吉布斯采样器保持了潜在变量的实现,并从每个

变量的完整条件中迭代采样,本文将在第３节中详细介绍.

CAVI算法的伪代码如算法１所示.
算法１　坐标上升变分推理(CAVI)算法

输入:模型p(x,z),数据集x

输出:变分密度q(z)＝∏
m

j＝１
qj(zj)

１．初始化因子qj(zj)

２．while(ELBO未收敛)do

３．　forj∈１,􀆺,mdo

４．　　设置qj(zj)∝expE－j[logp(zj|z－j,x)]

５．　end

６．　计算ELBO(q)＝E[logp(z,x)]－E[logq(z)]

７．end

２．４　变分推理与指数族

２．３节描述了平均场变分推理和由之推导出的一种用于

优化ELBO的坐标上升算法 CAVI,本节将介绍变分推理与

指数族的关系.指数族模型包括许多广泛使用的模型,如指

数族的贝叶斯混合模型、因子混合模型、矩阵分解模型、某些

层次回归模型(如线性回归、概率回归)、网络的随机块模型、
层次混合模型等.

２．４．１　条件共轭模型和贝叶斯模型

指数族模型的一个重要特例是具有局部变量和全局变量

的条件共轭模型.像这样的模型在贝叶斯统计和统计机器学

习中经常出现,其中全局变量是“参数”,局部变量是每个数据

点的潜在变量.
首先介绍条件耦合模型.设β是一个全局潜在变量的向

量,它可以潜在地控制任意数据.设z是局部潜在变量的向

量,其第i个分量只支配第i个数据的上下文.联合密度为:

p(β,z,x)＝p(β)∏
n

i＝１
p(zi,xi|β) (８)

全局变量是混合成分,第i个局部变量是数据点xi的聚

类分配.为了确保每个完整的条件都在指数族中,首先假设

每个(xi,zi)对的基于β的联合密度有一个指数族形式,其
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中,t(􀅰,􀅰)为充分统计量.

p(zi,xi|β)＝h(zi,xi)expβTt(zi,xi)－a(β) (９)

接下来,将全局变量上的先验设为相应的共轭先验:

p(β)＝h(β)expαT[β,－a(β)]－a(α) (１０)

用一个列向量以及足够的统计数据,将全局变量及其对

数归一化器连接到局部变量的密度中.再利用共轭先验,使
全局变量的完全条件在同一个族中.它的自然参数是:

α
∧

＝[α１＋∑
n

i＝１
t(zi,xi),α２＋n]T (１１)

再推导局部变量zi的完整条件.给定β和xi,局部变量zi

有条件地独立于其他局部变量z－i和其他数据x－i.这来自于

式(８)中的联合密度的形式.因此有:

p(zi|xi,β,z－i,x－i)＝p(zi|xi,β) (１２)

若这个 密 度 是 在 一 个 指 数 族 中,则 可 以 进 一 步 得 到

式(１３),这是式(９)中的局部似然项p(zi,xi|β)的一个性质:

p(zi|xi,β)＝h(zi)expη(β,xi)Tzi－a(η(β,xi)) (１３)

接着,我们推导条件共轭模型中的变分推理,这是一般模

型中的CAVI.设β上的变分后验近似为q(β|λ),它是一个

与之前相同的指数族密度,其中λ为全局变分参数.类似地,

将每个局部变量zi上的与局部完全条件相同的指数族密度

q(zi,ϕi)作为变分后验,由一个局部变分参数ϕi控制.CAVI
即是在更新每个局部变分参数和更新全局变分参数之间进行

迭代.其中,局部变分更新式为:

φi＝Eλ[η(β,xi)] (１４)

式(１４)是取式(１２)中完全条件的自然参数的期望.相同

地,利用式(１１)中对自然参数的期望,全局变分更新式为:

λ＝[α１＋∑
n

i＝１
Eφi

[t(zi,xi)],α２＋n]T (１５)

CAVI通过迭代每个本地参数的局部更新和全局参数的

全局更新来优化 ELBO.为了评估收敛性,我们可以在每次

迭代时计算ELBO,直到得到一个不依赖于变分参数的常数,

这是ELBO应用于式(８)中的联合概率密度和相应的平均场

变分密度,并省略了不依赖于变分参数的项得到的结果,它的

一种典型应用就是基于高斯混合模型的CAVI.

ELBO＝(α１＋∑
n

i＝１
Eφi

[t(zi,xi)])TEλ[β]－(α２＋n)Eλ

[a(β)]－E[logq(β,z)]

其中,

E[logq(β,z)]＝λTEλ[t(β)]－a(λ)＋

∑
n

i＝１
φT

i Eφi
[zi]－a(φi) (１６)

２．４．２　随机变分推理

概率模型的现代应用通常需要分析大量的数据.然而,

大多数后验推理算法并不容易进行缩放.CAVI也不例外,

该算法的坐标上升结构需要在每次迭代中迭代整个数据集.

随着数据集的增长,每次迭代的计算成本都变得更加昂贵,继
而出现了坐标上升的另一种选择:基于梯度的优化.它通过

计算并在每次迭代中遵循其梯度来优化 ELBO.这一观点是

使用随机变分推理(SVI)来扩大变分推理的关键[８],也是一

种结合了自然梯度[１６]和随机优化[１７]的方法.

SVI着重于优化条件共轭模型的全局变分参数λ,计算的

流程很简单.该算法保持了对全局变分参数的当前估计.算

法过程如下:

(１)从完整数据集中对一个数据点进行子采样;
(２)使用当前的全局参数来计算子采样数据点的最佳局

部参数;
(３)以适当的方式调整当前的全局参数.

SVI的详细流程如算法２所示,它是一个优化 ELBO 的

有效算法.

算法２　条件共轭模型中的随机变分推理(SVI)
输入:模型p(x,z),数据集x,步长序列 t

输出:全局变分密度qλ(β)

１．初始化因子λ０

２．while(True)do

３．　　从均匀分布中选择数据点t,即令t~Uni(１,􀆺,n)

４．　　最优化局部变分参数φ∗
t ＝Eλ[η(β,xt)]

５．　在xt的n次循环中不断计算坐标更新λ
∧
＝α＋nEφ∗

t
[f(zt,xt)]

６．　　更新全局变分参数λt＝(１－ t)λt＋ tλ
∧
t

７．end

除了CAVI所需要的东西以外,SVI并不需要新的推导.

CAVI的任何实现都可以立即扩展到一个随机算法,SVI的

主要优势是可以更高效地在较大数据集上进行计算.

２．５　非条件共轭的模型

前面描述的都是条件概率属于指数族的模型,但许多模

型并没有这个特性,如贝叶斯逻辑回归:

βk~N(０,１)

yi|xi,β~Bern(σ(βTxi))
(１７)

其中,σ(􀅰)为逻辑函数.因为系数的后验密度不属于指数

族,所以不能应用上面讨论的变分推理方法.具体来说,就是

不能计算式(６)的ELBO 第一项中的期望或 CAVI中的坐标

更新.
探索这种模型的变分方法一直是一项非常具有挑战性的

研究工作.早在１９９７年,就有第一个针对逻辑回归的变分界

被提出[１８].后来,Blei等在２００７年将他们的想法改编到非共

轭主题模型[１９].在其他工作中,Braun等推导出了离散选择

模型的变分推理算法[２０],该算法也在条件共轭模型类之外.
他们还开发了一种增量方法来近似难以计算的期望.Wand
等使用辅助变量方法、求积和混合近似来处理指数族之外的

各种似然项[２１].
最近,研究人员推广了非共轭推理,寻找可以用于许多模

型的配方.Wang等为此采用了拉普拉斯近 似 和 delta方

法[２２],改进了非共轭广义线性模型和主题模型的推理;BugＧ
bee等也使用了这种方法进行半参数回归[２３].Knowles等和

Jaakkola等在消息传递算法中推广了早期算法的边界[２４Ｇ２５],

Wand进一步简化和扩展了他们的方法[２６].Tan等将这些消

息传递方法应用于广义线性混合模型,并将它们与SVI结合

起来[２７].Rohde等统一了许多算法的发展,并为它们的数值

实现提供了实际的见解[２８].
研究者们对利用蒙特卡罗(MC)估计梯度的困难变分目

标也进行了一系列的研究.其想法是将 ELBO 的梯度作为

期望,计算它的 MC估计,然后使用重复 MC梯度的随机优

化,这种思想在多篇文献中都出现过[２９Ｇ３２].最新的方法避免

了任何特定于模型的推导,它被称为“黑盒”推理方法[３３Ｇ３６].
也有团队利用这些想法实现自动 VI技术,该技术适用于
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概率编程系统Stan中编写的任何模型,这是迈向无推导且易

于使用的 VI算法的重要一步.

２．６　应用

近年来,许多领域的研究人员已经使用变分推理来解决

真实的问题.

在计算生物学中,概率模型为分析遗传数据提供了重要

的构建模块.VI已被用于全基因组关联研究[３７]、调控网络

分析[３８]、基序检测[３９]、系统发育隐马尔可夫模型[４０]、群体遗

传学[４１]和基因表达分析[４２]等方面.

在计算机视觉和机器人技术中,视觉研究人员经常分析

较大的高维图像数据集.变分推理一直是该领域很重要的一

种方法,它已经在推理非线性图像流形[４３]和在视频中寻找图

像层[４４]、建立视频概率模型[４５]、图像去噪[４６]、图像识别追

踪[４７,４８]、机器人位置定位和映射[４９Ｇ５０],以及贝叶斯非参数图

像分割[５１]等领域得到应用.

同样地,计算神经科学也需要分析非常大的高维数据集,

如高频时间序列数据或高分辨率功能磁成像数据.变分推理

在神经科学中有很多应用,特别是对于自回归过程[５２Ｇ５４].变

分推理在神经科学中的其他应用包括多个主题的层次模

型[５５]、空间模型[５６Ｇ５９]、脑机接口[６０]和因子模型[６１Ｇ６２]等.

在自然语言处理和语音识别领域,变分推理已被用于如

语法分析[６３]、语法归纳[６４Ｇ６６]、流文本模型[６７]、主题建模[６８]以

及隐藏马尔可夫模型和词部标记[６９]等问题.在语音识别中,

变分推理已被用来拟合复杂耦合的隐藏马尔可夫模型[７０]和

开关动态系统[７１].

除此之外,变分推理还有许多其他的应用,包括市场营

销[７２]、最佳控制和强化学习[７３Ｇ７４]、统计网络分析[７５Ｇ７６]、天体物

理学[７７],以及社会科学[７８Ｇ７９]等.

２．７　总结与展望

本节描述了变分推理(VI)———一种用优化来进行概率计

算的方法.其目的是近似于给定观察变量x、求p(z|x)的潜在

变量z的条件密度.其想法是假设一个密度族Q,然后找到在

KL散度中最接近目标分布的成员Q∗ (􀅰).然后,本节描述了

使用平 均 场 族 使 得 变 分 推 理 可 以 适 用 于 坐 标 上 升 优 化

(CAVI),迭代地优化每个目标变量.此外,本节进一步讨论了

指数族和条件共轭的特殊情况,并描述了随机变分推理[８]

(SVI),它将平均场变分推理在大量数据下的计算变得可行.

变分推理领域还有很多值得钻研的问题.变分推理专注

于优化KL(q(z)‖p(z|x)),并将其作为变分目标函数.其

中,开发变分推理方法来优化其他度量就是一个很有前景的

研究方向,如寻找比 ELBO 更接近真实值的下界[８０Ｇ８１],或在

保持优化能力的同时寻找更好的近似值.同时,探索如何权

衡计算精度和速度,将变分推理和马尔可夫链蒙特卡洛算法良

好地结合来进行近似推理也是未来研究的一个重要领域.此

外,由于变分推理的统计特性还没有得到很好的理解,因此也

可以研究变分推理与精确后验分布在统计学上的具体联系.

３　采样方法研究综述

３．１　简介

在统计学中有两种主要的采样 类 型.第 一 种 是 调 查

抽样,指从一组或总体中抽取样本;第二种是从概率分布中采

样,在这一类采样问题中通常有一个概率密度函数或质量函

数.本节将重点阐述从概率分布中采样的方法,主要解释了

从累积分布函数中采样、蒙特卡洛近似、简单蒙特卡洛方

法和马尔可夫链蒙特卡洛(MCMC)方法等采样算法.对

于迭代独立的简单蒙特卡洛方法,本节具体概述了重要性

采样和拒绝采样这两种方法.对于马尔可夫链蒙特卡洛

方法,本 节 详 细 介 绍 了 Metropolis算 法、MetropolisＧHasＧ

tings算法、Gibbs采样算法和分片采样算法等.然后解释

了简单蒙特卡洛方法和更高效的蒙特卡洛方法的随机游

走行为,包括哈密顿蒙特卡洛(HamiltonianMonteCarlo)、

阿德勒过 松 弛 (Adler’soverrelaxation)和 有 序 过 松 弛 等.

最后,将上述采样方法进行对比,讨论并总结了不同方法

的特性以及优缺点.

采样是统计学中的一项基础课题,这一概念主要分为两

个不同的类别.第一类采样指从总体或是集合中选择实例的

调查抽样,关于抽样调查的研究已经有许多文献和书籍资料,

如文献[８２Ｇ９１].调查抽样作为一个传统的统计学研究领域,

在未来也有许多可能的发展领域[９２],特别是在分布式网络和

图研究中[９３Ｇ９４].调查抽样中被广泛使用的方法有简单随机

抽样(SRS)[９５]、自举法[９６]、分层抽样、整群抽样[９７]、多阶段抽

样 、网络抽样[９８]和滚雪球抽样[９９]等.

另一类采样指从概率分布中采集样本.对于从概率分布

中进行采样的问题而言,如果分布是简单分布,或者可以得到

累积分布函数(CDF),那么就可以轻松地从分布中采样.但

是,如果分布很复杂就无法简单直接地从中采样.在实际应

用中,数据分布通常十分复杂从而导致采样困难,例如数据分

布可以是多种分布的混合[１００].现有研究表明可以通过从其

他简单的样本分布中采样来近似复杂分布中的样本.使用这

种采样近似思想的抽样方法被称为蒙特卡洛方法[１１,１０１Ｇ１０４].

蒙特卡洛近似[１０２]可用于估计数据函数对数据分布的期望或

是概率.蒙特卡洛方法可以分为两大类,即简单的蒙特卡洛

方法和马尔可夫链蒙特卡洛(MCMC)[１０５].需要注意的是蒙

特卡洛方法是迭代的,在简单的蒙特卡洛方法中,每次迭代都

独立于先前的迭代,并且每次的采样过程也是独立执行.简

单的蒙特卡洛方法包括重要性采样[１０６]和拒绝采样(也被称

为接受Ｇ拒绝采样)[１０７].与上述简单的蒙特卡洛方法不同,在

马尔可夫链蒙特卡洛方法中[１０８],每次迭代都依赖于前一次

迭代,因为这一方法具有马尔可夫特性[１０９].马尔可夫链蒙特

卡洛方法包括 Metropolis 算法[１１０]、MetropolisＧHastings 算

法[１１１]、Gibbs采样[１１２]和切片采样[１１３,１１４]等.由于算法中的

随机游走行为,Metropolis算法通常运行较慢,效率偏低[１１５].

为了提高采样方法的效率,使其能够更快地对大数据范围进

行搜索,有效的改进方法有哈密顿蒙特卡洛方法[１１６]、阿德勒

过松弛[１１７]和有序过松弛[１１８]等.蒙特卡洛方法最初是在计

算物理学中发展起来的[１１９],因此,这一方法在物理学中有着

广泛的应用[１２０].除此以外,蒙特卡洛方法在许多其他领域

也有应用,如金融[１２１]和强化学习[１２２Ｇ１２４]等.本节简要介绍了

调查抽样方法,详细介绍了基于分布的蒙特卡洛采样方法,重

点阐述了不同蒙特卡洛方法的设计与实现.最后讨论并总结
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了现有的采样方法的特性以及优缺点.采样方法的总体技术

树图如图５所示.

图５　采样方法技术树图

Fig．５　Technologytreeofsamplingmethods

３．２　蒙特卡洛近似

假设我们正在考虑一些d维数据x∈Rd.令f(x)为数

据的概率密度函数(ProbabilityDensityFunction,PDF).考

虑h(x)是数据x 上的函数.根据定义,函数h(x)对分布

f(x)的期望和函数h(x)属于集合A 的概率为:

E(h(x))＝∫h(x)f(x)dx (１８)

P(h(z)∈A)＝∫h(x)∈Af(x)dx (１９)

蒙特卡洛近似的定义:使用分布f(x)中大小为n的样本

(即x１,􀆺,xn~f(x)),我们可以将上述两个式子近似得到

方程:

E(h(x))≈１
n ∑

n

i＝１
h(xi) (２０)

P(h(z)∈A)≈１
n ∑

n

i＝１
I(h(xi)∈A) (２１)

其中,I(􀅰)表示条件指示函数,当条件满足时函数值为１,当

条件不满足时函数值为０.

正如上述定义所述,蒙特卡洛近似旨在从分布中生成许

多样本,以便通过这些样本的平均值来近似期望.显然,n越

大,近似效果越好.

一个经典的蒙特卡洛近似的示例就是使用 MC方法来近

似π的值[１０２].如图６所示,考虑一个长度为 １ 的正方形.

１/４圆存在于半径为１的正方形内.如果从正方形内部均匀

地生成许多样本,可以看到落在１/４圆(圆点)内的样本占整

个样本(圆点和正方形)的比例大约为π/４,为预期的结果.

生成的样本越多,这个比例就越接近π/４.

图６　蒙特卡洛示例

Fig．６　ExampleofMonteCarlomethod

３．３　简单的蒙特卡洛方法

蒙特卡洛方法是从分布中生成样本的迭代方法,简单的

蒙特卡洛方法会独立地从概率分布中抽取样本,因为每一个

步骤或是每一次迭代都不依赖于前一次迭代.因此,在简单

的蒙特卡洛方法中,迭代的过程是在数据或分布空间中独立

执行的[１０５].这一类简单的蒙特卡洛方法中的重要方法有重

要性采样和拒绝采样(也称为接受Ｇ拒绝采样),接下来本节将

详细阐述这两种方法.

３．３．１　重要性采样

首先我们考虑一个可能十分复杂的分布,其概率密度函

数或是概率质量函数可以表示为:

f(X)＝P(X)
Z

(２２)

其中,Z是边缘分布,也被称为归一化因子.因为难以在全数

据域上进行积分,所以我们无法直接计算Z的值.

在重要性采样中,我们需要计算目标分布h(X)在数据分

布为f(X)或是P(X)上的期望值.由于分布过于复杂,无法

直接计算,因此我们考虑使用另一个简单分布Q(X)作为辅

助来估计需要求得的期望值.这一引入的简单分布可以是能

够轻松地对其进行采样的任意分布,如均匀分布和高斯分布.

重要性采样的核心思想就是从简单分布Q(X)中采集样本,

而不是从复杂分布P(X)中.首先算法从简单分布Q(X)中

采样得到n个样本{xi}ni－１,接下来我们考虑目标函数j(x)在

这n个样本上的平均值１
n ∑

n

i＝１
h(xi).由于所采集的样本并不

是从数据分布P(X)中得到的,因此这一平均值也并不是我

们所需要的目标期望值.为了使用这一平均值来估计目标期

望值,需要加入权重因子并求和计算式(２３)(由该式可以看

出,我们所采集的样本数量n越大,最终的估计期望值也会越

准确):

Ex~f(X)(h(x))≈ １

∑
n

j＝１

　P(xj)
Q(xj)

∑
n

i＝１
　P(xi)
Q(xi)h

(xi) (２３)

值得一提的是,Neal于２００１年针对重要性采样提出了

一个改良的算法[１２５],他将退火的思想与重要性采样相结合,

从而进行了良好的优化.

３．３．２　拒绝采样

回到求解目标分布h(X)在复杂且难以直接计算的数据

分布为f(X)或是P(X)上的期望值这一问题,与３．３．１节介

绍的重要性采样类似,拒绝采样(或者称之为接受Ｇ拒绝采样)

５９湛　进,等:贝叶斯推理与并行回火研究综述



也将使用一个简单分布Q(X)作为建议分布来采集样本,但

不同的是,拒绝采样的核心思想为使用这些从简单分布中得

到的样本来生成复杂分布P(X)上的样本.

在拒绝采样的过程中,我们考虑一个易于采样的简单分

布Q(X),对于正整数常数值c,有:

c∗Q(x)≥P(x),∀x∈dom(X) (２４)

其中,dom(X)表示分布的定义域或数据 X 的取值范围.为

了从复杂分布P(X)中采样,我们首先从简单分布Q(X)采集

样本,即xi ~Q(X).接 下 来,我 们 从 均 匀 分 布 U(０,c∗

Q(xi))采样得到数值ui,如果ui小于Q(xi),那么就接受这一

次采样结果,即将本次采集的样本值xi作为复杂分布P(x)的

样本;否则,拒绝这次采样结果,并且重复执行上述过程.拒

绝采样的详细算法流程和示意图分别如算法３和图７所示.

图７　拒绝采样

Fig．７　Rejectionsampling

算法３　拒绝采样(RejectionSampling)
输入:复杂分布P(X),建议分布 Q(X),常数c
输出:样本集合S＝{xi}~P(X)

１．初始化常数c

２．whileindexifrom１tondo

３．从建议分布 Q(X)中抽样得到样本值xi,即令xi~Q(X)

４．从均匀分布 U(０,c∗Q(xi))中抽样得到数值ui,即令ui~U(０,c∗

Q(xi))

５．ifui＜P(xi)then

６．　Acceptxi:S←S∪{xi}

７．　else

８．　　Rejectxi:i←i－１

９．end

现今的研究中已有许多拒绝采样方法的衍生与改进算

法,如自适应拒绝采样[１２６Ｇ１２８]、集合拒绝采样[１２９]、鉴别器拒绝

采样[１３０]、变分拒绝采样[１３１]等.

３．４　马尔可夫链蒙特卡洛方法

除了３．３节中介绍的简单蒙特卡洛方法以外,另一类蒙

特卡洛 方 法 被 称 为 马 尔 可 夫 链 蒙 特 卡 洛 (MCMC)方

法[１０５,１３２].与简单的蒙特卡洛方法相比,马尔可夫链蒙特卡

洛方法的特点在于迭代和采样不是独立的,每次蒙特卡洛迭

代步骤都依赖于之前的迭代步骤,这个特点被称为马尔可夫

特性.本节首先简要介绍马尔可夫链的理论与相关性质,再

详细阐述基于马尔可夫链的几种 MCMC采样方法.

３．４．１　马尔可夫链与马尔可夫特性

马尔可夫链蒙特卡洛(MarkovChainMonteＧCarlo,MCＧ

MC)采样是一种在概率空间内通过随机采样来估计参数的后

验分布的技术,这一方法在机器学习、深度学习以及自然语言

处理等方面都有着广泛的应用.对于复杂贝叶斯模型中的后

验分布,用马尔可夫链蒙特卡洛算法做近似求解通常是有效

的,特别是当概率密度函数难以积分,或是概率密度函数的积

分没有反函数导致难以对根据所需概率值抽样时,或者当维

数过高造成“维数灾难”时,都可以考虑使用 MCMC来进行对

复杂分布的近似和抽样.

首先,本文引入马尔可夫链的定义与细致平稳条件.马

尔可夫链假设某一时刻状态转移的概率只依赖于前一个状

态,而与其他任何状态无关,例如,对于状态序列X１,X２,

X３,􀆺,Xt－１,Xt,Xt＋１,􀆺来说,其在Xt＋１时刻的状态只与Xt

时刻的状态有关,即P(Xt＋１|X１,X２,􀆺,Xt－１,Xt)＝P(Xt＋１|

Xt).

这一模型忽略了多个时刻之间的互相影响,在设计上大

大简化了模型的复杂度.在实际使用中,许多时间序列模型

如循环神经网络、隐马尔可夫模型和马尔可夫链蒙特卡洛采

样中,这种“最近的状态影响最大”的思想被大量的研究与应

用证明确实有效.由于某一时刻状态转移只依赖于前一个状

态,那么只要求出每两个状态间的转移概率,就可以确定一个

马尔可夫链模型.

其具体例子如图８所示.这个马尔可夫链模型就可以表

示心情的转移,图中圆圈代表３个状态:开心、平静和沮丧.

箭头代表从一个状态转移到另一个状态,箭头上的数字代表

转移概率.图中马尔可夫链模型的状态转移矩阵为:P＝

０．６ ０．２ ０．２

０．３ ０．４ ０．３

０ ０．３ ０．７

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
.

图８　马尔可夫链

Fig．８　Markovchain

马尔可夫链蒙特卡洛算法通过一系列连续的随机选择形

成一个马尔可夫链,该马尔可夫链的平稳分布是目标分布.

在马尔可夫链中,需要从平稳分布π中找到马尔可夫链的状

态转移矩阵P.同时,由于平稳分布的定义,算法的实施要求

概率分布π(x)和非周期马尔可夫链状态转移矩阵P能在迭

代的最后满足细致平稳条件,即满足πP＝π.以二维的变量

举例,马尔可夫链的细致平稳条件为对所有的i和j,满足:

π(i)P(i,j)＝π(j)P(j,i) (２５)

则称概率分布π(x)是状态转移矩阵P的平稳分布.同时,如

果此时这个状态转移矩阵还满足不可约、非周期和正常返,则

这个状态分布π就是马尔可夫链唯一的平稳分布.
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由于一般情况下,目标平稳分布和任意一个马尔可夫链

状态转移矩阵Q不满足细致平稳条件,因此为了求得目标平

稳分布,MCMC算法引入了一个概率值α(i,j),用以满足细

致平稳条件,即:

π(i)Q(i,j)α(i,j)＝π(j)Q(j,i)α(j,i) (２６)

那么按照对称性,有:

α(i,j)＝π(j)Q(j,i),α(j,i)＝π(i)Q(i,j) (２７)

由此就得到了目标分布π(x)满足细致平稳条件的马尔

可夫链状态转移矩阵P:

P(i,j)＝Q(i,j)α(i,j) (２８)

其中,α(i,j)一般被称为接受率,取值在(０,１)之间,可以理解

为一个概率值,这很像拒绝接受采样.拒绝接受采样是以一

个常用分布通过一定的拒绝或接受概率得到一个非常见分

布,马尔可夫链蒙特卡洛采样是以一个常见的马尔可夫链状

态转移矩阵Q通过引入一定的接受率得到目标转移矩阵P,

两者解决问题的思路是类似的.该算法的目标是求平稳分布

后得到的近似原分布的采样.

３．４．２　Metropolis采样

使用 Metropolis等[１１０]提出的 Metropolis算法可以从复

杂的分布中采样,与上文类似,用f(X)或P(X)表示复杂分

布,有:

f(X)＝P(X)
Z

(２９)

使用一个简单分布Q作为建议分布,建议分布通常会使

用高斯分布,因为高斯分布易于采样和计算.接下来,从数据

范围内的一个随机数或是随机向量开始整个算法过程.然

后,根据当前样本的位置来采集下一个样本,使用简单的条件

分布Q(xi＋１;xi)作为建议分布.这个建议分布是对称的,即:

Q(xi＋１;xi)＝Q(xi;xi＋１)　 (３０)

接受率的计算式为:

Paccept＝min(P(xi)
P(xi－１)

,１) (３１)

如果计算得到的接受率符合条件,那么我们就接受本次

从建议分布中采样得到的样本xi;否则拒绝.重复上述采样

过程,直到得到我们所需要的n 个样本为止.具体的 MeＧ

tropolis算法流程和示意图如算法４和图９所示.

算法４　Metropolis采样(MetropolisSampling)
输入:复杂分布P(X),建议分布 Q(xi＋１;xi),常数c

输出:样本集合S＝{xi}~P(X)

１．初始化常数c

２．whilesampleindexifrom１tondo

３．　从建议分布 Q(X;xi－１)中抽样得到样本值xi,即令xi~Q(X;

xi－１)

４．　计算接受率Paccept＝min(P(xi)
P(xi－１),１)

５．　从均匀分布 U(０,１)中抽样得到数值ui,即令ui~U(０,１)

６．　ifui＜Pacceptthen

７．　　Acceptxi:S←S∪{xi}

８．　else

９．　　Rejectxi:i←i－１

１０．end

(a)

(b)

图９　Metropolis采样

Fig．９　Metropolissampling

３．４．３　MetropolisＧHastings采样

Hastings将 Metropolis算法推广到不一定对称的建议

分布上,我们称之为 MetropolisＧHastings算法[１１１].MetroＧ

polisＧHastings算法与 Metropolis算法的区别在于从建议分

布中采样得到的样本的接受率的计算上,MetropolisＧHasＧ

tings算法的接受率计算式为:

Paccept＝min P(xi)Q(xi－１;xi)
P(xi－１)Q(xi;xi－１)

,１( ) (３２)

这个计算式可以看作是两项的乘法:

Paccept＝min P(xi)
Q(xi;xi－１)×

Q(xi－１;xi)
P(xi－１)

,１( ) (３３)

观察上述接 受 率 计 算 公 式 可 以 看 出,MetropolisＧHasＧ

tings算法的优化与前文中介绍的重要性采样中权重参数的

引入有异曲同工之妙.

３．４．４　Gibbs采样

Gibbs采样方法最初由 Geman等[１５]提出,这一方法使用

d 维 条 件 分 布 来 从d 维 多 元 复 杂 分 布 P (X)中 抽 取 样

本[１１,１０５,１３３].Gibbs采 样 方 法 是 以 物 理 学 家 Josiah Willard
Gibbs的名字命名的.这种方法最直观的思想类似于优化方

法中的坐标下降技术[１３４Ｇ１３５],它假设以其余坐标为条件的数

据的每个坐标特征维度的条件分布是一个容易采样的分布.

在 Gibbs采样的问题中,我们想要从一个多变量分布

P(X)中采集样本,其中有X∈Rd,即:

Rd∋xi∶＝[x(１)
i ,x(２)

i ,􀆺,x(d)
i ]T (３４)

首先,Gibbs采样算法从数据范围内的任意一个d 维随

机向量开始,然后,我们从第一维度相对于其他维度的条件分

布中采集第一个样本的第一个维度数值.对于第一个样本的

其他所有的维度都重复上述的采样过程,其中第j维的采样

如式(３５)所示:

x(j)
i ~P(X(j)|X(１),􀆺,X(j－１),X(j＋１),􀆺,X(d)) (３５)

我们对所有的维度都执行这一采样过程,直到采集到第

一个样本的每个维度数值.接下来,由第一个样本作为基础

开始,对第二个样本的每个维度也重复上述采样过程,即迭代

地运行这一采样过程直到生成所有的样本.然而我们注意
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到,由于算法是从一个随机向量开始生成样本的,这个随机向

量并不一定是符合条件的有效向量,因此算法所计算出的最

初的若干样本也并不一定是合法的.我们将这样一段初始的

迭代过程称为burnＧin过程,以tburnIn来表示,在经过了一定的

burnＧin过程之后,我们就能够接受算法所得到的所有样本.

可以看出,Gibbs采样其实是 MetropolisＧHastings采样在建

议样本的接受率Paccept＝１时的一种特殊情况.Gibbs采样的

详细流程如算法５所示.

算法５　Gibbs采样(GibbsSampling)
输入:复杂分布P(X),建议分布 Q(xi＋１;xi),常数c
输出:样本集合S＝{xi}~P(X)

１．初始化x０为dom(X)内的一个随机d维向量

２．whilesampleindexifrom１ton＋tburnIndo

３．　xi←xi－１

４．　whiledimensionjfrom１toddo

５．　x(j)i ~P(X(j)|X(１),􀆺,X(j－１),X(j＋１),􀆺,X(d))

６．　　xi←[x(１)
i ,x(２)

i ,􀆺,x(d)
i ]T

７．　　ifi≥tburnInthen

８．　　　Acceptxi:S←S∪{xi}

９．end

根据前文的具体描述可知,Gibbs采样的挑战之一就是

我们无法确切地知道最合适的进行burnＧin迭代过程的次数.

较多次的burnＧin迭代会导致更多无用的计算,从而带来更多

的时间开销;而较少次的burnＧin迭代可能会导致算法给出

的集合中存在一些无效的样本,使得最终得到的有效样本

集合数量不够.不过,现有研究已经表明,Gibbs采样以及

Metropolis算法 运 行 速 度 非 常 快,即 使 是 处 于 较 少 次 的

burnＧin迭代过程 的 条 件 下,也 能 得 到 较 为 理 想 的 采 样 结

果[１３６].

３．４．５　分片采样

由前文的阐述可知,Metropolis和 MetropolisＧHastings
算法的问题之一是难以确定从建议分布中采样时的最佳步

长,而 Neal[１１３]和 Skilling等[１１４]提出的分片采样则通过自适

应地调整步长,使步长具有鲁棒性来处理这个问题.分片采

样同样用于从复杂分布P(X)中采集样本.分片采样的算法

如图１０所示.首先,我们在dom(X)中随机采集一个初始样

本点.然后,考虑在d 维数据空间中的任意方向(线)来处理

一维分布.对于这一思想,需要注意的是,在 Gibbs采样中我

们只考虑沿着条件分布中某一个维度的方向;然而,分片采样

为研究者提供了选择数据空间中任何方向的自由.与拒绝采

样的做法类似,我们从均匀分布中抽取一个随机数,即采样

ui－１~U(０,P(xi－１)).接着围绕这个采样点ui－１考虑一个带

有长度的分片(Slice),或者称之为步长δ.在这一步骤中采

样点ui－１可以处于分片中的任意位置,并不一定需要处在其

中间.这一方法对分片的长度或步长也十分具备鲁棒性,只

要现有分片的末端能够落在分布P(X)之内,我们就能继续

向分片端点的两侧延展并连接新的分片,如图１０所示.

(a) (b) (c)

图１０　分片采样

Fig．１０　Fragmentsampling

　　然后,我们在所有连接分片的范围内选择一个随机点,如

果这个随机点落在了分布P(X)的上方,那么就选择拒绝本

次随机采样,并且根据这个随机点相对于xi－１的位置关系,将

随机点到这一侧的分片端点的这段线段从整个分片中移除

(即以随机点为基准将分片分为两段,保留包含xi－１的这一段

而删除剩下的).这一操作可以确保对整个连接分片的范围

进行细化和精炼.如果本次选择的随机点被拒绝,那么就在

细化后的分片范围内再次选择一个随机点,如果这个新的随

机点依然落在了分布P(X)的上方,则重复上述调整分片范

围的操作;但如果这个新的随机点落在了分布P(X)的下方,

那么就选择接受其作为下一个采集的样本xi.分片采样算法

将重复执行上述过程直到我们获得所需的全部n个样本集合

S＝{xi}ni＝１.

３．５　采样方法的讨论与总结

本节简要总结了现有的采样方法并回顾了这些的方法优

缺点.采样方法分为两大类,即调查抽样和基于概率分布的

蒙特卡洛采样.调查抽样中通常有数据点或向量的集合,

研究人员从这些点中进行抽样.而蒙特卡洛采样则是从数据

的分布函数中进行采样,用于近似分布上数据函数的期望或

概率.现有的蒙特卡洛方法可以分为简单的蒙特卡罗方法和

马尔可夫链蒙特卡洛方法.

在简单的蒙特卡洛方法中,每次迭代都独立于前一次迭

代,因为每次迭代是使用简单样本分布独立执行的.简单的

蒙特卡罗方法包括重要性采样和拒绝采样:重要性采样是使

用另一种易于采样的分布来近似复杂分布上的数据函数的期

望;拒绝采样是使用易于采样的上限分布从而实现在复杂分

布中采样.

在马尔可夫链蒙特卡洛方法中,每次迭代都依赖于前一

次迭代,因此采样不是盲目独立的,而是具有马尔可夫链的特

性.现今研究中重要的 MCMC 方法包括 Metropolis采样、

MetropolisＧHastings采样、Gibbs采样和分片采样.MetropoＧ

lis采样算法使用易于采样的简单分布来抽取下一次的样本,

同时这样的简单分布需要满足其均值与前一个样本相同,这

一作为辅助的建议分布函数在 Metropolis算法中是对称的.
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MetropolisＧHastings算法通过改良 Metropolis算法中建议分

布函数的接受率的大小,实现了放松建议分布函数需求的对

称限制,并且放大了 Metropolis算法的接受率,同时加快了马

尔可夫链 的 收 敛,使 得 Metropolis算 法 的 应 用 范 围 更 广.

Gibbs采样使用以其余坐标为条件的每个坐标的条件分布来

抽取样本,Gibbs采样可以被看作是概率为１的 MetropolisＧ

Hastings算法的一个特例.在 Metropolis算法中,一个十分

重要的问题就是如何选择合适的步长.与这一算法不同,分

片采样是一种对步长具有鲁棒性的 MCMC方法,其特点是考

虑前一个样本两端的分片,并在这些分片的范围内抽取样本.

蒙特卡洛方法的另一个问题就是随机游走行为通常比较缓

慢,在数据范围很大或是特征维度很高时无法快速得到结果,

导致算法效率不高.针对这一问题提出的哈密顿蒙特卡洛方

法可以做到更快速地在数据范围内进行搜素.此外,也可以

使用一些过松弛方法,例如 Adler过松弛和有序过松弛等技

术来加速 Gibbs采样对数据范围的探索,尤其是在数据维度

之间高度相关的情况下.

４　并行回火研究综述

４．１　简介

并行回火(ParallelTempering,PT),或称之为副本交换,

这一模拟技术的起源可以追溯到 １９８６ 年 Swendsen等的研

究[１３７].这篇论文中介绍了一种被称为副本蒙特卡洛的方

法,这一方法会在一系列的温度下模拟目标分布的副本,并且

相邻温度下的副本会进行部分配置信息的交换.如今,我们

更为熟悉的具有完整配置信息交换特点的并行回火方法,则

是由 Geyer于１９９１年提出的,该文献中[１３８]给出了具体的阐

述与公式.在并行回火方法被提出的最初,这一新方法的应

用仅限于统计物理学中的问题.然而,当 Hansmann在生物

分子的蒙特卡罗模拟[１３９]中使用了该方法之后,Falcioni等使

用了并行回火进行 X 射线结构测定[１４０],Okamoto等提出了

并行回火的分子动力学版本[１４１]等.由此,并行回火这一方

法在物理、化学、生物学、工程和材料科学等领域的应用得到

了迅速的发展.

并行回火又名副本交换的马尔可夫链蒙特卡洛采样,是

MCMC的一种推广,该算法的一般思想是模拟所要求取的目

标系统的 M 个副本系统,每个副本与原系统完全相同,以使

它们处于不同温度下对目标分布进行近似和采样.高温下的

系统通常能对更大的范围区域进行采样,但其采样精度通常

较低;而低温系统通常能够在空间局部区域进行较为精确的

采样,但通常在计算机模拟的时间内可能会陷入局部的最小

值.针对在高温和低温条件下进行采样的不同特点,并行回

火方法通过允许不同温度下的系统交换完整配置的行为来实

现良好的采样.因此,并行回火方法引入较高温度的系统从

而确保较低温度系统可以访问采样空间内的每一组具有代表

性的低温区域,即具有了跳出局部最优解的手段,这也是单一

马尔可夫链采样方法中通常无法访问的区域,以此来实现较

好的全局最优性.这一过程如图１１所示.

图１１　并行回火

Fig．１１　Paralleltempering

由定义可知,并行回火方法模拟 M 个而不是一个副本,

这一需求与传统的 MCMC方法相比会导致增大 M 倍的计算

量,这种额外的消耗正是该方法在提出之初无法被迅速采用

的原因之一.但随着应用的逐渐增加,最终我们发现并行回

火模拟的效率比标准的单温度蒙特卡罗模拟要高出１/M 倍

以上,效率提高的原因在于并行回火允许较低温度系统对搜

索空间的更多区域进行采样.在传统 MCMC方法中,如果只

是对 M 倍长的单一温度模拟进行常规采样,那么较低温度系

统也依然无法访问这些区域.除此之外,由于并行回火在各

个温度的副本之间都能保持良好的独立性,因此这一方法也

可以有效地利用大型CPU集群,使得其中不同的副本能够实

现真正在硬件层面上的并行运行,从而大大缩短运行时间,提

高算法效率.并行回火方法的另一个好处是可以生成处于一

系列不同温度之下的模拟结果,这些结果具有特定的研究价

值.综上所述,现今众多学者普遍认识到并行回火是一种十

分有用且强大的计算方法.

在并行回火方法的实现中,一个容易引发争议的问题就

是关于副本之间进行配置交换的细节.与此相关的问题包

括:使用多少个不同的副本并且每个副本分别在什么温度下

使用? 相邻温度的副本之间应该尝试交换的频率是多少? 以

及在不同副本上花费的相对计算工作量有多大等.此外,还

有一个值得思考的问题是,由于模拟一个大小为 N 的系统需

要以 N 的规模增长的副本数量,为了克服这一复杂度的局

限性,如何做到仅交换系统的一部分但依然能够合理保证模拟

与运算的正确性.本文也将提出并阐述这些存在的争议点.

如今,由于并行回火方法在模拟领域的广泛应用,也出现

了一些值得讨论的新议题.首先需要思考的一点就是温度可

能并不总是最好的回火参数,并行回火也可以使用温度以外

的顺序参数进行,最重要的是如何选择在交换行为下能够提

供最有效的平衡的顺序参数.此外,研究表明并行回火方法

也可以扩展到高维空间,这就引出了在多维空间下的多个有

序参数中,如何保证同一模拟中的许多参数之间进行交换的

正确性这一问题.

并行回火可以与大多数其他的模拟方法相结合,因为
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如果正确地执行了交换步骤,就可以保持基础模拟系统的详

细平衡或是平衡条件.由此可见,并行回火方法在计算机模

拟领域中的适用范围是非常广泛的.这一特点更是带来了许

多具有广阔前景的方向,比如并行回火未来也许能够与量子

计算方法相结合.

４．２　基于蒙特卡洛采样的并行回火理论

在典型的并行回火模拟系统中,通常会有 M 个副本,每个

副本都有一个不同的温度参数Ti.通常地,有T１＜T２＜􀆺＜

Tm,并且T１即为目标副本的温度值.并行回火方法的精髓在

于,当处于不同的单一温度值下的副本在经过固定步的蒙特

卡洛移动之后,算法会随机选择两个相邻温度的副本,根据计

算得到的接受率的值来决定是否选择这两个副本进行交换.

需要注意的是,两个副本之间的交换会交换所有的参数信息.

以通用的并行回火模拟系统为例,在每个副本的温度值

设置好之后,由于副本之间没有能量交互,这个大型副本整体

的分配函数将由式(３６)给出:

Q＝∏
M

i＝１
　qi

N!∫dr
N
iexp[－βiU(rN

i )] (３６)

其中qi＝∏
N

j＝１
(２πmjkBTi)３/２来自于对动量的积分;mj是原子j

的质量;rN
i 表示了系统i中的N 个粒子的位置;βi＝１/(kBTi)

是温度值的倒数;U 代表势能,或称之为不涉及动量的哈密顿

量的一部分.如果在所有条件下执行交换行为的概率都相

等,则副本i和j之间的交换将被接受的概率为:

A＝min{１,exp[＋(βi－βj)(U(rN
i )－U(rN

j ))]} (３７)

交换行为通常发生在处于相邻温度下的系统之间,即在

式(３７)中有j＝i＋１.

并行回火是统计力学中的一种精确方法,因为这一方法

能够满足细致平稳或平稳条件[１４２],其具体的满足形式取决

于实现的方式.并行回火的这一特点是其与模拟退火相比的

一个重要优势,因为在后一种方法中无法定义整体的平均值.

并行回火是对单一温度下的系统中的任何一组蒙特卡洛运动

的补充,并且这类单系统运动是通过在每一次尝试相邻温度

下的交换来执行的.为了满足细致平稳条件,尽管在固定步

数的单温度蒙特卡洛移动之后执行交换能够满足平稳的充分

条件,交换操作也必须以一定的概率执行.一种交换和单温

度蒙特卡洛移动的典型序列如图１２所示.

图１２　温度交换

Fig．１２　Temperatureexchange

Kofke对交换实验的平均接受率‹A›进行了分析,并认为

这个量应该与不同温度区域之间的熵差有关[１４３].假设系统

内部的能量遵循高斯分布,使用计算机模拟大量的这种类型

的系统并进行仔细研究,如图１３所示,Kofke发现平均接受

率‹A›由以下式子给出:

‹A›＝erfc (１
２Cv)

１/２ １－βj/βi

(１＋(βj/βi)２)１/２[ ] (３８)

其中,Cv是恒定体积下的比热容,并且此数值在βi和βj之间的

温度范围内可以假设为是一个常量.简而言之,实验的接受

率取决于对较高温度进行采样的系统恰好位于对较低温度进

行采样的系统来说比较重要的搜索空间区域的可能性.当考

虑并行回火系统模拟的最佳温度选择时,关于接受率的这种

理论分析十分有用,这一点将在下文进行详细阐述.

４．３　并行回火的最佳温度选择

我们希望能够以最少的计算工作量实现最好的可能采样

结果,因此如何选择并行回火模拟中使用的副本数量和每个

副本的温度非常重要.副本的最高温度必须足够高,以确保

不会有副本陷入局部能量最小值,也就是局部最优解;同时使

用的副本数量必须足够多,以确保所有相邻副本之间都能发

生交换操作.现今的研究已经给出了一些关于副本的数量和

温度的建议.从图１３和式(３２)可以清楚地看出,能量直方图

必须重叠才能使得交换步骤被接受.Sugita等和 Kofke提出

可以使所有不同副本的接受率保持一致,从而尝试确保每个

副本在每个温度下能够经历相同的模拟时间[１４１,１４３].Kofke
的实验表明,对于Cv在整个温度范围内恒定的系统,温度的几

何级数(Ti/Tj＝常数)会导致相同的接受率.Sanbonmatsu
等[１４４]提出可以通过迭代求解以下式子来获得目标接受率:

Atarget＝exp[ΔβΔE] (３９)

其中,ΔE是处于相邻温度下的系统平均能量的差值[１４４].在

自适应温度控制方案中,Schug等已经提出并使用了用于调

整不同系统的温度以确保接受率能够维持在可接受范围内的

迭代方法[１４５].Predescu等扩展了这些方法,并且提出了一种

将温度分配给副本的最佳方案[１４６],该方案也基于迭代地调

整系统的温度.在他们的方案中,系统的最低温度是固定的,

而其他系统的温度则通过迭代求解由式(４０)来确定:

ΔE
σm

|Tj＝ ΔE
σ[ ]target

(４０)

对于每个温度Tj而言,有σm＝[σ(Tj)＋σ(Tj)]/２,表示两

个系统能量的平均偏差,我们可以通过选择目标值来达到所

需要的接受率.

图１３　温度选择

Fig．１３　Temperatureselection

Predescu等还考虑了并行回火模拟中的最佳接受率和副

本数[１４６].他们通过研究工作中使用的案例发现,已实现的

２０％的接受率并没有提高模拟的性能.Kone等对系统中温

度区间的选择进行了分析,其中假设Cv在每个温度区间内为

分段常数[１４７].他们认为,尽管情况并非总是如此,但这种假

设是合理的,其并不需要一个迭代方案,该方案会消耗宝贵的
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CPU 时间并违反详细平衡.他们的分析基于最大化系统的

均方位移σ２,因为它在温度范围内执行随机游走.σ２的值与接

受的掉期数量成正比.通过在接受概率方面最大化σ２,他们

发现２３％的接受概率是最佳的.该值与 Predescu等的经验

确定的２０％惊人地相似.Kone等建议调整温度间隔,以在模

拟的初始平衡期间实现２３％的接受概率.这种方法似乎是

在高效混合的平行回火模拟中选择温度间隔的有效方法.最

近,Huse等提出了一种类似的温度选择方案,该方案使用自

适应反馈优化算法来最小化最低和最高温度之间的往返时

间[１４８].这种方法更直接地表征了高温和低温之间的混合温

度系统.在复杂的情况下,配置交换的概率存在细微的瓶颈,

往返时间可能比平均接受概率能更好地表征并行回火的整体

效率.Huse等的方法对于这种复杂的情况来说是一种很有

效的方法,但一个相关的问题是应该在每个副本上花费多少

模拟工作.例如,似乎低温复制品将受益于额外的模拟工作,

因为低温下的相关时间更长.这个问题在文献中没有涉及.

４．４　并行回火与采样方法的结合与应用

并行回火的一般思想并不局限于不同温度下系统之间的

交换,已有大量研究人员提出了许多基于交换可替代参数的

方法,用以最大限度地减少影响正确采样的障碍.此外,并行

回火可以与大多数的采样方法相结合,这一技术的使用使许

多现有计算方法的采样有了很大的改进.

Fukunishi等开发了一种哈密顿并行回火方法,并将其应

用于生物分子系统[１４９].在这种方法中,只有部分粒子之间

的相互作用能量在不同的副本之间进行了调整.使用多个交

换变量的并行回火首先由 Yan等提出和开发[１５０Ｇ１５１].他们没

有考虑不同温度下的一维副本数组,而是建议使用n维数组,

其中每个维度代表在不同副本之间存在差异的一个参数.他

们的方案允许相同维度之内和不同维度之间的参数交换.与

之相似,Sugita等在分子动力学研究中利用了多维交换的思

想[１５２].Faller等也在多规则系统中研究和实现了并行回火

技术[１５３].如今,并行回火在多规则模拟、自由能计算和伞状

采样等领域中也得到了广泛的研究与应用[１５２Ｇ１５６].并行回火

与现有采样方法最有效的组合之一是使用基于 WangＧLandau
采样的状态密度方法,这一方法被提出后也取得了许多扩展

和成果[１５７Ｇ１６３].在长足的实验与研究中,并行回火已经与许

多其他计算方法相结合,而且在几乎所有的情况下,这一方法

的使用都带来了更好的采样结果和更高的计算准确性.

并行回火已经被成功地应用于许多一般性优化问题.

Habeck等提出了一种采样算法,用于搜索贝叶斯数据分析中

出现的概率密度[１６４].该方法利用了 Tsallis统计数据,并通

过解释折叠蛋白质的 NMR实验数据证明了引入并行回火的

有效性.在图像分析中,与模拟退火方法相比,并行回火已被

证明能够做到将成功率提高两倍,同时将平均位置误差降低

１/２.并行回火还被应用于在如风险分析中经常出现的复杂

和崎岖不平的势能面上,计算和定位全局的最小值.这一应

用理念与使用并行回火技术来实现贝叶斯推理中存在的计算

复杂后验分布函数的全局最优解有异曲同工之妙,这也正是

本文在讨论贝叶斯推理时引入了并行回火方法的重要原因.

结束语　本文针对复杂分布模型下的推理问题的研究进

行回顾,总结了包括变分推理和采样的两种主要解决方法.

首先,本文对近似推理的问题定义和基本理论进行介绍,并总

结了变分推理中的基础算法 CAVI、指数族下的变分推理和

非条件共轭模型中的变分法;然后,介绍了包括蒙特卡洛、

MCMC、MH 及其衍生算法在内的多种采样算法;随后结合

先前的论述介绍了并行回火算法的思想.本文对不同算法的

应用场景也分别进行了总结.

根据文中的论述,我们认为,未来复杂分布模型的相关算

法可以在如何增加变分算法的更优下界、寻找精度和速度的

平衡边界、探索变分法的统计学原理等方面更进一步,也可以

在加快采样算法的游走速度、设计更优的过松弛方法,以及选

取更好的并行回火温度序列等方面予以改进,并且可以在更

多实际情境下尝试应用.
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