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带隐变量的回归模型 EM 算法 

韩忠明 吕 涛 张 慧 姜同强 

(北京工商大学计算机与信息工程学院 北京100048) 

摘 要 带有隐变量的回归模型具有非常广泛的应用场合，隐回归模型的参数求解问题依赖于自变量的分布假设。 

基于自变量的beta分布的假设条件，给出了隐回归模型的EM算法，详细地推导了模型中的参数求解过程，给出了使 

用牛顿法求解beta分布参数的算法，并提出一个合适的初值选择算法。在模拟数据和真实数据的基础上进行了详细 

的比较性试验，结果表明，对具有不同分布特征的因变量观察值，EM算法能够有效地求解隐回归模型的参数。 
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AbstI ct There have a very wide range of applications for latent variable regression mode1．Estimation of the parame— 

ters of latent variable regression models depends on the assumptions of the distribution of the independent variables． 

Based on the Beta distribution of the independent variables，an EM algorithm for parameters estimation of latent regres— 

sion model was proposed in this paper．The detailed solution process in the model was derived．Newton method for sol— 

ving parameter of Beta distribution was given．Furthermore。an initial value selection algorithm was proposed．Compre— 

hensive experiments were conducted based on simulation datasets and real dataset．The experimental results show that 

the EM algorithm can efficiently estimate parameters with different distribution shapes of latent regression models． 

Keywords Latent regression model，EM algorithm ，Regression model 

近年来，图模型作为一种非常有效的统计学习模型受到 

了广泛的关注，应用领域越来越广泛。图模型涉及的变量较 

多，而受试验条件所限，变量中常存在一些无法观察到的变 

量，亦即隐变量。如果带隐变量的图模型联合概率分布可以 

获取，就可以采用 EM算法求解，但是在实际情况中，带隐变 

量的联合概率分布难以确定，如果可以假定隐变量和观察变 

量之间具有特定的作用形式，例如线性关系或非线性关系，那 

么隐变量的求解可以转化为带有隐变量的回归问题。如图 1 

所示，假设 32 ，32z，⋯，z 是隐变量，这些隐变量作用于可以观 

察到的变量 Y上。假设隐变量与观察变量之间具有的作用关 

系为y=f(x ，⋯，Xn)，则可以通过给定的观察变量的值 Y ， 

⋯

， 来估计隐变量的分布参数以及对应的值。非线性关系 

可以通过对数化等转化为线性关系，所以我们只讨论带隐变 

量的线性回归问题。 

假设一个线性回归模型为 一届+届z+e，如果 自变量 ,27 

为隐变量，随机误差s~N(0， )，而参数 岛， 以及 为未 

知参数，则称之为隐变量回归模型。我们需要构造有效的算 

法来估计参数的值以及隐变量．z的分布参数。 

本质上，带隐变量的回归模型和其他学习模型间存在一 

些对应关系。对于带隐变量的回归模型 一届+卢l +e，如果 

自变量X为0-1分类变量，则模型转化为混合模型。如果 自 

变量 服从正态分布，则模型为高斯混合模型。求解带隐变 

量的回归问题就是求解混合模型中的参数。 

隐变量回归模型具有很多实际应用领域，现实问题中很 

多现象存在隐因素的作用。例如在基因网络中，不同的基因 

之间存在调控关系，但是很多基因的表达无法直接通过试验 

观察得到，所以要建模不同基因间的作用形式就会形成隐变 

量模型。在社会网络中，节点之间存在关系的强弱，而关系的 

强弱可以通过交互的强弱来体现。关系的强弱无法在试验中 

获取，因此关系强弱可以建模为交互强弱上的回归模型。此 

外，在分类问题中，如果特征无法准确度量，则也可以采用隐 

回归模型求解。 

图 1 带隐变量的图模型示例 
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如果响应变量 的分布已知，可以推测隐变量32的分布。 

例如文献[2]针对响应变量Y和隐变量z都满足正态分布的 

问题，提出了求解方法。但如果响应变量的观察值不服从正 

态分布，则难以假设隐变量为正态分布。文献[1]提出了一个 

更为普适的框架，作者假设隐变量服从 beta分布，因为 beta 

分布在不同的参数下可以呈现不同的偏态，所以它能够较好 

地适应响应变量的分布。文献[2]提出了求解隐回归模型的 

EM算法，但没有给出 EM算法的完整计算过程。另外 EM 

算法对参数初始值比较敏感，文献没有提出合理的初值选择 

方法。 

本文根据文献[1]的启示以及隐回归模型的特点，详细地 

推导了隐变量为 beta分布假设条件下的参数求解 EM算法， 

提出了一个初值选择算法，并采用模拟数据和真实数据进行 

了大量试验。 

1 相关工作 

回归模型的求解以及相关应用研究已经非常成熟，但是 

对带有隐变量的回归模型的研究及其应用还相对较少。 

Moustaki等l_2 基于广义潜在特质模型提出了隐回归模型问 

题，在隐回归模型中，自变量的分布假设为标准正态分布，因 

变量为一元，所以自变量和因变量的联合概率分布和边缘概 

率分布都是正态分布。基于这个假设，文献给出了模型参数 

估计方法。Thaddeus等Ⅲ1]提出了基于beta分布的隐回归模 

型，给出了求解模型参数的EM算法，并通过很多实例说明了 

模型的有效性。 

Aitchison等__3]探索了不同回归模型的性质，尤其是逻辑 

斯蒂回归。由于逻辑斯蒂分布在不同的参数调节下，也可以 

呈现出不同形态，因此在隐回归模型中也可以采用逻辑斯蒂 

分布。如果因变量的取值不是连续值，而是离散值，例如计数 

值等，那么因变量的分布可以采用 beta二项分布I5 作为隐变 

量的假设分布。文献E6]提出了一种用来建模分类数据的隐 

高斯模型，并给出了一种新的似然函数模型。 

一 般而言，回归模型的误差可假设为高斯白噪声，但在具 

有长尾效应的因变量观察数据下，随机误差可能不是标准正 

态分布。Bartolucci等[4]提出了一个非常灵活的误差模型，它 

将误差建模为正态分布的混合模型，以便解决不同误差在不 

同数据点上的差异。 

文献[7]提出一个广义线性隐变量模型，模型可以非常灵 

活地应对非对称、多模态、重尾或轻尾光滑密度的情况，通过 

有限参数个数的半非参数规范方法计算出广义线性隐变量模 

型具体应用过程中的适应度要求，其中的参数使用极大似然 

估计方法进行估算。文献[8]提出一个非参数的隐变量模型 

的非参数估计方法，并指出非参数的隐变量模型不应该指定 

具体的基本分布。他们首先估计一个共同的因子分析模型， 

并假定该模型的基本矩阵结构，然后再使用非参数回归的方 

法去分析隐变量之间的关系。文献[9]提出了一个更广义的 

隐分类回归模型，以在因素分析过程中刻画不同隐因子所产 

生的不同结果。 

带隐变量的混合模型、图模型等是建模数据分析和数据 

挖掘等问题的有效方法。隐回归模型有很多应用，采用多维 

隐回归模型来表达异速生长扩展模型的数据具有很好的效 

果r1 “]，异速生长扩展模型的数据来自于不同的总体，采用 

隐回归模型可以很好地表达样本间的主成分。文献[12]研究 

了正态混合的 EM算法在非混合均匀分布上的情况，指出}昆 

合模型需要区分有限混合分布和非混合均匀分布。有限混合 

分布模型使用范围广泛且常与正态密度混合，因此很难与非 

混合均匀分布做出有效区分。文献[13]提出了一种灵活的无 

限混合模型，并将其用于研究值为连续的非确定性安慰剂的 

治疗效果。由于安慰剂效应的研究非常复杂，产生非确定性 

治疗效果的因素是潜在的，因此可以用隐回归模型建模非确 

定性问题。文献[】4]提出了一种线性混合效应模型的最优分 

割方法，以对安慰剂疗效进行研究。文献[15]研究_『从样本 

协方差中导出隐结构的分析方法，样本协方差矩阵导出的隐 

结构可以用来表示两个观察变量的隐效应。文献[16]在对隐 

藏变量的分布假设要求的前提下，研究了广义线性隐变量模 

型，使用一种几何方法，构建了连续半参数估计量，并给出了 

估计公式。 

2 隐回归模型 

设一个一般的线性模型为： 

一 届+Jelx+s 

其中，e~N(0， )为噪声，岛，屈以及a。为未知参数。如果因 

变量 X为一个随机变量，且通过实验无法观察得到x的值， 

而只能观察到响应变量 的值，通过响应变量Y的观测值，估 

计参数以及x的分布参数，则该模型为隐回归模型。 

2．1 参数求解的EM算法 

为了简单起见，我们先讨论变量 X为～元的随机变量， 

多元变量可以通过一元变量的计算方法进行推广。由于beta 

分布可以呈现不同的偏态，能够较好地适应响应变量的分布， 

因此假设随机变量x--beta(a，6)，z的分布密度函数为： 

(1-x) 1 

其中，参数 a，b是未知参数。 

根据2个随机变量分布的卷积，可以得到随机变量32，Y 

的联合概率分布密度为 ： 

f(x，3，)=S(Y1．z；岛，届， )g(xla，6) 

： N(3，；届+卢lz， )g( ；a，6) (1) 

则响应变量 Y的边缘分布为： 

，( )一 l N( ；届+J9l ， )g(xla，b)dx 

fl 1 二( 生 型 
一 I—— ：_e 2 g(x；a，b)dx (2) J 0~／2

" d 

最 大 期 望 算 法 (Expectation-maximization，EM algo— 

rithm)，在统计学习中常用来寻找依赖于隐性变量的概率模 

型中的参数最大似然估计。EM算法经过两个步骤交替进行 

计算：第一步是期望计算(E)；第二步是最大化(M)，通过最大 

化E步上求得的极大似然值来计算参数的值。 

我们采用EM算法求解隐回归模型中参数的值，根据响 

应变量Y的边缘分布，得到对数似然函数为： 

L(届，届，n，b，02)一一鲁In(2n)～罢1n(a2)一 

+妻1n(g( ， 
6)) (3) 

2．1．1 E步一期望计算 

由于对数似然函数中含有隐变量X，因此无法求得对数 
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似然函数值，也就无法得到参数的估计值，根据文献[2]，可以 

求对数似然函数在给定Y下的条件期望： 

EEL(~，届，口，6， )『 ]一 

一  

rl 1n(2 )一号ln( )一奎 
：= ± ±鱼互[童l 二 二 鱼墨[兰 ! 2 一- 

喜ln( )+耋(n--1)EEln(五)I ]+耋(6—1) 
E[-ln(1--x )I M] (4) 

从上式可以看出，计算条件对数似然期望需要分别计算 

五，z ，1n(矗)以及 ln(1一五)4个随机变量函数在给定 yi下的 

条件期望值。计算随机变量函数的条件期望的一般形式为： 

E(XIY=y)一l—z厂Yfy( 3，) 
其中 

fry( )一 

由于对数似然期望函数中难以直接求得变量 以及fl= 

(届， ) 的极值，因此需要采用不同的方法估计参数在给定y 

下的值。 

2．】．2 M步一参数估计 

对于fi=(届， ) ，我们可以单独考虑回归方程： 

y一 X+ 

其中，X和 y分别表示由z 和 组成的向量 ， 是随机噪声 

e的协方差矩阵。这样原来估计参数 一(岛， ) 的值转化为 

多元回归问题的参数估计，可使用最小二乘法估计参数的值： 

一 [x x]一 x y 

： (y y一2 x Y+pA(x x) A／ 

由于未知变量 x的存在，因此我们采用条件期望代替 

x，设 =EExlY]，则变量估计为： 

}=EEEx x 1y]]一 y (5) 

： (y y一2 y+各(E[x x I y]) A)／ (6) 
其中需要计算矩阵条件期望 E[ x】y]，x x的期望可以转 

化为和 X的X 期望。 

接下来，构造参数n和b的估计计算方法，根据条件期望 

(4)，难以直接求导计算极值点，因此参数 n和b的极值也无 

法直接得到，设 

咖 一喜ln( )+ (n-1)EEln( ]+ 

∑(6—1)￡[1n(1一丑)I2,-1 (7) 

式(7)中参数a和b的极值点也就是条件期望(4)中参数 

口和b的极值点，可采用牛顿法得到估计参数。和b的极值， 

采用牛顿法需要求出函数q(a，6)对a和b的一阶和二阶偏导 

数，对一阶偏导有： 

一  一  

+耋E[1n(5Cia 』 以 Q an 1 一 ’ 
y1)] (8) 

：n 一n + 耋25EE[‘In(．1．五 磊 ——— —一一 ——■ 一十 ： L l一五 
f )] (9) 

httpt|} ．r-project．org 
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同理可以求出二阶偏导数： 

】，d(1n(P(a 、̂、、 

一  ：  
d a

一

)

(1010) 一 荔 ——— —一  

一 一 可
d2ln(P(a)) (11) 

一 — —  一 一 —  (̈ ) 

=  —
dz(1 n(P (a+

一

b))
一  

d2ln(P(b)) (12) 
— —  一 一  —  一  

(1z) 

根据函数q(a，6)对n和6的一阶和二阶偏导数，可以得 

到牛顿法求解参数的过程，如算法 1所示。算法 1中涉及到 

对函数 ln(P(x))求一阶和二阶导数。在R”系统中，函数 di— 

gamma和trigamma可以直接求解一阶和二阶导数。采用矩 

估计法计算参数a和b的初值。 

算法 1 求参数 a和b的估计 

输入 ：误差阈值 e，迭代次数 N 

1．ex*-E[xilM] 

2．ex2 

s．ao一 +ex～ ·a0一 二石 十。 ～ 

4·bo~-ao ex 

5．fori一1：N do 

6． (ai，bi)—一(a 一 ，b )+(H ) g 

7．if(f(ai，bi) ·(ai，bi)一(ai 1，bi一 ) ·(ai 1，bi一1)f<e)then 

break； 

8．end 

算法 1中的H 和g 分别为根据式(8)一式(̈ )计算而 

得的函数q(a，6)的Hessian矩阵和梯度。算法采用 2个停止 

条件，第一个是预定义的参数估计误差阈值。 

2．2 参数初值选择算法 

EM算法求解隐回归模型的参数时，首先需要给定一组 

参数的初值。初值可以随机选择，即在参数定义域范围内随 

机选择一个值作为初值，但由于随机性强，参数最优值和收敛 

速度都难以保证。如果因变量的观察值分布呈现不同成分组 

合，则可以采用 k-means聚类对每个初值进行估计。由于1‘一 

means算法需要预先确定好 k的个数，且聚类的时间复杂度 

较高，因此我们给出了一个简单而有效的初值估计方法，如算 

法 2所示。 

算法2 参数 (届，届) 、 、“、b的初值选择 

输入：因变量y的观察值序列yi，⋯，yⅡ 

^ 

1．13o"--min(y1) 

A  ̂

2．B1"--max(Yi)一口0 

A Y 一Bo 
3·xi -一 

pi 

(yi～xA
i)。 

A i；1 。 ‘ 

n一2 

O．5 

 ̂  ̂

log(x )--log(Xi) 

 ̂

^ log(x ) 

6．b·t～— —  
A 

a 



 

算法2的基本思想是观察值归一化，归一化的参数作为 

回归参数，归一化的结果作为隐变量的近似值，采用极大似然 
 ̂  ̂

估计来计算隐变量的分布参数。 ， 采用了归一化方法估 

计，而在估计参数 n和b初值时采用了极大似然估计方法。 

由于对Gamma分布无法计算参数6／的极大似然估计值，故 

采用拟牛顿法求解或者采用近似解。 

3 试验与分析 

为了衡量 EM算法对隐回归模型参数求解的效果，我们 

采用 3个模拟数据集进行参数学习。另外采用一个真实的数 

据集进行建模分析。本文的实验均在同一平台之下进行，采 

用R语言实现了模型。 

3．1 模拟数据试验 

为了衡量EM算法对隐回归模型参数求解的效果，我们 

采用模拟数据集进行参数学习，首先给定一个 beta分布，基 

于这个分布生成一组随机数(每组随机数的个数为 5O0个)， 

然后采用给定的线性模型生成因变量的观察值。根据 beta 

分布的不同特性，我们分别生成了3组模拟数据，每组数据对 

应的参数值如表 1所列。 

表 1 模拟试验数据集 

试验编号 Beta0 Beta] a b Sigma 

0．1 

O．09 

0．1 

0．O8 

n 1 

0．09 

1 0．3 1．5 0．5 1．5 

学习参数 0．29 1．52 0．47 1．48 

2 1．5 2．5 1．5 1．5 

学习参数 1．49 2．51 l_48 l|52 

3 1．5 1．8 0．4 0．5 

学习参数 1．50 1．79 0．44 0．51 

参数学习过程中，我们设定迭代次数为100次，参数迭代 

误差为 0．01。3组拟合试验学习到的参数值列在表 1中，图 

2一图 4分别给出了每组数据拟合的效果 。 

表 1中的学习参数表示对应试验编号 EM算法学习到的 

参数结果。从表 1中可以看出： 

(1)在有限迭代次数下，EM算法可以学习到参数的近似 

结果。我们的试验迭代了100次，得到的参数结果与模拟数 

据的真实误差基本一致，其中最大的参数误差为 0．04，最小 

的参数误差为 O．001。这个结果说明了参数初值选择得较 

好，使得 EM算法可以在较少的迭代次数下获得精度较高的 

参数结果。 

(2)在3组实验中，第一组和第二组的参数结果优于第三 

组的参数。由于第三组模拟数据的分布为U型分布，因变量 

的观察值分布呈现两个成分的组合，而我们采用了简单的归 
一 化初值选择，没有采用 k-means聚类学习参数的初值，这是 

导致迭代在一定次数下和真实参数之间具有一定误差的潜在 

原因。 

图2、图3与图4分别给出了每组数据拟合的效果。每 

个图由3个子图组成，(a)子图为模拟数据的直方图；(b)子图 

为隐变量在 EM算法学习到的参数下的 beta分布密度曲线； 

(c)子图为因变量观察值和EM算法计算得到的自变量的期 

望值的点对图，其中横坐标为自变量的期望值，而纵坐标为因 

变量观察值。 

从 3组模拟数据的直方图可以看出，第一组模拟试验数 

据呈现偏态分布，用来模拟自变量呈指数或幂律分布下降的 

情况；第二组模拟试验数据呈现正态分布特征，用来模拟自变 

量呈正态分布的特征；第三组模拟试验数据呈现两个成分组 

合的特征，用来模拟自变量也呈多成分组合或 U型分布的特 

征。综合图2、图3与图4的模拟数据的结果，可以得出如下 

基本结论 ： 

(1)从图2、图3与图4的每个(b)子图可以看出，每组模 

拟数据得到的自变量的beta分布密度曲线与因变量的分布 

一 致。对第一组模拟数据，自变量的})eta分布呈指数分布的 

特征下降；对第二组模拟数据 ，自变量的 beta分布呈峰值双 

侧缓慢下降，与因变量的观察值分布形态一致；对第三组模拟 

数据而言，因变量的数据呈现两个成分组合的特征，可以看成 

2个正态分布的混合，但由于采用 beta分布作为白变量的分 

布，因此自变量的分布呈现U型。 

(2)结合图2、图3与图4的(c)子图可以看出，第二组数 

据下EM算法得出的自变量期望值和因变量的观测值相关性 

最高，呈直线相关；而第三组数据下自变量期望值和因变量的 

观测值相关性最差，尤其是在值的两端，也就是最大值和最小 

值附近(如图4(c)所示)，自变量期望值和因变量的观测值相 

关性较低。这个现象与第一组数据的结果一致，如图 2(c)所 

示。造成这种不相关性的原因在于 beta分布在偏态下降和 

U性分布时都是简单的下降，没有上升的过程，而在因变量的 

观测值分布上都有上升过程，用 beta分布建模这种上升过程 

只能依赖随机偏差，结果导致了在最大值和最小值附近相关 

性较低。 

(3)综合观察上述结论(1)(2)，可以得出采用 beta分布 

能够有效地建模和刻画各种形态下的因变量分布，采用噪声 

作为自变量和因变量的偏差可以实现因变量观察值中的波 

动。但是自变量的分布确定了自变量的取值特性，所以对于 

具有与 beta分布不同形态特征的因变量观察值，也可采用正 

态分布、Gamma分布以及指数分布等进行建模。 

图 2 模拟数据 1的拟合结果 

L5 20 2与 0 3．5 

(8) 

3 模拟数据 2的拟合结果 

图 4 模拟数据 3的拟合结果 
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3．2 真实数据试验 

真实数据集来自人人网的443个用户，这些用户来自于 

人人网中一个用户的所有好友，这些好友基本为初中、高中以 

及大学同学。我们采集了这些用户的基本信息、新鲜事、日 

志、相册以及照片，并采集 了这些信息的全部评论，形成了完 

整的测试数据集。 

我们试图定量评价真实人类社会网络中的关系强度，但 

关系强度难以计算。线上的社会网络为计算关系强度提供了 

可能，线上社会网络中用户间的关系通过交互体现，用户交互 

的强弱刻画了社会关系网络中用户关系的强弱。据直观分 

析，两个用户间的交互强度越高，用户的关系强度越高。所 

以，我们采用用户的交互强度作为因变量，用交互次数实现的 

计算模型作为观察值[” ；关系强度作为自变量，由于关系强 

度难以观察，因此它为隐变量，所以构建隐回归模型。 

我们采用与模拟数据相同的平台和程序计算隐回归模型 

的参数值，结果为：届一0．13，届一1．88；beta分布的两个参数 

a--O．42，b=4．18；而随机噪声的方差 一0．02。 

试验结果中的变量分布曲线如图5所示，其中(a)子图为 

通过交互次数计算得到的用户交互强度直方图；(b)子图为隐 

变量在EM算法学习到的参数下的beta分布密度曲线；(c) 

子图为交互强度和EM算法计算得到的关系强度期望值的比 

较图，其中黑色曲线为关系强度期望值，而蓝色曲线为交互强 

度。 

从(a)子图上可以看出交互强度呈现指数下降的趋势，对 

应的EM算法得出的关系强度期望值的理论分布也呈指数下 

降，如子图(b)所示。比较(a)(b)两个子图可以看出，两者的 

趋势基本一致。我们将交互强度和关系强度期望值进行比 

较，如子图(c)所示。对比分析交互强度和关系强度期望值可 

以看出： 

(1)交互强度和关系强度的趋势一致 ，尤其是在长尾效应 

上一致，但是关系强度在长尾部分的值更小，说明偶然交互带 

来的关系强度可以通过隐回归模型进行弱化； 

(2)对于交互强度较高的用户对，对应的关系强度也较 

高，但在中间值部分，通过隐回归模型计算得到的关系强度期 

望比交互强度的区分能力更强，这表明关系强度期望值能够 

较好地区分不同用户间的关系紧密程度。 

图5 真实数据的拟合结果 

结束语 隐回归模型在图模型、社会网络以及生物信息 

学等领域都具有广泛的应用。由于无法直接得到隐回归模型 

中自变量的分布，只能依赖因变量的观察值分布进行假设，因 

此需要选择具有普适性的自变量分布。beta分布在不同的参 

数条件下，可以呈现出不同的分布特性，本文采用 beta分布 

作为自变量的假设分布，给出了隐回归模型的EM算法，详细 

地推导了模型中的参数求解过程，给出牛顿法求解 beta分布 

参数的算法，并提出一个初值选择算法。模拟数据和真实数 

据的试验结果表明，对具有不同分布特征的因变量观察值，利 
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用EM算法都能够有效地求解隐回归模型的参数，同时也说 

明简单有效的初值选择能够满足实际需要。 

由于因变量的观察值分布具有不同的形式，对所有的分 

布都采用beta分布作为自变量的假设会带来一定的偏差，如 

何根据因变量观察值的分布特性，选择其它更具有普适性的 

分布或者根据不同的因变量观察值分布自动选择特定的自变 

量分布还有待研究。另外，非线性隐回归模型、多变量隐回归 

模型的求解也是非常有意义的研究课题。 
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