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摘　要　２０１８年以来,学者们在形式概念分析中提出并研究了“概念约简”的新课题,包括不必要概念、核心概念、相对必要概

念这３类概念的鉴别研究,以及概念约简算法的研究.文中提出了同效关系,研究了其重要性质,给出了通过同效关系鉴别３
类概念的简单的方法,并给出了由同效关系子集补集的概念格来得到概念约简的新算法.多年来,“约简课题”的算法都是使用

合取范式和析取范式相互转换的方法,很多学者甚至表示“约简问题”就等同于合取范式和析取范式的转换问题.文中研究了

不使用合取范式和析取范式转换来解决“约简课题”的新方法.该新方法不论是在理论上还是在实践上都极具意义,是一次新

的尝试.一个背景的“概念约简”往往非常多,全部求出没有太大意义,一般需要求包含某些概念的“概念约简”,而所提方法在

这方面具有显著的优越性.
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Abstract　Since２０１８,scholarshaveproposedandstudiedanewtopicof“conceptreduction”informalconceptanalysis．Including
unnecessaryconcepts,coreconcepts,relativelynecessaryconcepts,andtheidentificationofthreetypesofconcepts,andresearch

onconceptreductionalgorithm．Inthispaper,thesameeffectrelationisproposedanditsimportantpropertiesarestudied．ItpreＧ

sentsasimplewaytoidentifythreetypesofconceptsthroughthesameeffectrelationship,andproposesanewalgorithmforconＧ

ceptreductionwhichisbasedontheconceptlatticeofthecomplementsetofsubsetsofthesameeffectrelationship．Fordecades,

thealgorithmof“reductiontopic”hasadoptedthemethodofconjunctivenormalformanddisjunctivenormalformtransformaＧ

tion．Manyscholarsevensaidthat“reductionproblem”wasequivalenttothetransformationofconjunctiveparadigmanddisjuncＧ

tiveparadigm．Thispaperstudiesanewmethodtosolvethe“reductionproblem”withoutusingthetransformationbetweenconＧ

junctivenormalformanddisjunctivenormalform．Thisnewmethodisofsignificancebothintheoryandinpractice．Itisanew

attempt．Thereareoftenmany“conceptreduction”inabackground,soitisnotverymeaningfultofindoutalltheresults．GeneＧ

rally,itisnecessarytofindout“conceptreduction”containingsomeconcepts,andthemethodinthispaperhasparticularadvanＧ

tagesinthisrespect．

Keywords　Formalconcept,Conceptreduction,Sameeffectrelation,Objectconcept,Attributeconcept

　

１　引言

形式概念分析由德国数学家 Wille 教授于 １９８２ 年提

出[１],１９９９年,Ganter等对其做了小结[２],目前已被应用到很

多领域[３Ｇ６].在形式概念分析中,形式概念的个数随着对象属

性个数的增加而呈指数级增长,因此,形式概念分析中的“约
简”成为了近年来该研究领域的热点课题.

早在２００５年,Zhang等[７]就在国内最先研究了寻找保持

概念格同构的极小属性子集的约简问题,给出了属性协调集

与属性约简的基本定义以及判定定理,提出了利用差别矩阵

求解属性约简的方法,给出了属性分类及不同类型属性的特

征分析,以及利用属性特征构造属性约简的方法等一系列成

果.Zhang等[７]和 Wei[８]的研究思路已成为概念格属性约简

的主流模式.直至今日,很多学者的研究思想与方法都沿用

文献[７Ｇ８]的分析过程,形成了深远的影响.

后来,研究人员又进行了大量的相关研究.Wang等[９]

提出了保 持 交 不 可 约 元 外 延 集 不 变 的 属 性 约 简 方 法;Mi
等[１０]基于轴对称伽罗瓦连接重新考虑了概念格属性约简



问题;Li等[１１]又提出了保持并不可约元外延集不变的属性约

简方法.

而后,属性约简方法又被推广到了其他类型的形式背景

中.例如,Wei等[１２]将该方法推广到决策形式背景,研究了

条件属性约简问题,定义了强弱协调性,以满足不同的决策需

求;Li等[１３Ｇ１４]研究了在保持决策规则的决策能力不变的情况

下,对各种类型的决策形式背景的条件属性进行约简的问题;

Shao等[１５]研 究 了 广 义 单 边 形 式 背 景 的 属 性 约 简;Wang
等[１６Ｇ１７]借助区间集概念格,给出了不完备形式背景的属性约

简方法;Liu等[１８]基于面向对象概念格和面向属性概念格,通

过辨识矩阵来计算形式背景的所有约简;Qin等[１９]将文献

[１８]进一步推广到决策形式背景中;Zou等[２０]研究了语言值

概念形式背景的知识约简问题;Cornejo等[２１]研究了多伴随

概念格的属性约简.不仅如此,Ren等[２２]在三支概念分析[２３]

的框架下,利用形式背景的对象导出概念格,研究了保持格结

构、交(并)不可约元、粒概念不变的４种属性约简及它们之间

的内在联系.

２０１８年,我国学者 Wei等更提出了一个全新的约简课

题———概念约简.

概念约简是由形式概念在布尔矩阵因子分解中的巧妙应

用引起的.布尔矩阵因子分解是给定一个布尔矩阵(０Ｇ１矩

阵)Wn×m,寻找两个布尔矩阵An×k,Bk×m,使得Wn×m 可表示为

An×k,Bk×m的布尔乘积An×k􀳱Bk×m,且k尽可能小.这里An×k􀳱

Bk×m是按普通矩阵乘法,即其第i行、第j列的元素为Ai１×

B１j＋Ai２×B２j＋􀆺＋Aik ×Bkj,其中×与＋是:０×０＝０,１×

０＝０,０×１＝０,１×１＝１及 ０＋０＝０,１＋０＝１,０＋１＝１,１＋

１＝１.２００４年,Keprt等发现可以用形式概念解决这个问

题[２４].之后,Belohlavek等发表的一系列文章[２５Ｇ２８]对其进行

深入研究.他们的方法是:把矩阵Wn×m记作I,则 K＝(U,M,

I)就是一个形式背景,可认为其中 U＝{u１,􀆺,un},M＝
{m１,􀆺,mm }.若B(K)是它所有概念的集合,D＝{(X１,

Y１),􀆺,(Xk,Yk)}⊆B(K),且满足∪
k

l＝１
Xl×Yl＝I(这里×是笛

卡尔积),则用以下方法构造的矩阵An×k和Bk×m:

Ai,l＝
１, ui∈Xl
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{ ,Bl,j＝
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{

一定满足Wn×m＝An×k􀳱Bk×m.例如,若:
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其中,U＝{u１,u２,u３,u４},M＝{m１,m２,m３,m４}.

则全部概念是:

B(K)＝ {(u１u２u３u４,Ø),(u２u３u４,m１),(u１u４,m２),

(u１u２u３,m３ ),(u１u３,m３m４ ),(u４,m１m２ ),

(u２u３,m１m３),(u３,m１m３m４),(u１,m２m３m４),

(Ø,m１m２m３m４)}

若取B(K)的子集

D＝ {(u１,m２m３m４ ),(u２u３,m１m３ ),(u３,m１m３m４ ),

(u２u３u４,m１),(u１u４,m２)}

因D满足:

∪
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(这里u２u３＝{u２,u３},m１m３＝{m１,m３}等),所以由此得到的
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这里,一个关键的条件是:

D＝{(X１,Y１),􀆺,(Xk,Yk)}⊆B(K),∪
k

l＝１
Xl×Yl＝I

因此,如 何 寻 找 满 足 这 样 条 件 且 尺 寸 尽 量 小 的D＝
{(X１,Y１),􀆺,(Xk,Yk)}的问题就成了有重要意义的研究

课题.

２０１８年,我国学者Cao等[２９]在形式概念分析中开创性地

提出了一个全新的约简课题:寻找保持二元关系I不变的极

小概念子集的约简问题,并将其称为“概念约简”问题.

Cao等[２９]给出了概念约简的定义:若D⊆B(K), ∪
(X,Y)∈D

X×Y＝I,则称D为“协调集”;若D为“协调集”且对任何

(Xi,Yi)∈D,令D′＝D－{(Xi,Yi)},有 ∪
(X,Y)∈D′

X×Y≠I,则

称D为“概念约简”.该文将出现在所有概念约简中的概念

称为核心概念,将不出现在任何概念约简中的概念称为不必

要概念,将既不是核心概念也不是不必要概念的概念称为相

对必要概念.由于在概念约简过程中对这３类概念的鉴别非

常重要,因此概念约简课题的研究包括两部分:１)这３类概念

鉴别方法的研究;２)求概念约简D的方法的研究.２０２０年

Wei等[３０]从算子角度和布尔矩阵角度对这３类概念的鉴别

方法进行了更深入的研究.他们研究了极小区间,给出了考

虑这３类概念后,基于极小区间的概念约简的计算方法;进而

研究了概念约简与布尔矩阵的秩之间的关系;证明了对于任

意一个形式背景,都至少存在一个概念约简,其概念个数等于

与该形式背景对应的布尔矩阵的行秩,还至少存在一个概念

约简,其概念个数等于与该形式背景对应的布尔矩阵的列秩.

这些研究与文献[２９]的结论结合起来,就展示了从二元关系、
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算子、布尔矩阵这３个角度研究保持二元关系不变的概念约

简的一个很好的理论框架.最后还给出了３个有趣且具有研

究价值的深入探索的问题,为进一步的研究指明了方向.

２０２０年,Xie等[３１]从布尔向量角度得到了３类概念的概念特

征,进而从布尔矩阵的角度给出了３类概念的鉴别方法;用布

尔矩阵运算实现了对象概念区间集的极小运算及属性概念区

间集的极小运算;最后简化辨识矩阵,给出了基于布尔矩阵运

算的概念约简的求解算法,建立了一个基于布尔向量、布尔矩

阵的判定三类概念以及计算概念约简的科学的完整体系.

２０２１年 Wang等[３２]在形式背景上定义了一种全新的可辨识

矩阵,矩阵的行和列都是形式概念,矩阵的每个元素是由属于

所在行的形式概念的所有对象和属性对,但不属于所在列的

形式概念的对象和属性对构成的集合.利用概念可辨识矩阵

给出了三类概念的特征以及这３类形式概念的判断方法,给

出了基于概念可辨识矩阵来判定保持二元关系不变的概念协

调集的定理,并给出了基于概念可辨识矩阵寻找概念约简的

步骤.２０２１年Zhou等[３３]基于形式概念矩形理论,得到了３
类概念的新判断方法,研究了相对必要概念的最大数量和不

必要概念的最大数量的边界.

本文在文献[２９Ｇ３３]的成果的基础上,进一步研究概念约

简问题.本文的主要贡献如下:
(１)在３类概念的鉴别方面:研究了一种由同效关系IB

的行列元素个数来鉴别３类概念的极其简单的方法,该方法

简单、直观、方便、易行、运算次数少且不同于目前的方法.

(２)在计算概念约简方面:给出了利用IB 的补关系的概

念格来求解I的概念约简的一种新方法.该方法没有采用传

统的合取范式析取范式转换的框架,而是提出了一种新的思

路,展示了在约简课题上除使用的合取范式析取范式转换外,

还有其他方法可行,这对理论与实践都有一定意义.本文给

出了相应算法及相关分析,是一次有意义的尝试.

２　基本定义与原理

定义１[２]　设U 是对象的集合,M 是属性的集合,I⊆
U×M 是U 与M 间的关系,则称K＝(U,M,I)为一个形式背

景.若X⊆U,Y⊆M,令X∗ ＝{m∈M|∀u∈X:‹u,m›∈I},

Y∗ ＝{u∈U|∀m∈Y:‹u,m›∈I},

若X∗ ＝Y,Y∗ ＝X,则称(X,Y)是一个形式概念.X 是

这个概念的外延,Y 是这个概念的内涵.K的全部概念的集

合记作B(K).

注１　由定义１可看出,当且仅当‹u,m›∈I时m∈u∗ 及

u∈m∗ .

例１　设U＝{１,２,３,４,５,６,７,８},M＝{a,b,c,d,e,f,g,

h,i},I如表１所列,规定‹u,m›∈I时,u行、m 列为１,且记作

‹u,m›＝１.‹u,m›∉I时,u行、m 列为０,且记作‹u,m›＝０.

全部概念是C１＝(Ø,abcdefghi),C２＝(４,acghi),C３＝(３,

abcgh),C４＝(７,acde),C５＝(６,abcdf),C６＝(３４,acgh),C７＝
(２３,abgh),C８＝(１２３,abg),C９＝(３６,abc),C１０＝(６７８,acd),

C１１＝(６８,acdf),C１２＝(５６,abdf),C１３＝(２３４,agh),C１４ ＝
(５６８,adf),C１５＝(１２３４,ag),C１６＝(３４６７８,ac),C１７＝(１２３５６,

ab),C１８＝(５６７８,ad),C１９＝(１２３４５６７８,a),这里１２３代表{１,

２,３},ab代表{a,b}等.

表１　一个形式背景

Table１　Formalcontext

a b c d e f g h i
１ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
２ １ １ ０ ０ ０ ０ １ １ ０
３ １ １ １ ０ ０ ０ １ １ ０
４ １ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １
５ １ １ ０ １ ０ １ ０ ０ ０
６ １ １ １ １ ０ １ ０ ０ ０
７ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０
８ １ ０ １ １ ０ １ ０ ０ ０

引理１[２]　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,X１,X２⊆
U,Y１,Y２⊆M,于是:

(１)X１⊆X２,则X∗
１ ⊇X∗

２ ,Y１⊆Y２,则Y∗
１ ⊇Y∗

２ ;

(２)X１⊆X∗∗
１ ,Y１⊆Y∗∗

１ ;

(３)X∗
１ ＝X∗∗∗

１ ,Y∗
１ ＝Y∗∗∗

１ ;

(４)X１⊆Y∗
１ ⇔Y１⊆X∗

１ ⇔X１×Y１⊆I.

注２　由引理１知∀X⊆U,(X∗∗ ,X∗ )一定是概念,还知

∀Y⊆M,(Y∗ ,Y∗∗ )一定是概念.特别是当 X 是一个对象u
的集合{u}时,称(u∗∗ ,u∗ )为u的对象概念,记作γu.当Y 是

一个属性m 的集合{m}时,称(m∗ ,m∗∗ )为m 的属性概念,记

作μm.既不是对象概念也不是属性概念的概念被称为一般

概念.

定义２[２]　设K＝(U,M,I)是一个形式背景.(X１,Y１),
(X２,Y２)∈B(K),若X１⊆X２(必有Y２⊆Y１),则称(X１,Y１)是
(X２,Y２)的子概念,(X２,Y２)是(X１,Y１)的父概念,记作(X１,

Y１)≤(X２,Y２).若 X１⊂X２,则记作(X１,Y１)＜(X２,Y２).

若(X１,Y１)＜(X２,Y２)且不存在概念(X３,Y３)满足(X１,

Y１)＜(X３,Y３)＜(X２,Y２),则称(X１,Y１)是(X２,Y２)的直接

子概念,(X２,Y２)是(X１,Y１)的直接父概念,记作(X１,Y１)≺
(X２,Y２).

若L＝ {(X１,Y１),􀆺,(Xk,Yk)}⊆B(K ),且 (X１,

Y１)≻􀆺≻(Xk,Yk),则称L 是从(X１,Y１)到(Xk,Yk)的一条

链.若L１,L２ 都是链,且L１⊇L２,则称L２ 是L１ 的子链.当

L１⊃L２ 时,则称L２ 是L１ 的真子链.

例２　(继续例１)表１所列的形式背景的概念集合的

Hasse图[２]如图１所示,其中的对象概念及属性概念如图２
所示.一般概念有４个,即C１,C６,C９,C１０,也如图２所示.

图１　概念集合的 Hasse图

Fig．１　Hassediagramofconceptset

从μa到γ６的链L＝{μa,μb,γ５,γ６}如图２中粗实线所
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示.L１＝{μb,γ５},则L１ 是L的一条子链,而且是真子链.

图２　概念集合的对象概念及属性概念

Fig．２　Objectconceptandattributeconceptofconceptset

定理１　设K＝(U,M,I)是一个形式背景.若‹u,m›∈
I,则存在从μm 到γu的链.若‹u,m›∉I,则不存在从μm 到

γu的链.
证明:若‹u,m›∈I,则 m∈u∗ (见注１),m∗ ⊇u∗∗ (见引

理１(１)),于是(m∗ ,m∗∗ )≥(u∗∗ ,u∗ ),即μm≥γu.于是存

在(有时可能不止一组)(X１,Y１),􀆺,(Xk,Yk)∈B(K)满足

μm＝(X１,Y１)≻􀆺≻(Xk,Yk)＝γu,所以存在从μm 到γu
的链.

若‹u,m›∉I,但 存 在 从 μm 到γu 的 链:μm＝ (X１,

Y１)≻􀆺≻(Xk,Yk)＝γu,这样就有μm≥γu,即(m∗ ,m∗∗ )≥
(u∗∗ ,u∗ ).由m∗ ⊇u∗∗ 及u∗∗ ⊇{u}(见引理１(２))知m∗ ⊇
{u},即u∈m∗ ,从而‹u,m›∈I(见注１),与‹u,m›∉I矛盾.
所以‹u,m›∉I时,不存在从μm 到γu的链.

为了方便起见,将从μm 到γu 的各条链记作Lk‹m,u›,
其中k∈Tmu,Tmu是索引集.

例３(继续例２)　对于属于I的元素,例如‹２,g›∈I,从
图２可看到从μg 到γ２有两条链:L１‹g,２›及L２‹g,２›(见
图２中的粗点划线及粗虚线).对于不 属 于I 的 元 素,例 如

‹２,c›∉I,从图２可看到从μc到γ２没有链.
定义３　 设 K＝ (U,M,I).若 ‹u,m›∈I,(X,Y)∈

B(K),且‹u,m›∈X×Y,则称(X,Y)覆盖‹u,m›.若D⊆

B(K),∃(X,Y)∈D,(X,Y)覆盖‹u,m›,则称D覆盖‹u,m›.
若J⊆I,D覆盖J中的所有元素,则称D覆盖J.若D覆盖

J且对任何(X,Y)∈D,DＧ{(X,Y)}都不能覆盖J,则称D为

J的无冗余覆盖.
例４(继续例１)　‹２,g›∈I,C８＝(１２３,abg),有‹２,g›∈

１２３×abg,所以C８ 覆盖‹２,g›.
若D＝{C７,C８,C１７},由于其中C８ 覆盖‹２,g›,所以D覆

盖‹２,g›.
若J＝{‹１,b›,‹５,b›,‹３,g›,‹３,h›,‹２,h›},由于C７＝

{２３,abgh}覆盖‹３,g›,‹３,h›,‹２,h›,C８＝{１２３,abg}覆盖‹１,

b›,‹３,g›,C１７＝{１２３５６,ab}覆盖‹１,b›,‹５,b›,所以D覆盖

‹１,b›,‹５,b›,‹３,g›,‹３,h›,‹２,h›,故D覆盖J.

D不是J的无冗余覆盖,D′＝{C７,C１７}是J 的无冗余

覆盖.
定义４　设K＝(U,M,I)是一个形式背景,D⊆B(K),若

I＝ ∪
(Xi,Yi)∈D

(Xi×Yi),则称D为保持二元关系I不变的概念

协调集(简称协调集).对任意(X,Y)∈D,令D′＝D－{(X,

Y)},有I≠ ∪
(Xi,Yi)∈D′

(Xi×Yi),则称D为保持二元关系I不变

的概念约简(简称概念约简或约简)[２９].
只包含对象概念及属性概念的约简被称为基本约简,包

含一般概念的约简被称为一般约简.
定理２　设D⊆B(K).若D覆盖I,则D为协调集,若

D是I的无冗余覆盖,则D为概念约简.
证明:若D覆盖I,则D覆盖I中的所有元素,即∀‹u,

m›∈I 在B(K)中都存在(X,Y)覆盖‹u,m›,也即 ∀‹u,

m›∈I在B(K)中都存在(X,Y),使‹u,m›∈X×Y.于是I⊆
∪

(X,Y)∈D
(X×Y).另一方面,由引理１(４)知,若(X,Y)是概念,

则(X×Y)⊆I,于是 ∪
(X,Y)∈D

(X×Y)⊆I.这样I＝ ∪
(X,Y)∈D

(X×

Y).所以D是协调集.
若D是I的无冗余覆盖,则由D是I的覆盖可知D是协

调集.其次由于D是无冗余的,所以对任何(X,Y)∈D,D－
{(X,Y)}都不能覆盖I,即对任何(X,Y)∈D,D－{(X,Y)}都
不是协调集,所以D是概念约简.

３　同效关系

３．１　同效关系的定义

３．１．１　 定义的准备工作

引理２　设K＝(U,M,I),(X,Y)∈B(K),‹u,m›∈I,当
且仅当(X,Y)属于某条链Lk‹m,u›时,(X,Y)覆盖‹u,m›.

证明:(当)若(X,Y)∈Lk‹m,u›,则由定义２知μm≥(X,

Y)≥γu,根据注２,γu＝(u∗∗ ,u∗ ),于是 X⊇u∗∗ ⊇{u}(见引

理１(２)),所以u∈X.对偶地,Y⊇m∗∗ ⊇{m},所以 m∈Y.
故‹u,m›∈X×Y.

(仅当)若‹u,m›∈X×Y,则u∈X,m∈Y,于是 X∗∗ ⊇
u∗∗ (见引理１(１)),(X,Y)是概念,所以X∗∗ ＝X,故X⊇u∗∗ ,

因此(X,Y)≥(u∗∗ ,u∗ )＝γu.
另外,因m∈Y,所以m∗ ⊇Y∗ (见引理１(１)).因(X,Y)

是概念,有Y∗ ＝X,所以m∗ ⊇X,于是(X,Y)≤(m∗ ,m∗∗ )＝

μm,所以γu≤(X,Y)≤μm,于是有:

γu＝(X１,Y１)≺(X２,Y２)≺􀆺≺(X,Y)≺􀆺≺(Xt,Yt)＝

μm
所以(X,Y)属于某个Lk‹m,u›.

引理２说明链Lk‹m,u›,k∈Tmu上的每个概念都覆盖‹u,

m›,链Lk‹m,u›,k∈Tmu以外的概念都不覆盖‹u,m›.
例５(继续例１)　‹２,g›∈I,由图２可看到从μg到γ２有

２条链:

L１‹g,２›＝{μg,γ１,γ２}

L２‹g,２›＝{μg,μh,γ２}

L１‹g,２›与L２‹g,２›上的概念是:

μg＝(１２３４,ag),γ１＝(１２３,abg),γ２＝(２３,abgh),μh＝
(２３４,agh),显然它们都覆盖‹２,g›.

而L１‹g,２›与L２‹g,２›以外的概念,例如(６８,acdf),(３,

abcgh),(３６,abc),􀆺都不覆盖‹２,g›.
引理３　设K＝(U,M,I),(X,Y)∈B(K),‹u１,m１›,‹u２,

m２›∈I,当每条Lk１‹m１,u１›都是某条Lk２‹m２,u２›的子链时,
(X,Y)覆盖‹u１,m１›,就一定覆盖‹u２,m２›.

证明:设(X,Y)覆盖‹u１,m１›,由引理 ２知,存在某个

k１∈Tm１u１
使(X,Y)∈Lk１‹m１,u１›.

而Lk１‹m１,u１›是某条Lk２‹m２,u２›的子链,所以(X,Y)∈
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Lk２‹m２,u２›.于是再由引理２知,(X,Y)覆盖‹u２,m２›.
引理３说明:每条Lk１‹m１,u１›都是某条Lk２‹m２,u２›的子

链时,任何概念(X,Y)只要覆盖‹u１,m１›,就一定覆盖‹u２,

m２›,这时‹u２,m２›的覆盖问题不用单独考虑,只需考虑‹u１,

m１›的覆盖问题即可.
例６(继续例５)‹２,g›,‹３,g›∈I.
从μg到γ２的链有２条:

L１‹g,２›＝{μg,γ１,γ２}

L２‹g,２›＝{μg,μh,γ２}
从μg到γ３的链有３条:

L１‹g,３›＝{μg,γ１,γ２,γ３}

L２‹g,３›＝{μg,μh,γ２,γ３}

L３‹g,３›＝{μg,μh,C６,γ３}
由于L１‹g,２›是L１‹g,３›的子链,L２‹g,２›是L２‹g,３›的

子链,因IC‹３,g›的覆盖问题不用单独考虑,只需考虑‹２,g›
的覆盖问题即可.实际检查时我们看到覆盖‹２,g›的概念是:

μg＝(１２３４,ag),γ１＝(１２３,abg),γ２＝(２３,abgh),μh＝
(２３４,agh),它们都覆盖‹３,g›.

定义５　设K＝(U,M,I),‹u１,m１›,‹u２,m２›∈I,‹u１,

m１›≠‹u２,m２›,若每条Lk１‹m１,u１›都是某条Lk２‹m２,u２›的子

链,则称‹u２,m２›为“I的可删元素”,简称“可删元素”.
引理４　设 K＝(U,M,I)是净化的(∀u,v∈U,u∗ ＝

v∗ ⇒u＝v且∀m,n∈M,m∗ ＝n∗ ⇒m＝n)[２](下文只考虑净

化背景),‹u２,m２›为可删元素,当且仅当:

∃u１∈U,u∗
２ ⊃u∗

１ ,m２∈u∗
１

或 ∃m１∈M,m∗
２ ⊃m∗

１ ,u２∈m∗
１

证明:(当)若∃u１∈U,u∗
２ ⊃u∗

１ ,m２∈u∗
１ ,首先因 m２∈

u∗
１ ,所以根据注１知‹u１,m２›∈I,再由引理２知从μm２ 到γu１

有链.任取其中一条Lk１‹m２,u１›＝{Ci,􀆺,Cj},则:

μm２＝Ci≻􀆺≻Cj＝γu１

由于u∗
２ ⊃u∗

１ ,因此(u∗∗
２ ,u∗

２ )＜(u∗∗
１ ,u∗

１ ),即γu２＜γu１,
所以有Cj,􀆺,Ck 满足:

γu１＝Cj≻􀆺≻Ck＝γu２

于是存在从μm２ 到γu２ 的链:

μm２＝Ci≻􀆺≻Cj≻􀆺≻Ck＝γu２

Lk１‹m２,u１›是它的子链.再因u∗
２ ⊃u∗

１ ,所以u２≠u１,
‹u２,m２›≠‹u１,m２›,所以由定义５知‹u２,m２›为I的可删元

素.(∃m１∈M,m∗
２ ⊃m∗

１ ,u２∈m∗
１ 的情况对偶可证).

(仅当)若‹u２,m２›是可删元素,则由定义５知,存在‹u１,

m１›∈I使‹u１,m１›≠‹u２,m２›,设u１≠u２(m１≠m２ 的情况同

理可证).由定义５还知每条Lk１‹m１,u１›都是某条Lk２‹m２,

u２›的子链,由这个子链关系知μm２≥μm１ 及γu１≥γu２,再由

链Lk１‹m１,u１›本身知μm１≥γu１,于是μm２≥μm１≥γu１≥γu２.
由μm２≥γu１ 知(m∗

２ ,m∗∗
２ )≥(u∗∗

１ ,u∗
１ ),所以 m∗∗

２ ⊆u∗
１ .再

因m２∈m∗∗
２ (见引理１(２)),所以m２∈u∗

１ .再由γu１≥γu２ 知

u∗
１ ⊆u∗

２ .因u１≠u２,且背景是净化的,所以u∗
１ ⊂u∗

２ ,这样

∃u１∈U,u∗
２ ⊃u∗

１ ,m２∈u∗
１ .

例７(继续例６)由于１∗ ⊂２∗ ,a∈１∗ ,b∈１∗ ,g∈１∗ ,所
以‹２,a›,‹２,b›,‹２,g›是可删元素.由于h∗ ⊂g∗ ,２∈h∗ ,

３∈h∗ ,４∈h∗ ,所以‹２,g›,‹３,g›,‹４,g›是可删元素.

３．１．２　 同效关系的定义

定义６　设K＝(U,M,I),若IB 是I 中删去所有可删

元素后得到的,则称IB 是I的同效关系.
例８(继续例１)　我们用以下方法得到I(见表１)的IB.

首先令IB＝I,然后在IB 中删各个可删元素.

由于在I中,１∗ ⊂２∗ ,a∈１∗ ,b∈１∗ ,g∈１∗ ,所以在IB

中删去‹２,a›,‹２,b›,‹２,g›;由于在I中,２∗ ⊂３∗ ,a∈２∗ ,b∈
２∗ ,g∈２∗ ,h∈２∗ ,所以在IB 中删去‹３,a›,‹３,b›,‹３,g›,
‹３,h›;由于在I中,５∗ ⊂６∗ ,a∈５∗ ,b∈５∗ ,d∈５∗ ,f∈５∗ ,
所以在IB 中删去‹６,a›,‹６,b›,‹６,d›,‹６,f›;由于在I中,

８∗ ⊂６∗ ,a∈８∗ ,c∈８∗ ,d∈８∗ ,f∈８∗ ,所以在IB 中删去‹６,

a›,‹６,c›,‹６,d›,‹６,f›;由于在I中,b∗ ⊂a∗ ,１∈b∗ ,２∈b∗ ,

３∈b∗ ,５∈b∗ ,６∈b∗ ,所以在IB 中删去‹１,a›,‹２,a›,‹３,a›,
‹５,a›,‹６,a›;由于在I中,c∗ ⊂a∗ ,３∈c∗ ,４∈c∗ ,６∈c∗ ,７∈
c∗ ,８∈c∗ ,所以在IB 中删去‹３,a›,‹４,a›,‹６,a›,‹７,a›,
‹８,a›.至此a列元素已全部被删,所以不用再考虑哪列是a
列的子列.由于在I中,e∗ ⊂c∗ ,７∈e∗ ,所以在IB 中删去

‹７,c›;由于在I中,e∗ ⊂d∗ ,７∈e∗ ,所以在IB 中删去‹７,d›;

由于在I中,f∗ ⊂d∗ ,５∈f∗ ,６∈f∗ ,８∈f∗ ,所以在IB 中删

去‹５,d›,‹６,d›,‹８,d›;由于在I中,i∗ ⊂h∗ ,４∈i∗ ,所以在

IB 中删去‹４,h›;由于在I中,i∗ ⊂g∗ ,４∈i∗ ,所以在IB 中删

去‹４,g›;由于在I中,h∗ ⊂g∗ ,２∈h∗ ,３∈h∗ ,４∈h∗ ,所以

在IB 中删去‹２,g›,‹３,g›,‹４,g›;已再没有子集隶属关系,
最后的IB 如表２所列.

表２　同效关系IB

Table２　SameeffectrelationIB

a b c d e f g h i
１ ０ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
３ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
５ ０ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
６ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
７ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
８ ０ ０ １ ０ ０ １ ０ ０ ０

３．２　同效关系的性质

定理３　设K＝(U,M,I),若IB 是I 的同效关系,D⊆

B(K),则D只要覆盖IB 就一定覆盖整个I.
证明:设D覆盖IB.任取一个‹u,m›∈I但‹u,m›∉IB

的‹u,m›,现证明D也覆盖‹u,m›.
因为‹u,m›∉IB,所以‹u,m›是可删元素,于是由引理４

知,存在u１∈U 满足u∗
１ ⊂u∗ 且 m∈u∗

１ (存在 m１∈M 满足

m∗
１ ⊂m∗ 且u∈m∗

１ 的情况对偶可证).取满足以上条件按

u∗
１ 子集隶属关系最小的u１,即不存在u∗

２ ⊂u∗
１ 也满足u∗

２ ⊂
u∗ 且m∈u∗

２ .这样取值的u１,不存在u∗
２ ⊂u∗

１ 且m∈u∗
２ ,所

以‹u１,m›一定是不可删元素,即‹u１,m›∈IB.设D中是(X,

Y)覆盖了‹u１,m›,于是u１∈X,m∈Y,这样u∗
１ ⊇X∗ (引理１

(１)).而u∗
１ ⊂u∗ ,所以u∗ ⊇X∗ ,于是u∗∗ ⊆X∗∗ (见引理１

(１)).又因{u}⊆u∗∗ (见引理１(２))及(X,Y)是概念,X∗∗ ＝
X,所以{u}⊆u∗∗ ⊆X∗∗ ＝X,于是u∈X,m∈Y,所以(X,Y)
覆盖‹u,m›.

定理４　设K＝(U,M,I).若IB 是I 的同效关系,u∈
U,m∈M,则γu能且只能覆盖IB 中u 行的每个元素,μm 能

且只能覆盖IB 中m 列的每个元素.
证明:设‹u,m１›是IB 中u 行的任一元素,当然它也是I

中u行的一个元素,于是m１∈u∗ (见注１).另外u∈u∗∗ (见
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引理１(２)),所以‹u,m１›∈u∗∗ ×u∗ ,因γu＝(u∗∗ ,u∗ ),所以

γu覆盖‹u,m１›.由于‹u,m１›是IB 中u 行的任一元素,所以

γu能覆盖IB 中u行的每个元素.现设γu还覆盖IB 中u 行

以外的元素‹u１,m２›.因γu＝(u∗∗ ,u∗ ),所以u１∈u∗∗ ,m２∈
u∗ .由u１∈u∗∗ 得u∗

１ ⊇u∗∗∗ ＝u∗ (见引理１(１)和(３)),所以

(u∗∗
１ ,u∗

１ )≤(u∗∗ ,u∗ ),即γu１≤γu.由 m２ ∈u∗ 得,m∗∗
２ ⊆

u∗∗∗ ＝u∗ (见引理１(１)和(３)),所以(m∗
２ ,m∗∗

２ )≥(u∗∗ ,u∗ ),
即μm２≥γu.所以μm２≥γu≥γu１,每条Lk１‹m２,u›都是某条

Lk２‹m２,u１›的子链,且‹u,m２›≠‹u１,m２›.因此由定义５知

‹u１,m２›可删,这与‹u１,m２›是IB 中的元素矛盾,所以γu不

能覆盖IB 中u行以外的元素(μm 能且只能覆盖IB 中m 列的

每个元素对偶可证).
例９(继续例８)　由表２可看出,在IB 中,γ１＝(１２３,

abg)覆盖且只覆盖１行的元素‹１,b›及‹１,g›;γ２＝(２３,abgh)
覆盖且只覆盖２行的元素‹２,h›;γ３＝(３,abcgh)覆盖且只覆盖

３行的元素‹３,c›;μb＝(１２３５６,ab)覆盖且只覆盖b列的元素‹１,

b›及‹５,b›;μc＝(３４６７８,ac)覆盖且只覆盖c列的元素‹３,c›及
‹８,c›;μe＝(７,acde)覆盖且只覆盖e列的元素‹７,e›;等.

通过同效关系可以极其简便地鉴别３类概念.

４　３类概念的鉴别方法

定义７[２９Ｇ３０]　将出现在所有约简中的概念称为核心概

念,不出现在任何约简中的概念称为不必要概念,将既不是核

心概念也不是不必要概念的概念称为相对必要概念.核心概

念、不必要概念、相对必要概念被统称３类概念.
除３类概念外,本文还定义了一种伪核心概念.
定义８　若某个对象u及某个属性m 满足:每个基本约

简中或者有γu或者有μm,且γu与μm 不同时出现在同一个

基本约简中,则称(γu,μm)为“伪核心概念对”,称γu及μm 为

“伪核心概念”.
根据定理３及定理４,对３类概念及伪核心概念,我们提

出了极其简单的鉴别方法.
方法１(１)当且仅当IB 的u 行为全０时,γu 是不必要

概念.
(２)当且仅当IB 的m 列为全０时,μm 是不必要概念.
(３)当且仅当IB 的u 行只有一个元素‹u,m›＝１时,γu

是伪核心概念,与μm 形成伪核心概念对.
(４)当且仅当IB 的m 列只有一个元素‹u,m›＝１时,μm

是伪核心概念,与γu形成伪核心概念对.
(５)γu＝μm 是核心概念[３０],则IB 的IB 行、m 列都只有

一个元素‹u,m›＝１.
(６)当且仅当IB 的u 行有两个或两个以上元素为１时,

γu是相对必要概念.
(７)当且仅当IB 的m 列有两个或两个以上元素为１时,

μm 是相对必要概念.
(８)当且仅当一般概念C＝(X,Y)满足(X×Y)∩IB ＝Ø

时,C是不必要概念.
(９)当且仅当一般概念C＝(X,Y)满足(X×Y)∩IB ≠Ø

时,C是相对必要概念.
(１０)一般概念C不可能是核心概念.
证明:(１)若u行为全０,则根据定理４,γu不覆盖IB 中的

任何元素,于是γu不出现在IB 的任何无冗余覆盖中.根据

定理３,γu也不出现在I的任何无冗余覆盖中.根据定理２,

γu不出现在任何约简中.
(２)对偶可证.
(３)根据定理４,在每个基本约简中‹u,m›或者由γu覆

盖,或者由μm 覆盖,所以在每个基本约简中或者有γu或者

有μm.由于u行除‹u,m›＝１外全为０,因此γu只覆盖‹u,

m›,不覆盖别的元素,于是基本约简中如果γu与μm 同时出

现,则γu将是冗余.这样γu与μm 不同时出现在同一个基

本约简中,所以(γu,μm)是伪核心概念对.
(４)对偶可证.
(５)因 γu＝μm,所 以 (u∗∗ ,u∗ )＝ (m∗ ,m∗∗ ).由 于

u∈u∗∗ (见引理１(２)),而u∗∗ ＝m∗ ,所以u∈m∗ ,由注１知

‹u,m›∈I,‹u,m›＝１.若u行还有m１≠m 而‹u,m１›＝１,则

m１∈u∗ (见 注 １).于 是 m∗
１ ⊇u∗∗ (见 引 理 １(１)),但

u∗∗ ＝m∗ ,所以 m∗
１ ⊇m∗ ,而 m１ ≠m,背景是净化的,所以

m∗
１ ⊃m∗ .由于u∈m∗ ,因此‹u,m１›是可删元素(见引理４).

这样IB 中u行只能有一个元素‹u,m›＝１(m 列只有一个元

素‹u,m›＝１,对偶可证).
(６)若u行有两个或两个以上元素为１,则γu不是不必

要概念,也不是核心概念,而是相对必要概念.
(７)对偶可证.
(８)若(X×Y)∩IB ＝Ø,则C 不覆盖IB 中的任何元素,

于是C不出现在IB 的任何无冗余覆盖中.根据定理３,C 也

不出现在I的任何无冗余覆盖中.根据定理２,C不出现在任

何约简中.
(９)若(X×Y)∩IB≠Ø,则C不是不必要概念.另外由下

面的(１０)知,C也不可能是核心概念,所以是相对必要概念.
(１０)根据定理４,{γu|u∈U}将覆盖IB 的每一行,从而覆

盖整个IB.根据定理３,{γu|u∈U}也将覆盖整个I.于是根

据定理２,{γu|u∈U}是协调集.这样它或它的子集将是概念

约简,所以存在完全由对象概念组成的概念约简,这样一般概

念C不可能出现在所有概念约简中,不可能是核心概念.
例１０(继续例１及例８)　在例８中,我们从I(见表１)得

到IB(见表２).由IB 可看出:
(１)６行为全０,所以γ６是不必要概念.
(２)a列和d 列为全０,所以μa及μd 是不必要概念.
(３)２行只有１个元素‹２,h›＝１,所以γ２是伪核心概念,

与μh组成伪核心概念对(γ２,μh);３行只有１个元素‹３,c›＝
１,所以γ３是伪核心概念,与μc组成伪核心概念对(γ３,μc);４
行只有１个元素‹４,i›＝１,所以γ４是伪核心概念,与μi组成

伪核心概念对(γ４,μi);７行只有１个元素‹７,e›＝１,所以γ７
是伪核心概念,与μe组成伪核心概念对(γ７,μe).

(４)e列只有１个元素‹７,e›＝１,所以μe是伪核心概念,
与γ７组成伪核心概念对(γ７,μe);g列只有１个元素‹１,g›＝
１,所以μg是伪核心概念,与γ１组成伪核心概念对(γ１,μg);

h列只有１个元素‹２,h›＝１,所以μh是伪核心概念,与γ２组

成伪核心概念对(γ２,μh)i列只有１个元素‹４,i›＝１,所以μi
是伪核心概念,与γ４组成伪核心概念对(γ４,μi).

(５)２行、h列分别只有一个元素‹２,h›＝１;４行、i列分别

只有一个元素‹４,i›＝１;７行、e列分别只有一个元素‹７,e›＝
１.核心概念只能在这三者之中.２∗ ≠h∗∗ ,γ２,μh 不是核心

概念;４∗ ＝i∗∗ ,γ４＝μi是核心概念;７∗ ＝e∗∗ ,γ７＝μe是核心
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概念.这大大缩小了用u∗ ＝m∗∗ 查找核心概念的搜寻范围.
(６)１行、５行、８行有两个或两个以上元素为１,所以γ１,

γ５,γ８是相对必要概念.
(７)b列、c列、f列有两个或两个以上元素为１,所以μb,

μc,μf是相对必要概念.
(８)C６＝(３４,acgh),C９＝(３６,abc)与C１０＝(６７８,acd)是

一般概念(见例１及图２)

３４×acgh∩IB≠Ø
３６×abc∩IB≠Ø
６７８×acd∩IB≠Ø

所以它们都是相对必要概念.
本例中一般概念都不是不必要概念,但有一般概念是不

必要概念的情况,具体见下例.
例１１　I如表３所例,IB 如表４所列.

表３　例１１的形式背景

Table３　Formalcontextofexample１１

a b c d e
１ １ ０ ０ ０ １
２ １ ０ １ １ ０
３ ０ １ １ １ １
４ １ １ ０ １ １
５ １ ０ １ １ １

表４　例１１的同效关系IB

Table４　SameeffectrelationIBofexample１１

a b c d e
１ １ ０ ０ ０ １
２ １ ０ １ ０ ０
３ ０ １ １ ０ ０
４ ０ １ ０ ０ ０
５ ０ ０ ０ ０ ０

其所有概念是:

C１＝(Ø,abcde),C２＝(３,bcde),C３＝(５,acde),C４＝(４,

abde),C５＝(３５,cde),C６ ＝(３４,bde),C７ ＝(４５,ade),C８ ＝
(２５,acd),C９ ＝(３４５,de),C１０ ＝(１４５,ae),C１１ ＝(２３５,cd),

C１２＝(２４５,ad),C１３＝(１３４５,e),C１４＝(２３４５,d),C１５＝(１２４５,

a),C１６＝ (１２３４５,Ø).其 中 一 般 概 念 C７ ＝ (４５,ade)满 足

(４５×ade)∩IB＝Ø,是不必要概念.一般概念C９＝(３４５,de)
满足(３４５×de)∩IB ＝Ø,也是不必要概念.可验证,它们将

不出现在任何约简中.
本文的约简方法不需要用到极小区间,但同效关系IB 简

单地提供了极小区间,我们提出了以下方法.
方法２　Ium ＝[γu,μm]是极小区间,当且仅当‹u,m›∈IB

(关于极小区间的定义请参考文献[２９Ｇ３２]).
证明:若‹u,m›∈I,而Ium 不是极小区间,则存在‹v,n›∈

I,有Ivn⊂Ium ,即[γv,μn]⊂[γu,μm],也即[(v∗∗ ,v∗ ),(n∗ ,

n∗∗ )]⊂[(u∗∗ ,u∗ ),(m∗ ,m∗∗ )],于是(u∗∗ ,u∗ )≤(v∗∗ ,v∗ )
及(n∗ ,n∗∗ )≤(m∗ ,m∗∗ ),且至少有一个是＜.若是(u∗∗ ,

u∗ )＜(v∗∗ ,v∗ ),则u∗ ⊃v∗ .另外由n∗∗ ⊇m∗∗ 及 m∈m∗∗

(见引理１(２))知m∈n∗∗ .再因[(v∗∗ ,v∗ ),(n∗ ,n∗∗ )]是区

间,所以(v∗∗ ,v∗ )≤(n∗ ,n∗∗ ),所以v∗ ⊇n∗∗ .由此m∈v∗ .
这样由u∗ ⊃v∗ 及m∈v∗ 根据引理４知 ‹u,m›是可删元素.

同理,若是(n∗ ,n∗∗ )＜(m∗ ,m∗∗ ),也能得出‹u,m›是可

删元素.这样只要Ium 不是极小区间,存在Ivn⊂Ium ,则‹u,m›
就是可删元素,所以根据定义６,删掉所有可删元素后,每个

‹u,m›∈IB,Ium ＝[γu,μm]都是极小区间.

例１２(继续例１)　由IB(见表２)可以看出,有１０个极小

区间:[γ１,μb],[γ５,μb],[γ３,μc],[γ８,μc],[γ７,μe],[γ５,μf],
[γ８,μf],[γ１,μg],[γ２,μh],[γ４,μi].其中[γ７,μe],[γ４,

μi],因γ７＝μe,γ４＝μi,所以它们将退化为一个概念.

５　现有３类概念及极小区间判定法比较

本文只利用背景K＝(U,M,I)中的I及判定子集的运

算,即可求出一个IB (见例８).而由IB 即能得到不必要概

念、核心概念、相对必要概念及极小区间(见方法１及方法

２).这与其他方法的具体对比如下.
(１)文献[３１]着重于细致、严格的矩阵运算,因此判定方

法需要计算以下２９个矩阵:对象关系矩阵 M、属性关系矩阵

N、对象概念线性组合矩阵S、属性概念线性组合矩阵T、对象

不必要概念特征矩阵Sd、属性不必要概念特征矩阵Td、对象

不必要概念特征复制矩阵Sc、属性不必要概念特征复制矩阵

Tc、对象概念可线性表示系数矩阵SI、属性概念可线性表示

系数矩阵TI、对象核心概念判定矩阵 H、属性核心概念判定

矩阵L、对象核心概念特征矩阵 Hd、属性核心概念特征矩阵

Ld、对象相对必要概念特征矩阵Od、属性相对必要概念特征

矩阵Ad、对象概念区间简化矩阵K、属性概念区间简化矩阵

R、对象复制矩阵Cj、属性复制矩阵Ci、对象概念区间极小运

算矩阵Cj
del、属性概念区间极小运算矩阵Cidel、概念辨别矩阵

D 以及P,Q,W,V,Wu,Vu.而本文只需要计算一个IB 即可.
(２)文献[３２]着重于对一种可辨识矩阵D的研究,创新

且富有意义.但计算可辨识矩阵D不仅需要背景中的I,还
需要概念格.本文计算IB 只需要I,不需要概念格.另外文

献[３２]在判定不必要概念时,如果 ∩
ℂ∈C

D(ℂ,ℂj)≠Ø,就要使

用定理９,而定理９要判定:∀(g,m)∈ ∩
ℂ∈C

D(ℂ,ℂj)都有

|ε(g,m)|≥３且∃ε⊂ε(g,m),使得ε＝ε(g１,m１),(g１,m１)∈Y,在理

论上意义巨大,但计算工作量也非常大.这样的情况很常见,

例如表５所列的背景中,有C＝{(１２,abdf)},除(Ø,abcdef)
外,所有概念都有 ∩

ℂ∈C
D(ℂ,ℂj)≠Ø,都要使用定理９中的运

算.再如表６所例的背景,没有核心概念,所有概念都要使用

定理９中的运算.而本文只根据IB 行全０或列全０即可得

到各个不必要概念.

表５　计算工作量大的形式背景

Table５　Computationallyheavyformalcontext

a b c d e f
１ １ １ ０ １ ０ １
２ １ １ １ １ ０ １
３ ０ １ １ １ １ ０
４ ０ ０ ０ １ １ １
５ ０ ０ １ １ ０ １
６ ０ １ １ １ １ １

表６　另一个计算工作量大的形式背景

Table６　Anotherformalcontextthatiscomputationallyheavy

a b c d
１ ０ １ ０ １
２ １ ０ ０ １
３ １ １ ０ １
４ １ １ １ ０
５ ０ １ １ １
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　　(３)文献[２９Ｇ３０]的 方 法 是 国 内 外 第 一 个 概 念 约 简 的

方法,该方法全 面、准 确、严 格.由 于 该 方 法 不 需 要 一 般

概念是否是不必要概念的判定,所以该方法中不包括一

般概念是否是不必要概念的判定.本文考虑了这方面的

判定.

(４)文献[３３]着重于深入、精准地研究矩形理论及集合覆

盖理论.但其判定方法同样需要背景中的I和概念格.另外

该方法在计算核心概念时要检查所有概念的覆盖,在计算不

必要概念时,要对很多核心概念及边缘覆盖概念的覆盖情况

进行检查.而本文只需要背景中的I,不需要使用概念格,只

需用几次判定子集的运算.

(５)实验对比

本文使用 Matlab随机生成的数据.实验配置为:Intel
(R)CPUG１８４０＠２．８０GHz,４．００GB内存,NVIDIAGeForce

GT６１０显卡.第一批１２组数据的比较如图３所示,第二批

１２组数据的比较如图４所示.

(a) (b)

(c) (d)

图３　运行时间比较(１)

Fig．３　Comparisonofrunningtime(１)

(a) (b)

(c) (d)

图４　运行时间比较(２)

Fig４　Comparisonofrunningtime(２)

０７ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．４,Apr．２０２３



６　概念约简的方法

６．１　基本约简的计算方法

由定理２及定理３知,IB 的无冗余覆盖就是概念约简.

根据方法１(１)、(２)知,在IB 中不必要概念γu(μm)的u
行(m 列)为全０,所以考虑IB 无冗余覆盖时可删掉u 行(m
列).由方法１(５)知,核心概念γv＝μn对应的v 行、n列,都

只有一个元素‹v,n›＝１,所以考虑IB 的无冗余覆盖时可先删

掉v行、n列,研究IB 剩余子集的无冗余覆盖.最后,在这个

无冗余覆盖的基础上添上γv,μn之一,用于覆盖‹v,n›,就是

IB 的无冗余覆盖了.这样做可以减少计算工作量.因此下

面我们考虑的是删除不必要概念和核心概念对应的行列后的

IB 子集J 的无冗余覆盖.

定义９　设K＝(U,M,I),X⊆U,Y⊆M,对于J⊆IB,令:

JO＝{u|‹u,m›∈J},JA ＝{m|‹u,m›∈J},~X＝JO －X,

~Y＝JA－Y,KJ＝(JO,JA,J),JC ＝{‹u,m›∈IB|‹u,m›∉

J},KJ
C ＝(JO,JA,JC).

定理５　 设 K＝ (U,M,I),J⊆IB,D＝ {γu１,􀆺γuP,

μm１,􀆺,μmQ}.令DO ＝{u１,􀆺,uP},DA ＝{m１,􀆺,mQ},则

当且仅当(~DO,~DA)是KJ
C 的一个概念时,D是J的无冗

余覆盖.

证明:(仅当)设D是J的无冗余覆盖.因J⊆IB,所以根

据定理４知,γu１,􀆺,γuP 覆盖且只覆盖了J 中的u１,􀆺,uP

行的元素,即DO 行的元素,于是J 中~DO 行的元素是由

μm１,􀆺,μmQ 覆盖的.再根据定理４知μm１,􀆺,μmQ 覆盖且

只覆盖了J 中m１,􀆺,mQ 列的元素,即DA 列的元素.若u∈

~DO,‹u,m›是J中u行的一个元素,因‹u,m›∈J,所以m∈

u∗J(见注１).然而μm１,􀆺,μmQ 只覆盖J 中DA 列的元素,

所以‹u,m›必是DA 中某列的元素,故m∈DA.因m∈u∗J就

有m∈DA,所以u∗J⊆DA,于是 ∪
u∈~DO

u∗J⊆DA.现证明不可

能是 ∪
u∈~DO

u∗J ⊂DA,只 能 是 ∪
u∈~DO

u∗J ＝YDA.反 证 法,若

∪
u∈~DO

u∗J⊂DA,则存在m∈DA,m∉ ∪
u∈~DO

u∗J,于是 ∪
u∈~DO

u∗J⊆

DA－{m}.这意味着DA－{m}列就已包括了~DO 行的所有

元素: ∪
u∈~DO

u∗J.这样DO 对应的对象概念与DA －{m}对应

的属性概念就已经覆盖了J,即D－{μm}已经覆盖了J,这与

D是 J 的 无 冗 余 覆 盖 矛 盾.因 此 ∪
u∈~DO

u∗J ＝DA.于 是

~DA＝~( ∪
u∈~DO

u∗J)＝ ∩
u∈~DO

(~u∗J )＝ ∩
u∈~DO

(u∗JC )＝

( ∪
u∈~DO

u)∗JC
＝(~DO)∗JC .对偶的可以先考虑列,μm１,􀆺,

μmQ 覆盖且只覆盖了J 中的m１,􀆺,mQ 列的元素,即DA 列

的元素,于是~DA 列的元素由γu１,􀆺γuP 来覆盖.与上面对

偶的推导,将得到~DO＝(~DA)∗JC .

这样 ~DO ＝(~DA)∗JC ,~DA ＝(~DO)∗JC ,因 此(~

DO,~DA)是KJ
C 的一个概念.

(当)反之若(~X,~Y)是 KJ
C 的 一 个 概 念,则 ~X＝

(~Y)∗JC 及~Y＝(~X)∗JC .由于~X＝ (~Y)∗JC
＝ ∩

m∈~Y

m∗JC
＝ ∩

m∈~Y
(~m∗J)＝~ ∪

m∈~Y
m∗J,即 X＝ ∪

m∈~Y
m∗J,这说明

没被{μm|m∈Y}覆盖的列(m∈~Y)上面的元素所涉及到的

行m∗J的全体 ∪
m∈~Y

m∗J正好是 X,于是{γu|u∈X}及{μm|m∈

Y}合在一起正好形成了J的覆盖.而且由定理４知这个覆盖

一定是无冗余覆盖(也可对偶利用~Y＝(~X)∗JC 来证明).
例１３(继续例８)　求背景K＝(U,M,I)(见表１)的基本

约简.
在IB 中６行、a列、d列为全０(知γ６,μa,μd为不必要概

念),删掉IB 中的６行、a列、d列;根据某u行及某m 列,只
有一个元素‹u,m›＝１,并检查是否有u∗ ＝m∗∗ ,知γ７＝μe,

γ４＝μi是核心概念.删掉IB 中的７行与e列,４行与i列后,

将得到的结果记作J,如表７所列,其补关系JC 如表８所列.
由此得到的JC 的概念如表９第２列“KJ

C 的概念”所示,求补

如表９第３列所示,改成对象概念及属性概念如表９第４列

所示.根据定理５,它们是J的所有无冗余覆盖.再根据方

法１(５)所述的核心概念的性质知,添加核心概念就会将都是

IB 的无冗余覆盖.如表９第５列所示.再由定理３知这些都

是I的无冗余覆盖,再由定理２知它们都是概念约简.由于

这些约简都由对象概念与属性概念组成,所以都是基本约简.

表７　由IB 得到的J

Table７　JgettedfromIB

b c f g h
１ １ ０ ０ １ ０
２ ０ ０ ０ ０ １
３ ０ １ ０ ０ ０
５ １ ０ １ ０ ０
８ ０ １ １ ０ ０

表８　由J得到的JC

Table８　JCgettedfromJ

b c f g h
１ ０ １ １ ０ １
２ １ １ １ １ ０
３ １ ０ １ １ １
５ ０ １ ０ １ １
８ １ ０ ０ １ １

表９　基本约简(仅由对象概念与属性概念组成的概念约简)

Table９　Basicreduction(conceptreductionconsistingonlyofobjectconceptsandattributeconcepts)

KJ
C 的概念 求补 改成对象概念,属性概念 添加核心概念后概念约简的最终结果

１ (１２３５８,Ø) Ø,bcfgh {μb,μc,μf,μg,μh} {μb,μc,μf,μg,μh,μe,μi}
２ (１２５,c) ３８,bfgh {γ３,γ８,μb,μf,μg,μh} {γ３,γ８,μb,μf,μg,μh,μe,μi}

３ (１２３,f) ５８,bcgh {γ５,γ８,μb,μc,μg,μh} {γ５,γ８,μb,μc,μg,μh,μe,μi}

４ (１２,cf) ３５８,bgh {γ３,γ５,γ８,μb,μg,μh} {γ３,γ５,γ８,μb,μg,μh,μe,μi}

５ (２３５８,g) １,bcfh {γ１,μb,μc,μf,μh} {γ１,μb,μc,μf,μh,μe,μi}

６ (２３８,bg) １５,cfh {γ１,γ５,μc,μf,μh} {γ１,γ５,μc,μf,μh,μe,μi}

７ (２５,cg) １３８,bfh {γ１,γ３,γ８,μb,μf,μh} {γ１,γ３,γ８,μb,μf,μh,μe,μi}

８ (２３,bfg) １５８,ch {γ１,γ５,γ８,μc,μh} {γ１,γ５,γ８,μc,μh,μe,μi}

９ (２,bcfg) １３５８,h {γ１,γ３,γ５,γ８,μh} {γ１,γ３,γ５,γ８,μh,μe,μi}
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(续表)
KJ

C 的概念 求补 改成对象概念,属性概念 添加核心概念后概念约简的最终结果

１０ (１３５８,h) ２,bcfg {γ２,μb,μc,μf,μg} {γ２,μb,μc,μf,μg,μe,μi}

１１ (１５,ch) ２３８,bfg {γ２,γ３,γ８,μb,μf,μg} {γ２,γ３,γ８,μb,μf,μg,μe,μi}

１２ (１３,fh) ２５８,bcg {γ２,γ５,γ８,μb,μc,μg} {γ２,γ５,γ８,μb,μc,μg,μe,μi}

１３ (１,cfh) ２３５８,bg {γ２,γ３,γ５,γ８,μb,μg} {γ２,γ３,γ５,γ８,μb,μg,μe,μi}

１４ (３５８,gh) １２,bcf {γ１,γ２,μb,μc,μf} {γ１,γ２,μb,μc,μf,μe,μi}

１５ (３８,bgh) １２５,cf {γ１,γ２,γ５,μc,μf} {γ１,γ２,γ５,μc,μf,μe,μi}

１６ (５,cgh) １２３８,bf {γ１,γ２,γ３,γ８,μb,μf} {γ１,γ２,γ３,γ８,μb,μf,μe,μi}

１７ (３,bfgh) １２５８,c {γ１,γ２,γ５,γ８,μc} {γ１,γ２,γ５,γ８,μc,μe,μi}

１８ (Ø,bcfgh) １２３５８,Ø {γ１,γ２,γ３,γ５,γ８} {γ１,γ２,γ３,γ５,γ８,μe,μi}

６．２　一般约简的计算方法

对于含有一个指定一般概念子集的一般概念约简,我们

提出了以下定理:

定理６　设K＝(U,M,I),J⊆IB,D０⊆B(K),D０ 无冗余

覆盖了J中的J０,且不覆盖J－J０ 中的元素.则当且仅当

(~DO,~DA)是K(J－J０)C 的一个概念,且D０ 中的每个概念

(A,B)都满足,((A×B)∩J)O ⊆DO 及((A×B)∩J)A ⊆DA

时,D０∪D是J的一个无冗余覆盖.这里:

((A×B)∩J)O ＝ {u| ‹u,m›∈ (A × B)∩ J}

((A×B)∩J)A＝{m|‹u,m›∈(A×

B)∩J}

证明:(１)因(~DO,~DA)是K(J－J０)C 的一个概念,所以

根据定理５,D无冗余覆盖J－J０.

(２)D０ 无冗余覆盖J０(原始条件).

(３)D０ 不覆盖J－J０ 中的元素(原始条件).

(４)虽然D可能覆盖J０ 的某些元素,但因((A×B)∩

J)O⊆DO,((A×B)∩J)A⊆DA,对所有D０ 中的(A,B)成立,

所以对于每个(A,B)∈D０,总有u∈((A×B)∩J)O 但u∉DO

及m∈((A×B)∩J)A,m∉DA,即总有‹u,m›∈J,满足‹u,

m›∈(A×B)但‹u,m›∉(DO ×DA),也即总有‹u,m›∈J 被

(A,B)覆盖,但不被D覆盖,所以每个(A,B)∈D０ 仍是不可

缺少的,不是冗余的.综上可知,D∪D０ 无冗余覆盖J.

由定理６我们容易求出包含某些指定一般概念的一般概

念约简.

例１４(继续例１０)　包含C６,C１０的概念约简.D０＝{C６,

C１０}.C６＝(３４,acgh),C１０＝(６７８,acd)覆盖了J 中的J０＝
{‹３,c›,‹８,c›},且不覆盖J－J０ 中的元素.对∀(A,B)∈

D０,即C６ 及C１０,计算((A×B)∩J)O 及((A×B)∩J)A:

((３４×acgh)∩J)O＝{３}

((３４×acgh)∩J)A＝{c}

((６７８×acd)∩J)O＝{８}

((６７８×acd)∩J)A＝{c}

J－J０ 如表１０所列,(J－J０)C 如表１１所列.

表１０　J－J０ 的全部元素

Table１０　AllelementsofJ－J０

b c f g h
１ １ ０ ０ １ ０
２ ０ ０ ０ ０ １
３ ０ ０ ０ ０ ０
５ １ ０ １ ０ ０
８ ０ ０ １ ０ ０

表１１　(J－J０)C 的全部元素

Table１１　Allelementsof(J－J０)C

b c f g h
１ ０ １ １ ０ １
２ １ １ １ １ ０
３ １ １ １ １ １
５ ０ １ ０ １ １
８ １ １ ０ １ １

(J－J０)C 的概念如表１２第２列所示,求补如表１２第３
列所示,将其中不是{３}或{c}或{８}超集的改成对象概念及属

性概念如表１２第４列所示.

根据定理６添加D０＝{C６,C１０}后它们都是J的无冗余

覆盖.再根据方法１(５)显示的核心概念的性质知,添加上核

心概念就将都是IB 的无冗余覆盖,如表１２第５列所示.再

由定理３知这些也都是I的无冗余覆盖.再由定理２知些这

都是概念约简,都是包含C６,C１０的概念约简.

表１２　包含指定概念C６ 和C１０的概念约简

Table１２　ConceptreductioncontainsthespecifiedconceptC６andC１０

(J－J０)C 的概念 求补 改成对象概念、属性概念 添加C６和C１０及核心概念后概念约简的最终结果

１ (１２３５８,c) Ø,bfgh {μb,μf,μg,μh} {μb,μf,μg,μh,c６,c１０,μe,μi}

２ (１２３,cf) ５８,bgh {５,８}是{８}的超集

３ (２３５８,cg) １,bfh {γ１,μb,μf,μh} {γ１,μb,μf,μh,c６,c１０,μe,μi}

４ (２３８,bcg) １５,fh {γ１,γ５,μf,μh} {γ１,γ５,μf,μh,c６,c１０,μe,μi}

５ (２３,bcfg) １５８,h {１,５,８}是{８}的超集

６ (１３５８,ch) ２,bfg {γ２,μb,μf,μg} {γ２,μb,μf,μg,c６,c１０,μe,μi}

７ (１３,cfh) ２５８,bg {２,５,８}是{８}的超集

８ (３５８,cgh) １２,bf {γ１,γ２,μb,μf} {γ１,γ２,μb,μf,c６,c１０,μe,μi}

９ (３８,bcgh) １２５,f {γ１,γ２,γ５,μf} {γ１,γ２,γ５,μf,c６,c１０,μe,μi}

１０ (３,bcfgh) １２５８,Ø {１,２,５,８}是{８}的超集

２７ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．４,Apr．２０２３



　　计算K＝(U,M,I),包含D０ 的概念约简的严格算法,请

见“８概念约简的相关算法”中的算法２.

性质１　设形式背景 K＝(U,M,I)的所有概念约简是

Ω＝{ω１,􀆺,ωN}.对其中任一个概念约简标记其组成情况,

即若 ωi ＝ {C１,􀆺,Ck,γu１,􀆺,γup,μm１,􀆺,μmq}(其 中

C１,􀆺,Ck 是一般概念,γu１,􀆺,γup 是对象概念,μm１,􀆺,μmq

是属性概念),则记 N(ωi)＝{C１,􀆺,Ck},O(ωi)＝{u１,􀆺,

up},A(ωi)＝{m１,􀆺,mq}.

如果令R＝{‹ωi,ωj›∈Ω×Ω|N(ωi)＝N(ωj)},显然R
自反、对称、传递,因而是等价关系.于是R 将Ω 划分成一些

等价类.若S∈Ω/R是R 的一个等价类,则对任两个ωi,ωj∈

S有:

O(ωi)⊂O(ωj)⇔A(ωi)⊃A(ωj)

即有子集逆序关系.

证明:因ωi＝{C１,􀆺,Ck,γu１,􀆺,γup,μm１,􀆺,μmq}＝

D０∪D,这里

D０＝{C１,􀆺,Ck}

D＝{γu１,􀆺,γup,μm１,􀆺,μmq}

于是

DO＝{u１,􀆺,up}＝O(ωi)

DA＝{m１,􀆺,mq}＝A(ωi)

由定理６知(~DO,~DA)是K(J－J０)C 的一个满足条件:

∀(A,B)∈D０,((A×B)∩J)O ⊈DO 及((A×B)∩J)A ⊈DA

的概念.所以(~O(ωi),~A(ωi)),i＝１,􀆺,N 都是K(J－J
０)C

的概念.所 以 O(ωi)⊂O(ωj)⇔ ~O(ωi)⊃ ~O(ωj)⇔
(~O(ωi))∗JC

⊂(~O(ωj))∗JC (见引理１(１)).

但(~O(ωi))∗JC
＝ ~A(ωi),(~O(ωj))∗JC

＝ ~A(ωj)

(见定义１),所以(~O(ωi))∗JC
⊂(~O(ωj))∗JC

⇔~A(ωi)⊂
~A(ωj)⇔A(ωi)⊃A(ωj).

例１５(继续例１、例２)　形式背景K＝(U,M,I)(见表１)

有３个一般概念C６,C９,C１０(见例２的图２),K的概念约简的

等价类有８个(若有t个一般概念,则等价类有２t 个).

(１)N(ω)＝Ø(这个等价类就是全部基本约简):

S１＝{{μb,μc,μf,μg,μh},{γ３,γ８,μb,μf,μg,μh},{γ５,

γ８,μb,μc,μg,μh},{γ３,γ５,γ８,μb,μg,μh},{γ１,μb,

μc,μf,μh},{γ１,γ５,μc,μf,μh},{γ１,γ３,γ８,μb,μf,

μh},{γ１,γ５,γ８,μc,μh},{γ１,γ３,γ５,γ８,μh},{γ２,

μb,μc,μf,μg},{γ２,γ３,γ８,μb,μf,μg},{γ２,γ５,γ８,

μb,μc,μg},{γ２,γ３,γ５,γ８,μb,μg},{γ１,γ２,μb,μc,

μf},{γ１,γ２,γ５,μc,μf},{γ１,γ２,γ３,γ８,μb,μf},

{γ１,γ２,γ５,γ８,μc},{γ１,γ２,γ３,γ５,γ８}}
(２)N(ω)＝{C６}:

S２＝{{C６,γ８,μb,μf,μg,μh,μe,μi},{C６,γ５,γ８,μb,μg,

μh,μe,μi},{C６,γ１,γ８,μb,μf,μh,μe,μi},{C６,γ１,

γ５,γ８,μh,μe,μi},{C６,γ２,γ８,μb,μf,μg,μe,μi},
{C６,γ２,γ５,γ８,μb,μg,μe,μi},{C６,γ１,γ２,γ８,μb,

μf,μe,μi},{C６,γ１,γ２,γ５,γ８,μe,μi}}
(３)N(ω)＝{C９}:

S３＝{{C９,γ８,μb,μf,μg,μh,μe,μi},{C９,γ５,γ８,μb,μg,

μh,μe,μi},{C９,γ１,γ８,μb,μf,μh,μe,μi},{C９,γ１,

γ５,γ８,μh,μe,μi},{C９,γ２,γ８,μb,μf,μg,μe,μi},

{C９,γ２,γ５,γ８,μb,μg,μe,μi},{C９,γ１,γ２,γ８,μb,

μf,μe,μi},{C９,γ１,γ２,γ５,γ８,μe,μi}}

(４)N(ω)＝{C１０}:

S４＝{{C１０,γ３,μb,μf,μg,μh,μe,μi},{C１０,γ１,γ３,μb,

μf,μh,μe,μi},{C１０,γ１,γ３,γ５,μf,μh,μe,μi},{C１０,

γ２,γ３,μb,μf,μg,μe,μi},{C１０,γ１,γ２,γ３,μb,μf,

μe,μi},{C１０,γ１,γ２,γ３,γ５,μf,μe,μi}}

(５)N(ω)＝{C６,C１０}:

S５＝{{C６,C１０,μb,μf,μg,μh,μe,μi},{C６,C１０,γ１,μb,

μf,μh,μe,μi},{C６,C１０,γ１,γ５,μf,μh,μe,μi},{C６,

C１０,γ２,μb,μf,μg,μe,μi},{C６,C１０,γ１,γ２,μb,μf,

μe,μi},{C６,C１０,γ１,γ２,γ５,μf,μe,μi}}

(６)N(ω)＝{C９,C１０}:

S６＝{{C９,C１０,μb,μf,μg,μh,μe,μi},{C９,C１０,γ１,μb,

μf,μh,μe,μi},{C９,C１０,γ１,γ５,μf,μh,μe,μi},{C９,

C１０,γ２,μb,μf,μg,μe,μi},{C９,C１０,γ１,γ２,μb,μf,

μe,μi}}

(７)N(ω)＝{C６,C９}:

S７＝Ø
(８)N(ω)＝{C６,C９,C１０}:

S８＝Ø
任何一个等价类,例如S２,任两个约简,例如:

ωi＝{C６,γ８,μb,μf,μg,μh,μe,μi}

ωj＝{C６,γ５,γ８,μb,μg,μh,μe,μi}

O(ωi)＝{８}是O(ωj)＝{５,８}的子集,则:A(ωi)＝{b,f,

g,h,e,i}一定是A(ωj)＝{b,g,h,e,i}的超集.

注３　依次计算出各个等价类,即可计算出全部概念约

简.以例１中的背景为例,先根据定理５计算基本约简(等价

于令D０＝Ø,按定理 ６ 计算),再依次令D０ ＝{C６},D０ ＝
{C９},D０＝{C１０},D０＝{C６,C１０},D０＝{C９,C１０},D０＝{C６,

C９},D０＝{C６,C９,C１０},

根据定理６计算各等价类.这些等价类的总和就是全部

概念约简.

７　与现有概念约简方法的比较

在概念约简的计算方面,对本文方法与现有方法进行比

较,具体如下:

(１)目前约简的方法(包括粗糙集及知识发现中的约简)

都是使用合取范式和析取范式间的转化.很多学者表示,约

简问题就等同于合取范式和析取范式的转换问题.在检索出

的几百篇约简问题的文献中,都是用合取范式和析取范式的

转换来解决约简问题的.本文提出了一种新的不使用合取范

式和析取范式转换的约简方法.

(２)由于采用了新的计算方法,所以本文计算所有约简的

时间略短于目前的方法,而且不依赖于概念格的结构,波动

较小.

(３)概念约简的个数可能很多,如表１３所列的背景中,概

念约简多 达 ３８４ 个,表 １４ 所 列 的 背 景 中,概 念 约 简 多 达

２１１０个.

３７马文胜,等:形式概念分析中的同效关系与概念约简



表１３　形式背景１

Table１３　Formalcontext１

a b c d e f

１ ０ １ １ １ ０ ０

２ １ １ １ ０ １ １

３ １ ０ １ １ ０ １

４ ０ １ １ １ １ １

５ １ １ ０ １ ０ ０

６ ０ ０ ０ ０ １ ０

表１４　形式背景２

Table１４　Formalcontext２

a b c d e f g

１ １ ０ １ １ １ １ ０

２ ０ １ １ ０ １ １ １

３ １ １ １ １ １ ０ ０

４ １ １ ０ １ ０ ０ １

５ ０ ０ １ １ ０ ０ ０

６ ０ ０ ０ １ ０ １ ０

７ １ ０ ０ ０ １ ０ １

计算全部概念约简的意义并不大,通常人们希望计算包

括指定概念的各种特定约简.但目前的方法大都是求全部

约简.本文首次给出了直接求特定约简的方法.本文的方法

方便、快捷,比求全部概念约简后从中筛选特定约简的方法省

力、省时,在求特定约简方面很有优越性.

(４)针对概念约简的数目可能很大的情况,Wei等[３０]指

出,这正好给我们提供了诸多有趣的可进一步研究的问题:这

些概念约简分别具有什么特点? 何时该使用哪个约简? 某种

特定的约简如何获得等 ? 本文沿着文献[３０]的方向做了

探讨,初步证明了可将概念约简划分成一些等价类,这些

等价类都有子集逆序等特性,且这些初步探讨有继续研究

的意义.

(５)实验对比

本文使用 Matlab随机生成的数据.实验配置为:Intel
(R)CPU G１８４０ ＠２．８０GHz,４．００GB 内存,NVIDIA GeＧ

ForceGT显卡.

计算全部概念约简的比较结果如图５所示.计算包括指

定一般概念的各种特定的约简的比较结果如图６所示(文献

[３３]没有给出概念约简的具体计算方法).可看出本文在计

算特定约简方面更具有优越性.

(a) (b) (c)

图５　计算全部概念约简运行时间比较

Fig．５　Comparisonofrunningtimecalculatingallconceptreductions

(a) (b) (c)

图６　计算特定概念约简运行时间比较

Fig．６　Comparisonofrunningtimecalculatingspecificconceptreductions

８　概念约简的相关算法

算法１　计算K＝(U,M,I)的同效关系IB

输入:I(n×m的０－１矩阵)

输出:同效关系IB

１．IB∶＝I

２．对每一个‹ui,uj›∈U×U,若u∗
i ⊂u∗

j ,则对每一个m∈u∗
i ,在IB 中

令‹uj,m›∶＝０

３．对每一个‹mi,mj›∈M×M,若m∗
i ⊂m∗

j ,则对每一个u∈m∗
i ,在IB

中令‹u,mj›∶＝０

４．输出IB,返回

算法２　计算K＝(U,M,I)包含D０ 的概念约简

输入:K＝(U,M,I),D０⊆B(K)

输出:K包含D０ 的全部概念约简R
１．R∶Ø,D１∶＝Ø

２．由I计算出IB(算法１)

３．在IB 中,对所有γu＝μm,删除u行及 m列,并且D１∶＝D１∪{μm}

(或D１∶＝D１∪{γu},任取其一)

４．在IB 中删除所有全０行及全０列,删除的最后的结果记为J

５．求D０ 在J中的覆盖J０

６．若D０ 对J０ 不是无冗余覆盖,则R∶＝Ø,转(１０),否则转(７)
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７．求J－J０ 的补背景(J－J０)C

８．求(J－J０)C 的全部概念B(KC
(J－J１))

９．对每一个(X,Y)∈B(KC
(J－J１)),如果∀(A,B)∈D０((A×B)∩J)０⊈

~X或((A×B)∩J)A⊈Y,则D∶＝{γu|u∈~X}∪{μm|m∈~Y}

∪D０∪D１,R∶＝R∪{D}

１０．输出R,返回

算法１的时间复杂度(以下简称复杂度)为 O(m２×n)＋

O(n２×m).算法２第２步的复杂度即为算法１的复杂度,第

３步的复杂度为 O(m２×n２),第４步的复杂度为 O(m×n),第

５步的复杂度为 O(m×n),第６步的复杂度为 O(r０),其中r０

是D０中的概念数,第７步的复杂度为 O(m×n),第８步是形

式概念分析中最基本的算法,且已有非常多的研究,详见文献

[３４Ｇ４３].采用经典的 Godin算法的复杂度为:

O((n＋m)×n×r)[２９]

其中,r是B(K(J－J０)C )的全部概念数.

算法２第９步的复杂度为 O(r).由于n＜r,m＜r,r０＜

r,所以本文算法的复杂度为 O((n＋m)×n×r).

注４　Godin算法也做了很多改进,例如文献[４１]的复杂

度为 O(ln２n×r×n).考虑这些改进算法,本文算法的复杂

度将更低.

结束语　概念约简作为一个新颖的课题,有重要的研究

意义.本文提出了一种全新的概念约简的方法,该方法有以

下特点.１)目前已有的判定不必要概念、核心概念、相对必要

概念的方法都比较复杂,而且判定不必要概念的方法、判定核

心概念的方法、判定相对必要概念的方法互不相同.本文可

用统一的方法(用同效关系中１元素的个数)进行极其简单的

判定,具有方便、直观、快捷的优点.２)目前已有的计算概念

约简的方法都是用合取范式和析取范式转换的方法,本文给

出了由同效关系子集补集的概念格来求概念约简的新方法,

进行了不使用合取范式和析取范式转换来解决“约简课题”的

小尝试.３)一个背景的概念约简往往非常多,全部求出意义

并不大,人们希望求包含某些概念的特定的概念约简,但目前

的方法都是求所有概念约简,而本文方法可以方便地求包含某

些概念的特定的概念约简,在这方面尤其具有优越性.４)由于

一个背景的概念约简非常多,因此需对它们进行分类,然后对

每类特性具有的概念进行研究.本文算法就可以把所有概念

约简划分为一些等价类,对每个等价类具有的特性进行研究,

例如证明了每个等价类都具有子集逆序等特性.

显然,概念约简作为一个新颖的课题还有很多需要深入

研究的方向.例如,由大量实践来看,每个等价类中的概念约

简的个数一定是偶数,这个猜想有待证明;另外,概念约简在

其他领域的应用也有待进一步开发,一些新思想、新思路、新

方法的出现往往提供了更多的研究方向.本文作为引玉之

砖,希望概念约简的研究出现更多重要成果.
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