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摘　要　为提升量子萤火虫算法(QuantumFireflyAlgorithm,QFA)的搜索性能,解决其在面对部分问题时易陷入局部最优等

问题,文中提出了一种引入混沌映射、邻域搜索以及自适应随机扰动的改进量子萤火虫算法———混沌自适应量子萤火虫算法

(ChaoticAdaptiveQuantumFireflyAlgorithm,CAQFA).该算法将混沌映射应用于种群的初始化阶段,提高初始种群的质量;
并在更新阶段对当前种群中的最优个体进行邻域搜索,增强算法跳出局部最优的能力;对其他个体引入自适应的随机扰动,增

加算法的随机性,在对搜索空间的探索和开发之间寻找平衡,以此提升算法的性能.文中选取了１８个不同类型的基准函数对

算法的性能进行测试,并将其与萤火虫算法(FireflyAlgorithm,FA)、QFA以及量子粒子群优化(QuantumParticleSwarmOptiＧ
mization,QPSO)算法进行对比.实验结果表明,CAQFA具有更好的搜索能力和稳定性,表现出了较强的竞争力.
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Abstract　Inordertoimprovethesearchperformanceofquantumfireflyalgorithm(QFA)andsolvetheproblemthatitiseasyto
fallintolocaloptimalitywhenfacingsomeproblems,animprovedQFAwithchaoticmap,neighborhoodsearchandadaptiveranＧ
domdisturbanceisproposed,namedchaosadaptivequantumfireflyalgorithm(CAQFA)．Inthisalgorithm,chaoticmapisapplied
totheinitializationstageofthepopulationtoimprovethequalityoftheinitialpopulation．Intheupdatestage,theneighborhood
searchiscarriedoutfortheoptimalindividualofthecurrentpopulationtoenhancetheabilityofthealgorithmtojumpoutofthe
localoptimization．Theintroductionofadaptiverandomdisturbancetootherindividualsincreasestherandomnessofthealgorithm
andachievesabalancebetweentheexplorationanddevelopmentofsearchspace,soastoimprovetheperformanceofthealgoＧ
rithm．Eighteendifferenttypesofbenchmarkfunctionsareselectedtotesttheperformanceofthealgorithm．Thetestresults
showthatCAQFAhasbettersearchability,stabilityandstrongcompetitivenesscomparedwithfireflyalgorithm(FA),QFAand
quantumparticleswarmoptimization(QPSO)．
Keywords　Quantumfireflyalgorithm,Swarmintelligence,Globaloptimization,Chaoticmap,Testfunctions

　

１　引言

萤火虫算法是受到自然界中萤火虫发出荧光完成求偶、
觅食等行为的启发发展而来的一种群智能优化算法.该算法

有两个版本:GlowwormSwarm Optimization(GSO)算法,由
印度学者Krishnanand等[１]于２００５年提出;FireflyAlgorithm
(FA),由剑桥学者 Yang[２]于２００９年提出.GSO和FA的灵

感来源同样是仿生原理,但在具体实现上存在一定的差异.
本文提出的改进算法在本质上基于 FA,因此对 GSO 不作赘

述.经典FA的灵感来源于萤火虫的显著特征:闪烁的光.
在自然界中,这些光是用来吸引伙伴或警告捕食者的,当两只

萤火虫之间的距离增大时,光的强度就会降低,吸引力也会降

低.萤火虫算法就是模拟这种发光机制,使个体不断向更具

吸引力的萤火虫个体移动.FA 具有一些很好的特性[３],如
参数少、进化过程简单、全局搜索能力强等,因此已被广泛应

用于复杂优化调度[４]、电机控制[５]、图像分割[６]等领域.同时

它也存在很多不足,主要表现在前期收敛速度慢以及群智能

优化算法容易陷入局部最优.针对这些不足,相关研究人员

也在基础的FA上做了许多的改进,主要分为三大类:自适应

的参数控制、吸引模型的改进 和 混 合 改 进 策 略[７].例 如:

１)Fister等[８]使用四元数表示萤火虫个体,如果种群的最佳

位置没有改善,则降低最亮萤火虫个体的亮度以改变其运动



路线,从而防止陷入局部最优;２)Farahani等[９]为了提高算法

的收敛速度,提出了在每次迭代中利用高斯分布吸引所有萤

火虫移动到全局最优的方法;３)Xia等[１０]提出了一种基于FA
和粒子群算法的混合算法,将种群划分成两部分,分别执行

FA和粒子群算法,在达到某个设定的情况时交换两边的最

优解以防止算法停滞,同时引入了BFGS拟牛顿法,来提高算

法的局部搜索能力.这些改进在测试与实际应用中都有着不

错的表现.
量子萤火虫算法(QFA)是由Zhang等[１１]于２０１４年提出

的,简单而言,就是将量子计算的概念引入FA,在FA的基础

上采用量子信息对萤火虫个体进行编码,扩展寻优空间,并采

用量子旋转门对个体位置进行更新,逐渐使群体趋于最优.
量子计算天然的并行性以及量子信息的叠加特性,可以帮助

算法在前期快速收敛,同时以少量个体便能对整个搜索空间

进行很好的利用.QFA结合了量子计算和 FA 的优点,能够

在探索和开发搜索空间之间获得一个平衡的折衷方案[１２].
在简单优化问题中 QFA 表现良好,具有很快的收敛速度和

较强的寻优能力.然而,在面对高维多极值优化问题时,

QFA就会表现出明显的颓势,因为算法收敛速度过快会导致

种群的多样性迅速降低,如果当前种群最优值并非全局最优

解,多样性的迅速降低会导致算法容易陷入局部最优无法跳

出,算法早熟无法得到预期结果.

QFA提出的最初目的是快速精确求解应用于医学 DR
图像增强的增益 Beta变换中的最佳变换参数[１１],如今在其

基础上又提出了许多新的量子计算和萤火虫算法相结合的改

进算法,并已经用于解决实际问题.Tao等[１３]将遗传算法中

交叉和突变的概念引入 QFA,通过交换部分量子位来实现交

叉,通过改变部分量子位来实现突变,以此获取新的信息来保

持种群的多样性,并将改进的 QFA 用于寻找桥梁颤振临界

风速和频率的双参数优化模型的最优解,该方法表现出了较

强的竞争力;Yassine等[１４]提出了一种量子启发的二进制萤

火虫算法,将传统的二进制萤火虫算法与量子遗传算法相结

合,用于解决多播路由问题;Shareef等[１５]利用类似思想提出

了 QBFA(QuantumBinaryFireflyAlgorithm),用以优化网络

重构,以提高配电系统的功率质量和可靠性;Fehmi等[１６]将

萤火虫算法扩展成为基于多种群的算法,用于解决多模动态

优化问题,该算法中的量子粒子被用来监测每个子群最佳解

的邻域,以解决种群多样性的损失问题,同时量子策略也被用

来响应动态事件,在已知的移动峰值基准上进行实验对比,表
现良好.Zhao[１７]针对 QFA 存在的３点不足,分别做出了针

对性的改进:为应对算法在最优值附近震荡的情况,采取自适

应步长调整策略,根据算法当前的运行状况决定合适的步长;
由于 QFA对初始分布比较敏感,改进算法将广义精英反向

学习策略应用到 QFA,使得种群初始分布合理;边界以外的

个体集中于边界上会导致算法易陷入局部最优,改进算法采

用边界控制策略来增加这部分萤火虫个体的随机性.
本文将混沌映射、邻域搜索以及自适应的随机扰动引入

QFA,提出了一种改进的量子萤火虫算法———混沌自适应

量子萤火虫算法(CAQFA).该算法利用混沌映射对种群进

行初始化,并将邻域搜索和自适应的随机扰动分别作用于当

前种群最优个体和其他个体的更新阶段,优化了算法初始种

群的构成,并在探索和开发之间寻求平衡,很大程度上降低了

算法陷入局部最优无法跳出的可能性,提高了算法的搜索性

能.本文使用１８个不同类型的基准函数对 CAQFA 的性能

进行仿真测试,结果表明其搜索精度、探索和开发能力以及稳

定性均优于对比算法FA,QFA,QPSO[１８].

２　量子萤火虫算法

量子萤火虫算法的整体流程与萤火虫算法相似,都是将

种群中的个体利用不同的初始化方法随机分散到定义域内,
再利用适应度函数计算每个个体的适应度,适应度低的个体

会朝着适应度高的个体移动,不断往复直到达到最大迭代次

数,最后输出最优个体值.两者的关键不同在于萤火虫个体

的编码方式,以及个体向适应度更优的个体移动的更新过程.
本文前两节介绍了关于量子计算的一些基础知识,第３节针

对量子萤火虫算法的算法流程进行详细讲解.

２．１　量子编码

与传统萤火虫采用经典的０,１比特进行个体编码的方式

不同,基于量子特性的萤火虫算法个体编码的基本单位是量

子比特(Qbit),即量子位.量子比特的０和１分别对应着量

子的上旋和下旋,具体的对应与底层实现相关,而且并无规定

０和１的对应不能互换.而且除了０态和１态,量子比特还

可处于两者的叠加态,即:

|ψ›＝α|０›＋β|１›＝cosφ|０›＋sinφ|１› (１)
因此,一个量子位可以表示为[α,β]T,α２和β２分别代表该

量子位处于０态和１态的概率,即对量子位进行观测后塌缩

为普通０,１比特的概率,其中|α|２＋|β|２＝１,可将α和β分别

表示为cosφ和sinφ.具有n个量子位的量子态则可表示为:

α１

β１
[

α２

β２

􀆺
􀆺

αn

βn
] (２)

其中,对于每一个i∈{１,２,􀆺,n},都有|α|２
i＋|β|２

i＝１,处于n
个量子比特的叠加态,如果其中每个|α|２

i 都不等于０或者１,

那么这个叠加态在未被观测时就有概率处于２n种状态中的任

何一种状态.

２．２　量子逻辑门

忽略量子萤火虫算法迭代更新过程的具体实现细节,它
与萤火虫算法本质的不同之处在于量子萤火虫个体是通过量

子逻辑门作用于每个量子比特,使得量子位旋转而实现的更

新,并非普通萤火虫进行的简单数值运算.
经典计算机使用逻辑门处理信息,使其从一种状态转换

为另外一种状态.如逻辑非门,它的真值表为０→１和１→０,
即可以使得一个比特在０,１状态之间转换.与之类似,量子

计算中同样拥有量子逻辑门,用于处理量子位信息.量子逻

辑门分为单量子比特门和多量子比特门,其中多量子比特门

的原型是CＧNOT门,即分为控制位和受控位的受控非门,而量

子萤火虫算法中不涉及此类量子逻辑门,因此不做过多介绍.
单量子比特门是更常用的一种门,可以由２×２的矩阵表示.

量子旋转门在量子萤火虫算法中具有重要地位,算法流

程中的更新过程便是由它实现的.下面以量子旋转门为例演

示量子门作用于量子比特的过程.

|ψ›＝
α

β[ ] ＝
cosφ
sinφ[ ] (３)

|ψ′›＝RY(θ)|ψ›＝
cosθ －sinθ
sinθ cosθ[ ]

cosφ
sinφ[ ]

５０２刘晓楠,等:混沌自适应量子萤火虫算法



＝
cos(φ＋θ)

sin(φ＋θ)[ ] (４)

其中,绕Y 轴旋转的量子旋转门RY(θ)作用于量子比特|ψ›得
到新的量子比特|ψ′›,其中|ψ′›是由|ψ›的相位旋转大小为θ
的角度而得.

２．３　算法的具体流程

目前不同研究对原始量子萤火虫算法的描述并未统一,
对算法的具体实现在部分论文之间甚至有着较大出入.本文

根据文献[１２Ｇ１４]中关于量子萤火虫算法的介绍,对未改进的

原始算法的基本流程进行了总结,如算法１所示.
算法１　量子萤火虫算法

输入:d(问题的维度,即问题解决方案 X＝(x１,x２,􀆺,xd)的维数);

D１＝[x１
min,x１

max],􀆺,Dd＝[xd
min,xd

max](各维度的定义域,即 X＝
(x１,x２,􀆺,xd)∈D１×D２×􀆺×Dd);s(j)(各维度中量子染色体

所含量子比特个数,与算法精度相关),其中j∈{１,２,􀆺,d};N
(种群规模,即候选解决方案的个数);f(X)(目标函数);T(最大

迭代次数)

输出:全局最佳解决方案 X
１．　 t←０;

２．　 随机生成包含 N 个量子萤火虫的初始种群Qfi(t)＝[Qci
１,􀆺,

Qci
d],i∈{１,２,􀆺,N};

３．while不满足终止条件do
４．　　 观测种群中每个量子萤火虫Qfi(t)＝[Qci

１,􀆺,Qci
d],通过

式(８)塌缩为普通二进制萤火虫Bfi(t)＝[Bci
１,􀆺,Bci

d];

５．　　 利用式(１０)将每个二进制萤火虫Bfi(t)＝[Bci
１,􀆺,Bci

d]转换

成一种候选解决方案Xi(t)＝[xi
１,xi

２,􀆺,xi
d];

６．　　 根据目标函数f(X)计算并存放每个量子萤火虫对应解决方

案的目标函数值f(Xi(t));

７．　 　forp＝１∶Ndo
８．　　 　forq＝１∶Ndo
９．　　　　 iff(Xp(t))劣于f(Xq(t))then
１０．　　　　　通过式(１１)更新量子萤火虫个体Qfp;

１１．　　　end
１２．　　end
１３．　end
１４．　t←t＋１;

１５．end;

１６．对最终种群进行观测、转换、计算候选解决方案Xi(t)对应的目标

函数值f(Xi(t)),并进行排序,返回最小值,算法结束.

具体解释如下:
算法１的第１行中,量子萤火虫算法的输入主要有５个.

首先需要定义待求解问题的维数d,也就是该问题解决方案

X＝[x１,x２,􀆺,xd]的维数;针对每个维度需要给出对应的定

义域,即在维度j上X 的分量xj允许取值的范围Dj＝[xj
min,

xj
max],其中j∈{１,２,􀆺,d};量子染色体是量子遗传算法中的

概念,在这里表示多个量子比特构成的叠加态,算法需给定在

每个维度j上量子染色体所含量子比特的个数s(j),满足不

等式(５),其中p(j)指X 在维度j上分量xj的精度,即小数点

后有p(j)位;给出整个搜索空间中具有的候选解决方案的个

数 N;评判每个候选解决方案优劣的目标函数f(X),直至达

到算法的最大迭代次数T.

２s(j)≥|xj
max－xj

min|×１０p(j) (５)
算法１的第２行中,基于量子编码,利用不同的规则随机

生成初始种群,即 N 个量子萤火虫个体.每个个体Qfi都由

d 个量子染色体Qci
j构成,Qci

j在量子萤火虫算法中代表个体

Qfi在维度j上的分量,由s(j)个量子位组成,可表示为２行

s(j)列的矩阵,其中j∈{１,２,􀆺,d}.因此Qci
j可由式(６)表

示,其中每个量子比特用式(７)实现初始化.

Qci
j＝

αi,j
１ 􀆺 αi,j

s(j)

βi,j
１ 􀆺 βi,j

s(j)
[ ] (６)

αi,j
k

βi,j
k

[ ] ＝
cosθi,j

k －sinθi,j
k

sinθi,j
k cosθi,j

k
[ ] １/２

１/２[ ] (７)

其中,k∈{１,２,􀆺,s(j)},θi
k∈[０,π/２].

算法１的第３－１５行中,该部分是整个算法的核心计算

过程,是算法的精髓所在,也是一个迭代过程.在每次循环

中,将种群的量子萤火虫个体转换为解决方案,并计算其适应

度,根据适应度对种群进行更新,以得到更好的种群,重复这

一循环直到满足终止条件.需要强调的是,量子萤火虫的更

新并非直接改变其位置,而是改变个体处在可能位置的概率.
下面将更细致地对该部分进行说明.

算法１的第４行中,正常情况下种群中的量子萤火虫个

体处于量子叠加态,无法通过目标函数直接对量子态的个体

进行适应度的计算,因此需要首先利用式(８)对个体Qfi每个

维度分量Qci
j的每个量子位[αi,j

k ,βi,j
k ]T进行观测得到bi,j

k ,其中

ε∈[０,１],每次都是在范围内随机选取.使得量子萤火虫塌

缩成为普通的二进制萤火虫Bfi＝[Bci
１,􀆺,Bci

d],Bci
j可由

式(９)表示.

bi,j
k ＝

０, ε≤|αi,j
k |２

１, ε＞|αi,j
k |２{ (８)

Bci
j＝[bi,j

１ ,􀆺,bi,j
s(j)] (９)

算法１的第５行中,在塌缩成为普通的二进制萤火虫之

后,还需将二进制个体Bfi在各个维度上的分量Bci
j分别对应

到定义域Dj上,通过式(１０)逐维度转换,得到候选解决方案

Xi＝[xi
１,xi

２,􀆺,xi
d]

xi
j＝xj

min＋
∑
s(j)

k＝１
２kbi,j

k

２s(j)－１
(xj

max－xj
min) (１０)

算法１的第６行中,在得到候选解之后便可以将解Xi(t)
代入目标函数f(X)中得到目标函数值f(Xi(t)),即处于该

位置萤火虫的亮度,并将其存入数组以供后续使用,其中当代

最优个体为Qf∗ (t),最优解为X∗ (t).
算法１的第７－１３行中,对于种群中每个量子萤火虫个

体Qfp,根据第７行保存的目标函数值找出所有比该个体亮

度更强的个体Qfq,即当前个体Qfp 被Qfq 吸引,需要通过

式(１１)对被吸引的Qfp进行更新.其中e－γ(‖R‖)２R 代表量子

萤火虫Qfq对Qfp的吸引力强度,γ∈[０．０１,１００]决定算法探

索时朝局部最优解的收敛速度.
算法１中种群的更新过程符合萤火虫算法的基本规则:

两只萤火虫之间相距越远,吸引力强度越小.运算符􀳱是求两

个矩阵间的 Hadamard积,运算符􀳱后的矩阵中的αk和βk指􀳱
前面部分计算得到的第k列的值,目的是为了保证Qfp(t＋１)
中|α|２

k＋|β|２
k＝１,其中k∈{１,􀆺,τ}.

Qfp(t＋１)＝(Qfp(t)＋e－γ(‖R‖)２R)􀳱
１

α２
１＋β２

１

􀆺 １
α２

τ＋β２
τ

１
α２

１＋β２
１

􀆺 １
α２

τ＋β２
τ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(１１)
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R＝Qfq(t)－Qfp(t) (１２)

‖R‖＝ ∑
m

i＝１
　∑

n

j＝１
|rij|２ (１３)

τ＝∑
d

j＝１
s(j) (１４)

算法１的第１６行中,跳出迭代后,最后一次对种群进行

观测、转换并求目标函数值,整个函数返回算法寻找到的最佳

解决方案.

３　混沌自适应量子萤火虫算法

相比经典的萤火虫算法,量子萤火虫算法在全局搜索方

面表现得更加优秀,一定程度上弥补了算法易早熟的缺点.
但由于群智能优化算法的特性,算法仍有许多不足,主要包含

以下几点:１)算法对初始种群有一定的敏感性,如果初始分布

过差,则会影响算法的性能;２)同时,随着迭代次数的增加,种
群多样性会不可避免地降低,即使引入量子特性所带来的随

机性,算法在部分情况下仍然会陷入局部最优,导致过早收

敛.本文提出了几种改进措施,在算法的初始化阶段、更新阶

段以及局部搜索阶段同时做出改进,以提高算法的搜索性能

以及稳定性.

３．１　改进方法

３．１．１　混沌映射

在大多数量子群智能优化算法的实现过程中,对种群的

初始化操作都是简单地使用伪随机数发生器生成随机数,利
用这个随机数将个体随机散布到搜索空间中的各个位置.然

而伪随机数并非真正的随机数,在初始化时会存在个体分布

不均的问题.与其他量子群智能优化算法相似,量子萤火虫

算法对初始种群的分布具有敏感性,初始化的不均匀在一定

程度上会影响算法的收敛速度和寻优精度.
混沌系统具有随机性、规律性、遍历性以及对初值敏感等

特性[１９],基于这些特性,混沌映射已经被大量应用于科学研

究中的各个领域.在群智能优化领域,混沌映射可被用于种

群的初始化以及搜索阶段.混沌映射能够在区间[０,１]中生

成混沌序列,对其做出适当改进,即可以此代替简单的伪随机

数对量子萤火虫种群进行初始化,更好地将个体分布到整个

搜索空间,以提高算法的整体性能.
适用于群智能优化算法领域的混沌映射主要包括:LoＧ

gistic映射(虫口映射)[２０]、PWLCM 映射、Chebyshev 映射、

Tent映射(帐篷映射)等.其中取值适当的 Tent映射在迭代

１０５次之后生成的混沌序列在区间[０,１]的分布较为均匀,更
加符合量子萤火虫算法对初始种群的需求,因此算法在初始

化方面的 改 进 主 要 围 绕 其 展 开.Tent映 射 的 表 达 式 如

式(１５)所示,可以看到当μ取２时,混沌序列在[０,１]的分布

最为均匀,因此本文参数选择μ＝２.针对本文中的算法,式
(７)中θi,j

k 的取值如式(１６)所示.

zk＋１＝
μzk, zk∈ ０,１

２[ )

μ(１－zk), zk∈ １
２

,１[ ]

ì

î

í

ïï

ïï

(１５)

θi,j
k ＝zk＋μi

,j×π
２

(１６)

μi,j＝(i－１)τ＋∑
j－１

t＝１
s(t) (１７)

其中,i指种群中的第i个量子萤火虫个体,j代表维度,k是

个体i在维度j的第k个量子比特,μi,j是混沌序列的偏移量,

s(t)是个体在维度t所包含量子比特的个数,τ如式(１４)
所示.

３．１．２　邻域搜索

随着迭代次数的增加,种群多样性会迅速降低,全局搜索

能力下降,逐渐收敛到种群最优值.但是种群最优并不等于

待解决问题的全局最优值,如果当前种族最优为搜索空间中

的一个局部极值,算法极有可能会过早收敛,陷入局部最优无

法跳出.因此,本文将邻域搜索的概念引入量子萤火虫算法.
邻域指在某种邻域规则的定义下的解的集合,本节中便

指与指定量子萤火虫个体具有邻域关系的个体集合.邻域搜

索就是基于邻域的一类算法,其本质仍是局部搜索,即在邻域

范围内寻找比当前个体更优的个体来代替.其中最主要的邻

域规则(邻域结构)的设计,也就是按何种规则生成新个体,并
将其作为当前个体邻域中的一员,它决定了算法搜索的范围,
在一定程度上可以说是决定了算法搜索性能的优劣.

本文提出的改进量子萤火虫算法将对当前种群全局最优

值进行邻域搜索,针对当前最优个体Qf∗ (t)随机生成邻域个

体Qf∗′(t),邻域范围逐代减小.若生成的新个体适应度(亮
度)有所提升,便以Qf∗′(t)替换Qf∗ (t)作为新的种群全局最

优个体;否则以一定概率随机替换种群中的其他个体.邻域

个体的计算式如下:

Qf∗′(t)＝
α′∗,１,１ 􀆺 α′∗,d,s(d)

β′∗,１,１ 􀆺 β′∗,d,s(d)
[ ] (１８)

α′∗,j,k

β′∗,j,k
[ ] ＝

cos(θtεt
∗,j,k) －sin(θtεt

∗,j,k)

sin(θtεt
∗,j,k) cos(θtεt

∗,j,k)[ ]
α∗,j,k

β∗,j,k
[ ] (１９)

即对Qf∗ (t)的每一个量子位施加一个量子旋转门,角度

为θtεt
∗,j,k,其中θt是随着迭代次数不断变化的一个角度,εt

∗,j,k

是一个位于区间[－１/２,１/２]均匀分布的随机数.

３．１．３　更新阶段的随机扰动

(１)随机扰动

原始量子萤火虫算法在更新阶段的实现如式(１１)所示.
由于更新操作仅与两个个体的位置相关,整个过程缺乏随机

性,无法进行有效的全局搜索,可能会导致算法的收敛性能降

低或陷入局部最优.面对这种情况,大多数群智能优化算法

选择增加一个随机量来增加算法的随机性.因此,在本文提

出对个体更新阶段的改进方法中,除了包含个体之间的吸引,
还添加了随机扰动,以此增加种群的多样性.对式(１１)的改

进如式(２０)所示,式中原有的变量代表的含义不变:

Qfp(t＋１)＝(Qfp(t)＋e－γ(‖R‖)２R＋αtRε)􀳱
１

α２
１＋β２

１

􀆺 １
α２

τ＋β２
τ

１
α２

１＋β２
１

􀆺 １
α２

τ＋β２
τ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(２０)

其中,αt是步长因子,控制随机扰动的步长;Rε可以被看作一

个随机生成的个体,利用初始化种群时生成个体的方式创建,
见式(６)和式(７).

(２)动态调整步长因子

式(２０)对原始算法的更新过程做出了改进,但同时也会

引入一个新问题:步长因子αt的值应该如何设置? 如果设置

得太大,在个体接近最优值时可能会出现震荡,即个体总的移

动距离超过个体与最优值之间的距离,这种情况重复发生将
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会出现运行中种群最优值在真正的最优值附近震荡的现象,
导致算法性能降低甚至无法收敛;如果设置得太小,又将无法

进行有效的全局搜索,添加扰动的意义将不复存在.因此,选
择合适的αt值对于随机扰动来说十分重要.

本文提出了一种动态调整步长因子α的方法:在算法前

期,αt的取值相对较大,即随机扰动占比较高,可以更好地进行

全局搜索,防止错过真正的最优解;随着迭代次数的增加,以及

吸引个体Qfq和被吸引个体Qfp之间的距离缩小,αt同样会适当

减小,在保证搜索能力的前提下,降低引入随机扰动导致的算

法在最优值点震荡的可能性.αt的取值方法如式(２１)所示:

αt＝(０．９７)
５００t
Tα×‖R‖

τ
(２１)

其中,αt随着迭代次数t的增加和两个体距离的缩短而降低,
其中α为初始步长因子,根据具体的问题进行设置,‖R‖和

τ的定义见式(１３)和式(１４).０．９７的指数之所以不直接采用

t转而使用５００t/T 的原因是:(０．９７)t并不会因为最大迭代次

数的改变而改变其函数曲线,总是会在较小的迭代次数时便

已经接近于０.可以算出,(０．９７)n在迭代进行到第２００代时

已经十分接近于０,即失去了全局搜索能力,但这种情况与最

大迭代次数无关.而对于不同的优化问题,算法得到较好结

果所需的最大迭代次数会有较大不同.因此,对于一些复杂

的优化问题,所需的迭代次数远超２００,算法将会过早地失去

全局搜索能力,陷入局部最优;选择５００这个数字则是由于

０．９７２００≈０．００２３已经接近于０,即在后续的迭代中全局搜索

的能力也将接近于零,选择５００使得在大约２/５的迭代周期

中全局搜索能力较强,而在剩余的迭代周期中主要进行局部

搜索,全局搜索和局部搜索的相对比例是在实验过程中不断

优化得到的经验值.

３．２　算法流程

算法的流程大体与算法１中展示的相同,但在对应阶段

应使用上文提出的改进措施,具体如下:
第３行:采用混沌映射改进中的式(１６)计算式(７)中的

θi,j
k .

第８－１４行:将式(１１)替换成式(２０),同时对当前种群最

优个体利用式(１８)和式(１９)进行邻域搜索.

４　仿真实验

为评估算法的性能,CAQFA 应在一组足够大的测试函

数集上进行实验,并与其他算法进行对比,该测试套件应该包

含各类问题,以确定算法的适用类型.文献[２１]中有１４０种

测试函数,包括２４个单峰函数和１１６个多峰函数,其中又可

分为低维测试函数和高维测试函数.CEC测试函数集已经

更新到了２０２１版本,从其最早版本至今也包含了大量的测试

函数.然而,对于如何选择合适的测试函数来评估算法性能,
研究者们仍未达成共识.

４．１　测试函数

本文选取１８个不同类型的标准基准函数,根据它们的模

态、维数、形状等特征,对改进算法的探索能力、开发能力、收
敛速度等性能进行仿真测试,并将其与萤火虫算法 FA、原始

量子萤火虫算法 QFA、量子粒子群算法 QPSO进行比对.测

试函数的相关信息如表１所列,不同维度自变量的定义域相

同,函数f８,f９,f１１,f１２,f１４,f１５是单峰函数,f１－f７,f１０,f１３,

f１６－f１８是多峰函数,包含可分离函数与不可分离函数,同时

表现为BowlＧShaped,PlateＧShaped,ValleyＧShaped,SteepRidＧ

ges/Drops等多种函数形式.

表１　测试函数

Table１　Testfunctions

Function Definition Dim Range fmin

Ackley f１(X)＝－２０e
－０．２ １

d ∑
d

i＝１
x

２
i( )

＋e
１
d ∑

d

i＝１
cos(２πxi)( )

＋２０＋e ２０ [－３２．７６８,３２．７６８] ０

DropＧWave f２(X)＝－
１＋cos(１２ x２

１＋x２
２)

０．５(x２
１＋x２

２)＋２
２ [－５．１２,５．１２] －１

Griewank f３(X)＝ ∑
d

i＝１

x２
i

４０００－ ∏
d

i＝１
cos

xi

i( ) ＋１ ３０ [－６００,６００] ０

LevyN．１３ f４(X)＝sin２(３πx１)＋(x１－１)２[１＋sin２(３πx２)]＋(x２－１)２[１＋sin２(２πx２)] ２ [－１０,１０] ０

Rastrigin f５(X)＝１０d＋ ∑
d

i＝１
[x２

i－１０cos(２πxi)] ３０ [－５．１２,５．１２] ０

SchafferN．２ f６(X)＝０．５＋
sin２(x２

１－x２
２)－０．５

[１＋０．００１(x２
１＋x２

２)]２
２ [－１００,１００] ０

Schwefel２．２６ f７(X)＝４１８．９８２９d－ ∑
d

i＝１
xisin( |xi|) ３０ [－５００,５００] ０

Sphere f８(X)＝ ∑
d

i＝１
x２
i ２０ [－５．１２,５．１２] ０

SumSquares f９(X)＝ ∑
d

i＝１
ix２

i ３０ [－１０,１０] ０

Booth f１０(X)＝(x１＋２x２－７)２＋(２x１＋x２－５)２ ２ [－１０,１０] ０

Matyas f１１(X)＝０．２６(x２
１＋x２

２)－０．４８x１x２ ２ [－１０,１０] ０

Zakharov f１２(X)＝ ∑
d

i＝１
x２
i＋(∑

d

i＝１
０．５ixi)

２＋(∑
d

i＝１
０．５ixi)

４ ２０ [－５,１０] ０

ThreeＧHumpCamel f１３(X)＝２x２
１－１．０５x４

１＋
x６

１
６ ＋x１x２＋x２

２
２ [－５,５] ０

Rosenbrock f１４(X)＝ ∑
d－１

i＝１
[１００(xi＋１－x２

i)２＋(xi－１)２] ３０ [－５,１０] ０

８０２ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．４,Apr．２０２３



　(续表)

Function Definition Dim Range fmin

Easom f１５(X)＝－cos(x１)cos(x２)e
(－(x１－π)２－(x２－π)２) ２ [－１００,１００] －１

Michalewicz f１６(X)＝－ ∑
d

i＝１
sin(xi)sin２m ix２

i
π( ) ５ [０,π] －４．６８７７

Beale f１７(X)＝(１．５－x１＋x１x２)２＋(２．２５－x１＋x１x
２
２)２＋(２．６２５－x１x

３
２)２ ２ [－４．５,４．５] ０

PermFunctiond,Beta f１８(X)＝ ∑
d

i＝１
∑
d

j＝１
(ji＋β) xj

j( )
i
－１( )( )

２
３ [－d,d] ０

４．２　参数设置及测试结果

FA和 QPSO算法的代码思路及参数设置原则分别来自

文献[２]和文献[１８],种群大小 N 设置为５０和１００,迭代次数

T 设置为１０００和３０００,其余主要参数值如表２所列.为减

小误差,每种组合均进行５０次实验,取实验的平均值进行比

较.仿真结果如表３所列,其中 Mean代表最优解的平均值,

Std是标准差,两者分别用于衡量算法的搜索能力和稳定性.

表２　主要参数设置

Table２　Settingsofmainparameters

Algorithm Parameters

FA β０＝１,γ＝１

QFA γ＝１

QPSO β＝１

CAQFA α＝１,γ＝１

表３　测试结果

Table３　Testresults

Func N T
FA

Mean Std

QFA

Mean Std

QPSO

Mean Std

CAQFA

Mean Std

f１

５０ １０００ ２．００×１０－１３ ２．１９×１０－１３ １．８９×１０－１３ １．９９×１０－１３ １．０１×１０－１３ １．３９×１０－１０ ７．４４×１０－１６ ５．１１×１０－１７

１００ １０００ ２．３１×１０－１３ ２．５５×１０－１３ １．９２×１０－１３ ２．０７×１０－１３ ８．３７×１０－１３ １．０４×１０－１２ ９．１３×１０－１６ ４．８６×１０－１６

５０ ３０００ １．４７×１０－１３ １．６２×１０－１３ １．６６×１０－１３ １．８１×１０－１３ ４．３３×１０－１１ ６．７５×１０－１１ ５．９４×１０－１６ ３．５７×１０－１７

１００ ３０００ １．７３×１０－１３ １．９１×１０－１３ １．５９×１０－１３ １．７７×１０－１３ ２．４６×１０－１３ ３．１１×１０－１３ ８．３３×１０－１６ ８．６９×１０－１７

f２

５０ １０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０
１００ １０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０
５０ ３０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０
１００ ３０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０

f３

５０ １０００ ６．９４×１０－３ １．１３×１０－３ ２．４６×１０－６ ４．１３×１０－６ ２．２１×１０－２ ３．３７×１０－２ ７．０７×１０－８ ８．１９×１０－８

１００ １０００ ４．６７×１０－３ １．４５×１０－４ １．６３×１０－６ ２．３３×１０－６ １．３８×１０－２ ２．７７×１０－２ ２．８４×１０－８ ４．９６×１０－８

５０ ３０００ ６．３０×１０－３ ４．８７×１０－４ ５．８２×１０－７ ８．２３×１０－７ ６．４８×１０－４ １．２１×１０－３ ４．１１×１０－８ ５．５４×１０－８

１００ ３０００ ４．１１×１０－３ ６．７４×１０－５ ３．０６×１０－７ ５．８９×１０－７ ２．９３×１０－４ ６．０４×１０－４ ８．１３×１０－８ １．０３×１０－８

f４

５０ １０００ ７．８６×１０－３１ ３．５９×１０－３１ ２．４９×１０－３１ １．４５×１０－３１ ９．４１×１０－１７ ４．１９×１０－１７ ０．０ ０．０
１００ １０００ ５．３４×１０－３１ ９．６７×１０－３１ １．３５×１０－３１ ９．６４×１０－３１ ６．８８×１０－１９ ８．４１×１０－１８ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ２．９６×１０－３１ ８．９４×１０－３１ ２．４３×１０－３１ １．３７×１０－３１ ６．４５×１０－２３ ２．３６×１０－２３ ０．０ ０．０
１００ ３０００ ２．３５×１０－３１ ２．３７×１０－３１ １．３５×１０－３１ ５．４１×１０－３１ １．３８×１０－２３ ９．８４×１０－２４ ０．０ ０．０

f５

５０ １０００ １．５２×１０ ３．７３ ２．５３×１０－２ ４．６８×１０－２ ３．８７×１０２ １．１６×１０ １．３１×１０－６ ３．４５×１０－６

１００ １０００ ７．６４ １．６５ ９．０９×１０－３ ９．６８×１０－４ ３．４６×１０２ １．３５×１０ １．５７×１０－８ ５．９７×１０－９

５０ ３０００ ４．１７ １．５６ ４．３７×１０－３ ６．９４×１０－３ ４．２５×１０ ７．３３ ０．０ ０．０
１００ ３０００ １．０７ ７．６６×１０－１ ２．１０×１０－４ ２．３９×１０－４ ２．０４×１０ ８．４９ ０．０ ０．０

f６

５０ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０

f７

５０ １０００ ７．６９×１０ ４．６５×１０ ６．５１×１０－２ １．５９×１０－１ ５．１７×１０ １．６４×１０２ ９．１８×１０－６ １．４６×１０－６

１００ １０００ ５．７９×１０ ６．４８×１０ ４．３８×１０－２ ５．６４×１０－２ ７．０９ ２．３６×１０ ６．３１×１０－６ ６．６３×１０－７

５０ ３０００ ３．４８×１０ ４．８９ １．６４×１０－２ ４．３７×１０－２ ４．６６×１０ ８．１１×１０ ２．６４×１０－６ ８．９４×１０－７

１００ ３０００ ３．０３×１０ １．６５ １．２１×１０－２ １．６８×１０－２ ５．６３ ２．４７×１０ ６．１５×１０－７ ３．０１×１０－７

f８

５０ １０００ １．０６×１０－５４ １．６４×１０－５４ １．０２×１０－５４ ６．１３×１０－５５ １．３４×１０－４４ ９．４６×１０－４４ ０．０ ０．０
１００ １０００ ８．１６×１０－５５ ８．７２×１０－５５ ８．２８×１０－５５ ４．７９×１０－５５ ２．８３×１０－５１ ５．１８×１０－５１ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ２．３１×１０－１０７ ３．４９×１０－１０７ ２．３７×１０－１０７ ５．３９×１０－１０７ ９．８４×１０－４８ ６．１５×１０－４９ ０．０ ０．０
１００ ３０００ １．８５×１０－１０７ １．８７×１０－１０７ １．８２×１０－１０７ ２．３７×１０－１０７ １．６７×１０－５１ ３．２４×１０－５１ ０．０ ０．０

f９

５０ １０００ ３．７７×１０－５３ ６．５１×１０－５３ ３．６８×１０－５３ ４．８１×１０－５２ ７．６７×１０－３９ ３．４９×１０－３８ ０．０ ０．０
１００ １０００ ２．６８×１０－５３ ８．９４×１０－５３ ２．９２×１０－５３ ６．１３×１０－５３ １．３２×１０－４３ ７．１２×１０－４３ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ８．８０×１０－１０５ ９．８４×１０－１０５ ８．６８×１０－１０６ ４．６５×１０－１０５ ５．７８×１０－４３ ２．３６×１０－４２ ０．０ ０．０
１００ ３０００ ５．６５×１０－１０５ ６．５１×１０－１０５ ６．４９×１０－１０６ ６．６３×１０－１０６ １．３９×１０－５０ ４．６６×１０－５０ ０．０ ０．０

f１０

５０ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０

f１１

５０ １０００ ８．４７×１０－３２ １．３３×１０－３１ ４．７６×１０－４３ １．６５×１０－４２ ７．９３×１０－２９ ４．８６×１０－２８ ４．３６×１０－６０ ６．４１×１０－６０

１００ １０００ ２．６３×１０－３４ ４．６５×１０－３４ ７．９６×１０－４４ ８．１７×１０－４４ ３．４３×１０－３６ ８．７９×１０－３６ ８．７０×１０－６１ ８．９６×１０－６１

５０ ３０００ １．３８×１０－６０ ６．４３×１０－６０ ５．５３×１０－８１ ６．１３×１０－８１ ６．６８×１０－５５ ４．８９×１０－５４ ９．０２×１０－１１３ ５．１３×１０－１１２

１００ ３０００ ５．７７×１０－６１ ３．３７×１０－６０ １．１７×１０－８１ ３．９４×１０－８１ ３．７４×１０－６７ ３．５１×１０－６７ ２．４４×１０－１１３ ２．７９×１０－１１３

９０２刘晓楠,等:混沌自适应量子萤火虫算法



　　(续表)

Func N T
FA

Mean Std
QFA

Mean Std
QPSO

Mean Std
CAQFA

Mean Std

f１２

５０ １０００ ７．１６×１０－２３ １．６８×１０－２２ ３．７９×１０－２６ ９．４８×１０－２６ ４．１５×１０－２３ １．６１×１０－２２ ４．５１×１０－４７ ６．４１×１０－４７

１００ １０００ ４．６４×１０－２３ ４．６１×１０－２３ ６．３３×１０－２７ ６．７４×１０－２７ ９．７８×１０－３１ １．３９×１０－３０ ３．５６×１０－４７ ７．９６×１０－４７

５０ ３０００ ５．４３×１０－５４ ６．３６×１０－５４ ５．７２×１０－５４ １．６５×１０－５４ １．８６×１０－５０ ７．３５×１０－５０ １．２７×１０－１０６ ２．９７×１０－１０６

１００ ３０００ ３．８４×１０－５４ ４．３１×１０－５４ ３．９２×１０－５４ ６．１５×１０－５５ ６．７９×１０－５１ ４．６１×１０－５１ ８．７６×１０－１０７ １．３６×１０－１０６

f１３

５０ １０００ ５．３１×１０－３７ ４．８７×１０－３６ ６．８９×１０－４６ ６．３０×１０－４６ ４．１６×１０－３３ ９．０４×１０－３４ ２．９６×１０－７６ ４．２４×１０－７６

１００ １０００ ２．７７×１０－３７ ５．１２×１０－３７ ４．４２×１０－４６ １．４９×１０－４６ ３．５１×１０－３４ ２．８５×１０－３４ ７．１３×１０－７７ １．００×１０－７６

５０ ３０００ １．１６×１０－５９ ９．６３×１０－５９ １．４５×１０－５９ ２．８５×１０－５９ １．６１×１０－５９ ６．３１×１０－５９ ３．７３×１０－１１２ ３．２１×１０－１１２

１００ ３０００ ３．２９×１０－６０ ２．８５×１０－５９ ３．３１×１０－６０ ３．６１×１０－６０ ３．２７×１０－６０ ４．９７×１０－５９ ６．６９×１０－１１３ ９．１４×１０－１１３

f１４

５０ １０００ ５．９８×１０ １．３４×１０ ５．１９×１０ ４．３８×１０－１ ２．８５×１０ ２．２２ ６．３１×１０－３ ９．８６×１０－３

１００ １０００ ２．００×１０ ８．４０×１０ ４．７８×１０ ３．７１×１０－１ ４．１４×１０ ３．７０ １．４５×１０－３ ５．４３×１０－３

５０ ３０００ １．９９×１０ ８．９１×１０ ２．３９×１０ ５．４７×１０－１ ２．７８×１０ １．１７×１０－１ ５．４０×１０－５ ４．８５×１０－４

１００ ３０００ １．１９×１０ ６．３７×１０ １．２０×１０ ４．９０×１０－１ ２．７８×１０ ９．９１×１０－２ ６．１４×１０－５ １．７３×１０－４

f１５

５０ １０００ －９．３０×１０－１ ２．６５×１０－１ －９．６６×１０－１ ２．００×１０－１ －９．７３×１０－１ ３．１１×１０－１ －１．０ ０．０
１００ １０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０
５０ ３０００ －９．５７×１０－１ ２．２４×１０－１ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０
１００ ３０００ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０ －１．０ ０．０

f１６

５０ １０００ －４．３７２１ １．６５×１０－３ －４．５９０７ ４．６１×１０－３ －４．０４１７ ５．６１×１０－３ －４．６８７７ ４．７７×１０－１４

１００ １０００ －４．３８８５ ３．３４×１０－４ －４．６１１３ ２．４７×１０－４ －４．１５６７ ４．７２×１０－３ －４．６８７７ ４．３５×１０－１４

５０ ３０００ －４．６８７７ ４．５３×１０－１１ －４．６８７７ ０．０ －４．２６４３ ４．６６×１０－３ －４．６８７７ ０．０
１００ ３０００ －４．６８７７ ３．７１×１０－１１ －４．６８７７ ０．０ －４．３７６４ ３．３４×１０－３ －４．６８７７ ０．０

f１７

５０ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ １０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
５０ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０
１００ ３０００ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０ ０．０

f１８

５０ １０００ ４．２０×１０－３ ７．４１×１０－３ ４．９６×１０－５ １．７５×１０－４ ５．６１×１０－３ ７．４９×１０－３ ６．４３×１０－７ ６．７６×１０－７

１００ １０００ ４．１３×１０－３ ９．８５×１０－３ ２．７３×１０－５ ６．１４×１０－５ １．６４×１０－３ ５．６８×１０－３ １．６５×１０－７ ２．１７×１０－７

５０ ３０００ ３．９９×１０－３ ２．０６×１０－３ ３．５４×１０－８ ７．９８×１０－８ ４．８３×１０－５ ３．４７×１０－５ ３．１３×１０－１５ ２．９８×１０－１５

１００ ３０００ ３．８６×１０－３ ９．４８×１０－４ ８．９４×１０－９ ５．６１×１０－８ ４．７１×１０－５ １．６７×１０－５ ２．６７×１０－１５ ２．４２×１０－１５

４．３　性能分析

函数f８,f９,f１１,f１２,f１４,f１５是单峰函数,只有一个全局

最优解,不存在其他局部极值点,因此可以利用它们观察算法

对搜索空间的开发能力;函数f１－f７,f１０,f１３,f１６－f１８是多

峰函数,具有多个局部最优值,并且局部最优值的数量随着维

度的增加呈指数增长,因此主要用于检验算法在搜索空间中

的探索能力.

从表３可以看出,在与３种同类算法FA,QFA,QPSO的

比较中,CAQFA在所有测试函数上的搜索能力和稳定性都

是第一或并列第一.其中较为典型的有函数f１４,该函数是一

个单峰函数,全局最小值位于一个狭窄的抛物线山谷中,其他

３种算法都落入了其陷阱,陷入了局部最优值无法跳出,导致

算法过早收敛,而CAQFA则取得了不错的结果,表现出了较

强的局部搜索能力.而在后续针对函数f１４进行的细化实验

表明,３种改进措施中,自适应的随机扰动对算法优化起到了

重要的作用,在与其他两种改进措施结合之后,算法的稳定性

和准确性有了明显的提高,３种改进措施相辅相成;在对多峰

函数的优化中,整体的搜索精度和稳定性都有很大的提升,表

现出了较强的探索能力,即全局搜索能力.

利用IBMSPSS统计软件对４种算法进行 Friedman检

验[２２],得到各钟算法的秩均值,如表４所列.

表４　算法的秩均值

Table４　Rankmeanofalgorithms

Algorithm Meanrankvalue
FA ３．０１
QFA ２．２９
QPSO ３．２７

CAQFA １．４３

　　可以看到,CAQFA 的秩均值最小,然后分别是 QFA,

FA,QPSO,秩均值越小,表示算法表现越好.因此,测试结果

表明,相比其他３种对比算法,CAQFA的综合性能最好.

结束语　本文将混沌映射、邻域搜索以及自适应的随机

扰动引入量子萤火虫算法的不同阶段,提出了 CAQFA.混

沌映射可以提高初始种群的质量,邻域搜索和自适应的随机

扰动则可以增强算法跳出局部最优的能力,使算法在探索和

开发之间取得平衡,从而提高算法的综合性能.在１８个基准

函数上的测试结果表明,CAQFA 显著提升了 QFA 的性能,

在与其他两种算法的对比中也表现出了很大的优越性.但是

算法仍有许多可优化的问题以及进一步研究的方向,例如邻

域搜索策略的选择、选取最优参数、引入分组优化或者其他策

略、在实际问题上的应用等,未来可将对这些方面的研究作为

当前工作的延伸.
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