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摘　要　批量矩阵计算问题广泛存在于科学计算与工程应用领域.随着性能的快速提升,GPU 已成为解决这类问题的重要工

具之一.矩阵特征值分解属于双边分解,需要使用迭代算法进行求解,不同矩阵的迭代次数可能不同,因此,在 GPU 上设计批

量矩阵的特征值分解算法比设计 LU 分解等单边分解算法更具挑战性.文中针对不同规模的矩阵,基于Jacobi算法设计了相

应的批量厄米矩阵特征值分解 GPU 算法.对于共享内存无法存储的矩阵,采用矩阵“块”操作技术提升计算强度,从而提高

GPU 的资源利用率.所提算法完全在 GPU 上运行,避免了CPU 与 GPU 之间的通信.在算法实现上,通过kernel融合减少了

kernel启动负载和全局内存访问.在 V１００GPU 上的实验结果表明,所提算法优于已有工作.Roofline性能分析模型表明,文

中给出的实现已接近理论上限,达到了４．１１TFLOPS.
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Abstract　Batchedmatrixcomputingproblemsarewidelyexistedinscientificcomputingandengineeringapplications．Withrapid
performanceimprovements,GPUhasbecomeanimportanttooltosolvesuchproblems．Theeigenvaluedecompositionbelongsto
thetwoＧsideddecompositionandmustbesolvedbytheiterativealgorithm．Iterativenumbersfordifferentmatricescanbevaried．
Therefore,designingeigenvaluedecompositionalgorithmsforbatchedmatricesontheGPUismorechallengingthandesigning
batchedalgorithmsfortheoneＧsideddecomposition,suchasLUdecomposition．Thispaperproposesbatchedalgorithmsbasedon
theJacobialgorithmsforeigenvaluedecompositionofHermitianmatrices．Formatricesthatcannotresideinsharedmemory
wholly,theblocktechniqueisusedtoimprovethearithmeticintensity,thusimprovingtheuseofGPUresources．Algorithms
presentedinthispaperruncompletelyontheGPU,avoidingthecommunicationbetweentheCPUandGPU．Kernelfusionis
adoptedtodecreasetheoverheadoflaunchingkernelandglobalmemoryaccess．ExperimentalresultsonV１００GPUshowthat
ouralgorithmsarebetterthanexistingworks．PerformanceevaluationresultsoftheRooflinemodelindicatethatourimplementaＧ
tionsareclosetotheupperbound,approaching４．１１TFLOPS．
Keywords　Hermitianmatrix,Eigenvaluedecomposition,Batchcomputing,Rooflinemodel,Performanceevaluation

　

１　引言

批量矩阵计算问题广泛存在于机器学习、计算机视觉、天

体物理学等领域[１Ｇ４].对于多核 CPU,这类问题的求解相对

容易.例如结合 OpenMP和高度优化的 LAPACK/BLAS库

(如 MKL,openBLAS)即可获得较好的性能,因为许多计算

可以在CPU的高速缓存中进行.然 而,由 于 缓 存 较 小,在

GPU上求解批量矩阵计算问题十分困难.

BLAS库是科学计算领域的基础函数库之一,库中的矩

阵乘(GEMM)函数占据着核心地位.为此,许多 GPU 供应

商提供批量 GEMM 的高效实现１),２),开源软件包 MAGMA３)

和 KBLAS４)也提供批量 GEMM 在 GPU 上的实现.LAPAＧ



CK库中函数的批量算法获得了广泛关注.例如,Dong等[５]

研究了批量Cholesky分解;Abdelfattah等[６]研究了部分选主

元的批量LU分解;文献[７]对批量矩阵计算问题的研究进行

了较为全面的总结.与Cholesky分解等单边分解不同,矩阵

特征值分解属于双边分解,必须使用迭代算法进行求解.不

同矩阵的迭代次数可能不同,因此进行批量计算的矩阵几乎

不能同时收敛.当一些矩阵收敛后,计算量变小,剩余的矩阵

难以充分利用 GPU上的众多计算核心.因此,在 GPU 上设

计批量矩阵的特征值分解算法更具挑战性.

１)https://docs．nvidia．com/cuda/cusolver/index．html

特征值分解算法主要分为两类:三对角化方法和Jacobi
方法.三对角化方法主要包括三步:第一步使用 Householder
正交变换将原始矩阵转化为三对角矩阵;第二步使用 QR迭

代算法[８Ｇ９]、D&C算法[１０Ｇ１１]或 MRRR算法[１２Ｇ１３]计算三对角矩

阵的特征值分解;最后使用 Householder正交变换将三对角

矩阵的特征向量恢复成原始矩阵的特征向量.与之不同,JaＧ

cobi方法[１４Ｇ１５]无须将原始矩阵转化为三对角形式,而是直接

对原始矩阵进行Jacobi旋转.Jacobi方法的计算量通常比三

对角化方法更大,但并行性优于后者.

对称矩阵特征值分解算法的时间复杂度为 O(n３)(n为

矩阵行数)[１６],因此大规模矩阵的特征值分解算法属于计算

密集型算法,可用 GPU 加速计算过程.ELPAＧGPU 库[１６]与

MAGMA库基于三对角化方法给出了 GPU 加速的大规模矩

阵特征值分解算法.对于大规模矩阵,CPU 与 GPU 之间的

通信与 GPU的计算能实现较好的重叠,从而隐藏通信代价.

批量矩阵计算问题由于矩阵规模较小(通常不超过５１２),计

算时间短,因此通信时间与计算时间难以重叠.在设计算法

时,应尽量避免CPU与GPU之间的数据拷贝,甚至可以研究

完全运行在 GPU上的算法.当前对批量矩阵特征值分解的

研究较少,cuSOLVER１)提供了批量矩阵特征值分解的函数,

但当前只支持规模不超过３２×３２的矩阵.cuSOLVER属于

商业库,其实现细节并未对外发布.

本文针对不同的矩阵规模,基于Jacobi算法设计了相应

的批量厄米矩阵特征值分解 GPU 算法.本文的主要贡献

包括:

(１)针对不超过３２×３２的矩阵,设计了共享内存算法,该

算法优于cuSOLVER库.

(２)针对超过３２×３２的矩阵,设计了全局内存算法,填补

了该领域的空白.

(３)使用 Roofline模型[１７]分析了算法的实现性能,结果

表明本文的实现已接近理论上限,达到了４．１１TFLOPS.

本文第２节介绍了Jacobi方法,该方法是本文设计算法

的基础;第３节介绍了针对不同矩阵规模的算法设计;第４节

使用数值算例对算法进行实验验证;第５节分析算法的实现

性能;最后总结全文并展望未来.

２　Jacobi方法

本节介绍求解厄米矩阵的Jacobi方法.厄米矩阵为复共

轭对称矩阵,一个n×n厄米矩阵A 的特征值分解如下:

A＝Q∙Λ∙QC (１)

其中,Q为n×n的正交矩阵,Q的列称为A 的特征向量;Λ 为

n×n的对角矩阵,其对角元素称为矩阵A 的特征值,且按升

序排列.

Jacobi方法每次从A中选择两列(如第p,q列)构造JaＧ

cobi旋转矩阵Jpq,并对矩阵A 进行Jacobi旋转,使其收敛于

对角矩阵.因此,Jacobi方法的收敛条件为:

off(A)＝ ∑
　

i≠j
|aij|２ ＜ε (２)

其中,ε为给定的常数.Jacobi旋转矩阵Apq只有第p,q行与

第p,q列相交的４个位置与单位矩阵I不同,即具有如下的

结构:

Jpq＝

I

c －s
I

s－ c
I

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

(３)

其中,c,s可通过式(４)和式(５)进行解析求解.

t＝２􀅰|apq|􀅰sign(app－aqq)/(|app－aqq|＋

|app－aqq|２＋４􀅰|apq|２ ) (４)

c＝ １
１＋ t２

,s＝ t􀅰apq

|apq| １＋t２
(５)

Jacobi方法将任意两列(也称为列对)都旋转一次的过程

称为一个sweep迭代,因此一个sweep迭代包括n(n－１)/２
次Jacobi旋转.在实现Jacobi方法时,通常给出一个sweep
迭代的旋转列对,周期性地进行sweep迭代,直至算法收敛.

Jacobi方法给出旋转列对的常用方法包括行循环方法和

列循环方法,但基于这两种方法得到的算法并行性较差.并

行性较好的给定旋转列对方法为 RoundＧRobin方法[１８].以

n＝８为例来说明 RoundＧRobin方法.如 图 １ 所 示,将 编 号

１－８依次放入方框内,一个框内为一个列对,共得到n/２＝４
个列对.固定编号１,其他编号沿着箭头所示方向依次移动

一个位置,得到另外n/２＝４个列对.继续上述过程n－２次,

可得到一个sweep迭代所需的n(n－１)/２个列对.该方法每

次可同时对n/２个列对进行Jacobi旋转,并行性较好.

图１　RoundＧRobin方法

Fig．１　RoundＧRobinmethod

８９３ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．４,Apr．２０２３



在求解厄米矩阵的Jacobi方法中,双边Jacobi特征值分

解算法使用最广泛,其详细步骤如算法１所示.

算法１　双边Jacobi特征值分解算法

输入:A
输出:Q,Λ

１．初始化Q＝I/∗I单位矩阵∗/

２．whileoff(A)＞ε

３．　　使用 RoundＧRobin方法给出旋转列对(p,q)

４．　　根据式(３)－式(５)计算Jpq

５．　　更A的行,A＝JC
pq∙A

６．　　更新A的列,A＝A∙Jpq

７．　　更新Q的列,Q＝Q∙Jpq

８．endwhile

９．计算Λ:Λ＝A

１０．对Λ的对角元素进行排序并交换Q对应的列

由于算法 １ 的 主 要 计 算 (第 ５－７ 行)均 为 访 存 受 限

(MemoryBound)的BLAS１操作,因此,算法１属于访存受

限型算法.

３　基于GPU架构的算法设计

为便于介绍 GPU上的算法设计,本文采用CUDA(ComＧ

puterUnifiedDeviceArchitecture)作为编程模型.本文的算

法设计同样适用于其他 GPU 编程模型,如 OpenCL 和 HIP.

首先简要介绍CUDA 的一些基本概念.CUDA 是一个典型

的SIMT(SingleInstructionMultipleThread)架构,CUDA 编

程模型中常用的内存主要包括全局内存、共享内存以及寄存

器.从全局内存到寄存器,访问延迟逐渐减小,访存带宽逐渐

增加.寄存器的访问速度最快,只能单线程独享.共享内存

的访问延迟比寄存器内存大,但远小于全局内存的访问延迟.

同一个block上的所有线程均可访问共享内存,因此,可通过

共享内存实现线程间的数据交换.此外,同一个block上的

线程可通过内置函数__syncthreads()进行同步.有效利用共

享内存是在 GPU 上设计高效算法的关键,但共享内存属于

稀缺资源,每个block可使用的共享内存至多为９６kB(计算

能力为７．x的设备).所有线程均可以访问全局内存,但访问

延迟较大,应尽量减少对全局内存的访问.在访问全局内存

时,相邻线程的访问地址也是连续的,十分有利于提升访存

带宽.

在CUDA中,一条FMA(FusedMultiplyAdd)指令可以

同时完成形如x＝y×z＋w 的加和乘两种运算.因此,在算

法实现时,浮点运算应尽量使用 FMA 指令.厄米矩阵的计

算为复数运算,可使用内置函数cuCfma实现 FMA 指令的

调用.

３．１　共享内存算法

对于规模较小的矩阵(如不超过３２×３２),共享内存可以

容纳待分解矩阵及其特征向量.为了减少数据访问,将整个

矩阵加载到共享内存进行计算,待计算完成后再将结果写回

全局内存.在kernel设计上,使用一个block计算一个矩阵.

Grid,block与矩阵的映射关系如图２所示.一维grid和二维

block的大小分别为batch 和(n, n/２ ),其中batch 等于

矩阵数量.在计算时,使用一列线程实施一个列对的Jacobi
旋转.在开始Jacobi旋转前,所有线程都计算Jpq.虽然存

在冗余计算(同一列线程的\pq相同),但所有线程都参与算法

１中第５－７行的计算,可以提高线程利用率.

图２　共享内存算法中grid,block与矩阵的映射

Fig．２　Mappingbetweengrid,blockandmatrixinsharedmemory

algorithm

对于小于 ８×８ 的矩阵,单个 block的线程数 小 于 ３２
(CUDA的线程调度单位),每个 block的线程均存在浪费.

为此,采用(n,n/２ ,Dim．z)的三维block增加单个block的

线程数,且使用单个block计算Dim．z个矩阵的特征值分解.

但数值实验发现,这种方案并没有显著缩短批量矩阵特征值

分解的时间,原因是这种方案导致计算单个矩阵的线程可能

不属于同一个 warp,必须使用内置函数__syncthreads避免数

据竞争,这样就引入了额外的负载.因此,在数值实验部分没

有给出这种方案的实验结果.

３．２　全局内存算法

对于规模较大的矩阵,共享内存无法容纳待分解矩阵及

其特征向量,只能存储在全局内存中.最直接的设计是依据算

法１,每次从全局内存中读取两行或两列进行Jacobi旋转,但全

局内存访问延迟较大,该设计性能较差.本文采用矩阵“块”

操作技术来提升计算强度,从而提高 GPU的资源利用率.

首先对矩阵进行剖分,例如将矩阵A进行如下剖分:

A＝

A１１ A１２ 􀆺 A１K

A２１ A２２ 􀆺 A２K

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

AK１ AK２ 􀆺 AKK

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

(６)

不失一般性,假设块Aij的大小为nb×nb,满足nb×K＝

n,且K 为偶数.

双边块Jacobi特征值分解算法将Jacobi旋转推广为块

Jacobi旋转,详细步骤如算法２所示.

算法２　双边块Jacobi特征值分解算法

输入:A
输出:Q,Λ

１．初始化Q＝I/∗I单位矩阵∗/

２．whileoff(A)＞ε

３．　　给定Jacobi旋转列对(p,q)

４．　　计算块Jacobi旋转矩阵BJpq

５．　　更新A的行块,A＝BJC
pq∙A

６．　　更新A的列块,A＝A∙BJpq

７．　　更新Q的列块,Q＝Q∙BJpq

８．endwhile

９．计算Λ:Λ＝A

９９３黄荣锋,等:批量厄米矩阵特征值分解的 GPU算法



１０．对Λ的对角元素进行排序并交换Q对应的列

算法２的收敛条件与算法１相同,但块Jacobi旋转矩阵

BJpq的 计 算 不 存 在 显 示 计 算 公 式,需 要 计 算 子 矩 阵

App Apq

Aqp Aqq

æ

è
ç

ö

ø
÷的特征分解.为利用 CUDA 共享内存的快速访

存性 质,可 在 共 享 内 存 上 实 现 算 法 １ 来 求 解 子 矩 阵

App Apq

Aqp Aqq

æ

è
ç

ö

ø
÷的特征分解.算法１需要的共享内存大小至少

为２×２nb×２nb×sizeof(cuDoubleComplex),这使得nb的取

值不能超过２７,小于 CUDA 中的线程调度单位３２.无论矩

阵在 GPU中以行主序或列主序存储,算法２第５行或第６行

必然存在相连线程访问地址不连续的情况.为此,本文采用

算法３所示的单边块Jacobi特征值分解算法.

算法３　单边块Jacobi特征值分解算法

输入:A
输出:Q,Λ

１．初始化Q＝I/∗I单位矩阵∗/

２．whileoff(QC∙A)＞ε

３．　给定Jacobi旋转列对(p,q)

４．　计算矩阵Gpq

５．　计算块Jacobi旋转矩阵BJpq

６．　更新A的列块,A＝A∙BJpq

７．　更新Q的列块,Q＝Q∙BJpq

８．endwhile

９．计算Λ:Λ＝QC∙A

１０．对Λ的对角元素进行排序并交换Q对应的列

算法３第４行的矩阵Gpq使用式(７)计算得到:

Gpq＝[Q:,pQ:,q]C􀅰[A:,pA:,q] (７)

与算法２不同,算法３虽然每次计算块Jacobi旋转BJpq

时需计算Gpq,但在更新矩阵A时无须对行条块进行块Jacobi
旋转.对于GPU上以列主序存储的矩阵,由于算法３的主要

计算(第４－７行)只需访问矩阵的列条块,因此,相连线程访

问地址连续,避免了双边块Jacobi特征值分解算法相连线程

访问地址不连续的问题,进而增加了访存带宽,提升了算法性

能.此外,只要两个列块之间的列互不相同,则算法 ３ 的

第４－７行可以同时进行,因此算法３具有很好的并行性,且

可以使用 RoundＧRobin方法给定Jacobi旋转列对.

算法３的４个主要计算为计算Gpq、计算BJpq(求解矩阵

Gpq的特征分解)、更新A的列块和更新Q 的列块.下面介绍

这４个主要计算在CUDA上的实现.除计算BJpq外,其他３
个计算属于矩阵乘积(GEMM).由于不同列对之间的计算

可同时进行,因此可调用cuBLAS库中的批量 GEMM 实现,

即cublasZgemmStridedBatched 函数.对于求解矩阵Gpq 特

征分解 的 kernel设 计,本 文 采 用 大 小 为 (２nb,nb)的 二 维

block,大小为(K/２,batch)的二维grid.为了求解矩阵Gpq特

征分解的kernel在迭代过程中只需访问 GPU 共享内存,nb
的大小设置需使得 GPU 共享内存可以存储BJpq和Gpq.由

于BJpq和Gpq的大小均为２nb×２nb,因此使用一列线程实施

一个列对的Jacobi旋转.Grid,block与矩阵的映射关系如

图３所示,一个矩阵需要多个block共同计算.

图３　全局内存算法中grid,block与矩阵的映射

Fig．３　Mappingbetweengrid,blockandmatrixinglobalmemory

algorithm

由于算法３中需要进行块Jacobi旋转的两个列块在存储

空间上不连续,为了调用cublasZgemmStridedBatched函数,

需将第p列块和第q列块拷贝到连续的存储空间,这增加了

额外的数据拷贝.此外,cuBLAS库只提供调用接口,算法４
的４个主要计算需要分别启动不同的kernel,而不同的kernel
之间无法共用相同的共享内存,只能通过访问延迟较大的全

局内存进行数据传递.为解决上述问题,本文使用一个kerＧ

nel完成４个主要计算,即扩展求解Gpq特征分解的kernel,使

其支持批量 GEMM 操作.

本文采用计算矩阵乘积的tile算法[１９].文中只给出计

算Gpq的算法设计,类似可得矩阵A 与矩阵Q 的算法设计.

Tile算法依次将A 与Q 第p 列块和第q 列块的子块从全局

内存读到共享内存再计算子块的乘积.我们注意到从全局内

存中加载子块和计算子块乘积存在数据依赖,当从全局内存

中加载子块到共享内存时,数据计算单元处于等待状态.由

于全局内存访问延迟较大,数据计算单元将长时间处于空闲

状态,降低了算法性能.为此,本文采用数据预取技术(也被

称为双缓冲技术)重叠数据计算与数据访问[１９].如图４所

示,在计算当前子块乘积时从全局内存中预取下一个子块,那

么,数据计算单元只有在读取第一个子块时处于空闲状态.

另一方面,在算法３第５行求解Gpq的特征分解时也可从全局

内存中加载矩阵A的第一个子块,进一步隐藏第６行的数据

访问延迟.

图４　计算内积矩阵的示意图

Fig．４　Schematicdiagramofcalculatinginnerproductmatrix

本节给 出 的 共 享 内 存 算 法 和 全 局 内 存 算 法 在 设 置

kernel的grid时,每个矩阵具有唯一的id,使得所有矩阵的

计算可以 同 时 进 行.由 于 不 同 矩 阵 的 迭 代 次 数 不 相 同,
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本文采用ETM[２０Ｇ２１]机制,在计算过程中监测每个矩阵的收敛

状态.当识别到矩阵收敛后,及时修改kernel的grid设置,将

GPU计算资源用于未收敛矩阵的计算,避免无效计算.

４　数值实验

本文实 验 采 用 的 GPU 加 速 卡 为 NVIDIA V１００ＧPCIe
GPU,该加速卡的双精度浮点性能达７TFLOP/s,显存带宽达

９００GB/s,CUDA版本号为１１．１.在实现算法时,本文只使

用CUDAC进行编程,未使用更低级别的指令优化.在进行

数值实验时,矩阵的特征值和特征向量均进行计算,且假设矩

阵已经存储在 GPU 的全局内存中,因此本节的时间不包括

从CPU拷贝矩阵到GPU的时间.测试矩阵为双精度复厄米

矩阵,矩阵元素以列主序方式进行排列.测试矩阵随机产生,

矩阵元素服从均匀分布 U(０,１).

图５给出了本文设计的共享内存算法与cuSOLVER库

的时间对比,批量特征值分解的矩阵数为１０００.可以看出,

随着矩阵规模超过１６×１６,cuSOLVER库的时间出现跳跃式

增长,而本文算法时间增长相对平缓.本文算法在所有测试

规模中均优于cuSOLVER库,获得了１．０~３．５×的加速,平
均加速比为１．９×.

图５　共享内存算法与cuSOLVER库的时间对比

Fig．５　Timecomparisonbetweensharedmemoryalgorithmand

cuSOLVER

由于cuSOLVER库的批量矩阵特征值分解函数不支持

超过３２×３２的矩阵,作为对比,本文使用cuSOLVER库求解

单个矩阵特征值分解的函数,但在调用函数时不同矩阵使用

不同的流(Stream),通过流重叠不同矩阵的计算从而提高性

能,测试结果用cuSOLVER＋Stream表示.图６给出了本文

设计的全局内存算法与cuSOLVER＋Stream 的时间对比,批
量特征值分解的矩阵数为２００.

图６　全局内存算法与cuSOLVER库的时间对比

Fig．６　Timecomparisonbetweenglobalmemoryalgorithmand

cuSOLVER

可以看出,相对于cuSOLVER＋Stream 计算批量矩阵

特征值分解的方式,本文算法能有效减少矩阵特征值分解

时间,且小矩阵的加速效果更好.对于６４×６４至５１２×
５１２规模 的 矩 阵,最 大 加 速 比 为４６．０×,最 小 加 速 比 为

３．９×,平均加速比为９．８×.
最后给出批量矩阵特征值分解的误差对比结果.批量矩

阵特征值分解的误差定义为所有测试矩阵误差的最大值.下

面给出单个矩阵误差的定义,特征值误差的计算式如式(８)所示:

errλ＝max
１≤i≤n

　 |λex
i －λ

∧
i|

max(１,λex
i ) (８)

其中,λex
i 为矩阵的精确特征值,λ

∧
i 为计算的特征值.分解误

差计算式如式(９)所示:

errD＝‖A－Q
∧

C􀅰Λ
∧
􀅰Q

∧

‖F

‖A‖F􀅰n
(９)

其中,A为待分解的矩阵,Q
∧

为计算的特征向量,Λ
∧

为计算的

特征值,范数为 Frobenius范数.特征向量正交性误差计算

式如式(１０)所示:

errQ＝‖I－Q
∧
C􀅰Q

∧

‖F

n
(１０)

图７－图９分别给出了特征值误差、分解误差以及特征

向量正交性误差.可以看出,本文的算法在特征值误差、分解

误差和特征向量正交性误差３方面均优于cuSOLVER库,进
而验证了本文算法的有效性.共享内存算法针对的矩阵规模

较小,本文的算法与cuSOLVER库的误差均较小,且比较接

近,此处不再列出.

图７　特征值误差

Fig．７　Errorsofeigenvalues

图８　分解误差

Fig．８　Errorsofdecompositions

图９　特征向量正交性误差

Fig．９　Orthogonalityerrorsofeigenvectors

５　性能分析

Roofline模 型 提 供 了 一 种 分 析 应 用 性 能 的 方 法.在

１０４黄荣锋,等:批量厄米矩阵特征值分解的 GPU算法



Roofline模型中,应用性能(FLOPS)满足:

性能≤
理论峰值

显存带宽×计算强度{ (１１)

其中,计算强度(ArithmeticIntensity)被定义为应用的浮点操

作数除以数据访问量.计算强度刻画了应用特征,而理论峰

值和显存带宽则描述了机器特征.假如应用的计算强度小于

理论峰值除以显存带宽,那么该应用属于访存受限型,优化应

用的数据访问更有助于提升应用性能.而如果应用的计算强

度大于理论峰值除以显存带宽,那么该应用属于计算密集型,

应主要优化应用的浮点运算.

使用 Roofline模型分析性能分为３步,首先获取机器的

理论峰值和显存带宽,其次获取应用的浮点操作数和数据访

问量,最后使用式(１１)整合这些数据并画图.其中,机器的

理论峰值和显存带宽可通过机器制造商的官网进行查询,应

用的浮点操作数和数据访问量可通过理论分析或者工具包统

计,例如 NVIDIAnvprof和 NsightCompute.

本文采用 NVIDIANsightCompute统计 V１００加速卡上

浮点操作数和数据访问量.图１０给出了n＝１２８时的 RoofＧ

line模型,可以看出:

(１)批量厄米矩阵的特征值分解属于带宽受限型.

(２)本文的实现已接近理论上限,说明本文算法设计适合

CUDA编程模型,能有效利用 GPU的计算资源和访存带宽.

图１０　Roofline模型

Fig．１０　Rooflinemodel

由于共享内存算法是将整个矩阵加载到共享内存之后再

进行计算,图１０所示的分析模型不适合,因此采用GPU占有

率(Occupancy)作为测量标准进行分析.GPU 占有率的定义

是实际运行的 warp数量与 GPU 支持的最大 warp数量的比

值.一般而言,对于访存受限的应用,该值越大,说明数据访

问延迟更能通过 warp切换进行隐藏,从而带来更高的性能.

图１１给出了共享内存算法的 GPU占有率.对于８×８矩阵,

单个block只有一个warp,因此GPU占有率远小于另外两个

规模,这也为进一步优化指明了方向.

图１１　GPU 占有率

Fig．１１　AchievedoccupancyofGPU

结束语　本文面向 GPU 架构,提出了两个适合不同矩

阵规模的批量厄米矩阵特征值分解算法:共享内存算法和全

局内存算法.共享内存算法将整个矩阵加载到共享内存进行

计算,减少了全局内存的访问.全局内存算法使用矩阵“块”

操作技术增加计算强度,提高了 GPU 资源利用率.数值算

例验证了本文算法的有效性且表明了本文算法优于cuSOＧ

LVER库.未来的工作方向包括共享内存算法的深度优化以

及本文算法在实际问题中的应用.
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