
基于持续同调的过滤式特征选择算法

殷杏子, 彭宁宁, 詹学燕

引用本文

殷杏子, 彭宁宁,  詹学燕.  基于持续同调的过滤式特征选择算法[J ] .  计算机科学, 2023, 50(6): 159-166. 

YIN Xingzi, PENG Ningning, ZHAN Xueyan. Filtered Feature Selection Algorithm Based on Persistent

Homology [J]. Computer Science, 2023, 50(6): 159-166.

相似文章推荐（请使用火狐或 IE 浏览器查看文章）

Similar articles recommended (Please use Firefox or IE to view the article)

二进制哈里斯鹰优化及其特征选择算法

Binary Harris Hawk Optimization and Its Feature Selection Algorithm

计算机科学, 2023, 50(5): 277-291. https://doi.org/10.11896/js jkx.220300269

基于细粒度星座图识别的光性能监测方法

Optical Performance Monitoring Method Based on Fine-grained Constellation Diagram Recognition

计算机科学, 2023, 50(4): 220-225. https://doi.org/10.11896/js jkx.220600238

针对机器学习的成员推断攻击综述

Survey on Membership Inference Attacks Against Machine Learning

计算机科学, 2023, 50(3): 351-359. https://doi.org/10.11896/js jkx.220100016

公平谱聚类方法用于提高簇的公平性

Fair Method for Spectral Clustering to Improve Intra-cluster Fairness

计算机科学, 2023, 50(2): 158-165. https://doi.org/10.11896/js jkx.211100279

面向机器学习的成员推理攻击综述

Survey of Membership Inference Attacks for Machine Learning

计算机科学, 2023, 50(1): 302-317. https://doi.org/10.11896/js jkx.220800227

https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220500169
https://www.jsjkx.com/EN/10.11896/jsjkx.220500169
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220300269
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220300269
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220600238
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220600238
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220100016
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220100016
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.211100279
https://doi.org/10.11896/jsjkx.211100279
https://www.jsjkx.com/CN/10.11896/jsjkx.220800227
https://doi.org/10.11896/jsjkx.220800227


http://www．jsjkx．com

DOI:１０．１１８９６/jsjkx．２２０５００１６９

到稿日期:２０２２Ｇ０５Ｇ１８　返修日期:２０２２Ｇ０８Ｇ１１
基金项目:国家自然科学基金(１１７０１４３８)

ThisworkwassupportedbytheNationalNaturalScienceFoundationofChina(１１７０１４３８)．
通信作者:彭宁宁(pengn＠whut．edu．cn)
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摘　要　现有的过滤式特征选择算法忽略了特征之间的关联性.鉴于此,提出了一种新的过滤式特征选择算法———基于持续

同调的特征选择算法(RelＧBetti算法),该算法能够识别特征之间的关联性以及组合效果.通过提出相关贝蒂数概念,筛选出数

据集中重要的拓扑特征信息.该算法对数据集进行预处理后,根据类标签将数据集分类,计算不同类中的相关贝蒂数,获得数

据信息的特征均值,按特征均值差值大小对特征进行重要性排序.利用 UCI数据集中的８个数据,将该算法与其他常见算法

在决策树、随机森林、K 近邻和支持向量机这４种学习模型下进行比较实验.结果表明,该算法是一种有效的特征选择算法,其

能够提高分类的准确率和F１值,并且不依赖于特定的机器学习模型.
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Abstract　Theexistingfilteringfeatureselectionalgorithmignoresthecorrelationbetweenfeatures．Thispaperproposesanew

filteringfeatureselectionalgorithm —thefeatureselectionalgorithmbasedonpersistenthomology(RelＧBettialgorithm),which

canconsiderthecorrelationbetweenfeaturesandthecombinedeffect．ThispapergivesanewdefinitionnamedbyrelevantBetti

numbers,whichcanfilterouttheimportanttopologicalfeaturesinthedataset．Thealgorithmfirstpreprocessesthedataset,clasＧ

sifiesthedatasetaccordingtotheclasslabels,calculatestherelevantBettinumbersindifferentclasses,obtainsthefeaturemean

ofthedatainformation,andusesthefeaturemeandifferencetosorttheimportanceofthefeatures．UsingeightdatainUCI,the

algorithmiscomparedwithothercommonalgorithmsunderfourlearningmodels:decisiontree,randomforest,KＧnearestneighＧ

borandsupportvectormachine．ExperimentalresultsshowthattheRelＧBettialgorithmisaneffectivemethodthatcanimprove

classificationaccuracyandF１value,anddoesnotdependonaspecificmachinelearningmodel．
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１　引言

在大数据时代,特征选择是对数据进行预处理的必要环

节.特征选择作为一种数据降维技术,其主要目的是从原始

数据中选择出重要的特征,排除冗余与不相关的特征,降低数

据的维度和学习任务的难度,进而提升机器学习模型的效率.

根据与分类器的关系,特征选择算法被划分为过滤式(FilＧ

ter)、嵌入式(Embedded)和包裹式(Wrapper)３类[１Ｇ２].过滤

式方法独立于分类器,先利用特征选择过程对初始特征值进

行过滤,然后利用过滤后所得特征值来训练模型.嵌入式方

法将机器学习模型的训练过程与特征选择过程融为一体,其

中最典型的是决策树算法.包裹式的方法通过不断从初始

特征集合中选择出特征子集来训练学习模型,并根据学习模

型的性能对子集进行评价,直至筛选出最佳子集,该特征选择

方法直接针对给定学习模型进行优化.３种方法中过滤式特

征算法最为常见.虽然过滤式特征选择算法根据传统统计学

的度量方式能够快速比较特征的重要性,但其仅仅考虑了每

一个特征与目标变量的相关性,忽略了不同特征之间的关联

性及组合效果,并且过滤式特征选择算法只能消除不相关的

特征,无法消除冗余的特征[３].

鉴于此,本文将持续同调运用于特征选择.本文的主要

贡献如下:

(１)针对传统过滤式方法忽略不同特征之间组合效果的

不足,提出了一种考虑不同特征之间关联性和组合效果,且



能够消除冗余特征的 RelＧBetti算法.

(２)在８个公共数据集上进行实验验证,相较于卡方检

验、F检验和互信息这３种特征选择方法,本文提出的 RelＧ

Betti算法能够显著提高分类的准确率和 F１值,同时也证明

了 RelＧBetti算法可以结合多种机器学习算法,不局限于某一

种单一的机器学习模型.

２　相关工作

过滤式方法通过对所有特征进行评分,以分值大小排序

来判断特征的重要程度[４].常用的方法有卡方检验、F检验、

互信息,以及皮尔逊相关性分析等.过滤式方法的时间复杂

度低,可以快速缩小特征集规模.它们通常只考虑单个特征

的预测能力,忽略了特征与特征之间的相关性,无法消除冗余

特征,通常不能得到一个规模较小的优化特征子集.为解决

此问题,Ji等[５]提出了先用 Filter方法进行特征预选,再用

Wrapper方法做进一步的特征选择的二阶段组合式特征选择

算法.Xu等[６]提出了一种基于组策略的 MRMR改进算法.

该算法引入的组策略考虑了特征之间的相关性,首先,基于信

息熵对所有特征进行排序分块;其次,以划分的特征块作为一

个整体特征,采用CCA计算与类标签的相关度和特征块间的

冗余度,对所划分的数据块进行排序;最后根据用户需求选择

排序后 的 特 征 块,再 次 利 用 MRMR 算 法 进 行 二 次 降 维.

Singh等[７]提出了一种四步混合集成特征选择算法.该算法

首先采用交叉验证对数据集分区;然后综合各种基于加权分

数的过滤方法生成特征排序;之后利用顺序前向选择算法获

得最优特征子集;最后将最优子集用于后续的分类任务.该

算法还被应用于医疗数据.Priscilla等[８]提出了一种在第一

阶段采用互信息,在第二阶段使用递归特征消除(RFE)来消

除冗余特征的两阶段特征选择方法.Pashaei等[９]使用最小

冗余最大相关度(mRMR)作为第一级过滤器,然后将模拟

退火和交叉算子引入二元算术优化算法中以选择最小信

息基因集.为规避互信息的局限性,Yang[１０]引入了 RReＧ

liefF算法来度量特征与标签的相关性,且引入最大互信息

系数来度量特征与标签的相关性以及特征与特征之间的

冗余性.

已有文献提出利用混合集成的特征选择方法来考虑特征

与特征之间的相关性,消除冗余特征,从而达到提高分类精度

和降低计算成本的目的.本文将持续同调应用于特征选择,

提出了一种新的非集成的过滤式特征选择方法.

持续同调(PersistentHomology,PH)将几何与拓扑学联

系在一起.点云在过滤过程中会产生一系列不同尺度的单纯

复形,持续同调就是研究过滤复形中存在的拓扑不变量.这

些拓扑不变量被称作贝蒂数[１１].研究发现,一些贝蒂数在单

纯复形中“存活”的时间更长,而另一些贝蒂数在过滤值改变

时“死亡”的速度更快.这些贝蒂数的“寿命”或“持续时间”与

几何性 质 直 接 相 关,通 过 条 形 码 来 表 示 其 变 化 过 程.

２００４年,Carlsson等[１２]利用持续同调提出并研究了拓扑数据

分析方法,并从理论上表明了该方法适用于大型数据集.

２００９年,Carlsson[１３]研究了如何应用几何和拓扑对不同种类

数据进行分析处理.２０１４年,Lockwood等[１４]提出了一种基

于持续同调的癌症基因表达数据挖掘新方法.该方法选择一

小部分基因作为地标来构建拓扑结构,从而捕获数据集中持

续的、具有拓扑意义的特征子集.２０１８年,Cang等[１５]通过构

造持续同调过程中的过滤距离矩阵验证了PH 模型不仅可以

保存关键的化学和生物信息,还可以对生物分子的相互作用

进行有效的拓扑描述.２０１８年,Chi等[１６]对基于持续同调的

机器学习(PHML)模型展开综述,并讨论了其在蛋白质结构

分类中的应用.

３　相关理论

３．１　VietorisＧrips复形

n维单形是欧氏空间中n＋１个点{a０,a１,􀆺,an}(n≥０)

的凸包.如常见的０维单形用顶点表示,一条直线表示１维

单形,三角形表示２维单形拓扑结构.单纯复形是若干单形

的集簇,且需要满足下面两个条件:１)其中任意一个单形的子

单形仍属于这个集簇;２)其中任意两个单形如果有非空交集,

则它们的交仍是一个单形.

定义１　令(X,d)为一个度量空间,给定参数ε＞０(ε∈

R),B(x,ε)表示以x 为球心、ε为半径的闭球,则 VietorisＧ

Rips复形VR(x,ε)定义如下:

VR(x,ε)＝{‹α０,α１,􀆺,αk›|B(αi,ε)∩B(αj,ε)≠Ø,αi,

αj∈X,０≤i,j≤k} (１)

图１是由不同的参数半径ε构成的 VietorisＧRips复形

(简称 Rips复形).参数ε的选择十分重要,ε太小,点云是

一个离散的点集;ε太大,生成的 Rips复形是一个单一的

高维复形.Rips复形是应用中使用最为广泛的单纯复形,

具有构造简单、计算速度快、能够处理复杂的高维数据等

优点[１７].

图１　VietorisＧRips复形

Fig．１　VietorisＧRipscomplex

３．２　持续同调

令K 为一个原始的单纯复形,Hq(K)为 K 的q 维同调

群,可在某一时刻添加其子单纯复形,构建变化的复形过滤

流,建立单纯复形间的嵌套关系.
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K０⊂K１⊂K２⊂􀆺⊂Kn＝K (２)

因为 Ki－１ ⊂Ki,所 以 在 单 纯 复 形 之 间 引 入 同 态 f:

Hq(Ki－１)⊂Hq(Ki),使嵌套的单纯复形序列与同态连接的

同调群序列一一对应,每个维度对应一个不同的q,则同调群

的序列如下:

Hq(K０)→Hq(K１)􀆺→Hq(Kn)＝Hq(K) (３)

将q维同调群 Hq(K)的秩记为bq,那么bq＝rank(Hq

(K)),并将bq 称为单纯复形K 的q 维贝蒂(Betti)数.从几

何意义上来讲,b０ 表示复形中连通分支的个数,b１ 表示复形

中孔洞的个数.持续同调就是在构建复形过滤流中记录 Ki

到Kj 持续存在的拓扑特征,即贝蒂数.

３．３　条形码

条形码常被用来可视化贝蒂数的持续性,其优点在于能

够定性地过滤掉拓扑噪声并捕获重要特征[１８].贝蒂数以一

条直线,即区间的形式出现在条形码图中,直线的起点表示贝

蒂数的出生时间,终点表示贝蒂数的死亡时间,通常称区间长

度为贝蒂数的寿命.观察１维条形码图中不同贝蒂数的持续

时间,持续时间短的贝蒂数是噪音,持续时间长的贝蒂数反映

了数据中重要的拓扑特征.下面以图２为例来介绍条形码图

表示贝蒂数的过程.可以看出,随着ε增大,贝蒂数也会发生

改变.

(a) (b)

(c) (d)

图２　条形码

Fig．２　Barcode

当０＜ε＜１．４１４时,在图２(a)中生成了点云,b０＝６,b１＝

０,因此０维条形码有６条直线,１维条形码没有直线.

当１．４１４＜ε＜２时,在图２(b)中,一些数据点之间形成了

边,b０ 减少,有两个连通分支,故b０ ＝２.此时不存在 １维

特征“洞”,故b１＝０.因此０维条形码有两条直线,１维条形

码没有直线.

当２＜ε＜２．８２８时,在图２(c)中,全部点连接在一起,即

b０＝１,且形成了１个一维特征“洞”,故b１＝１.因此０维条形

码有一条直线,１维条形码中也有一条直线.

当ε＞２．８２８时,在图２(d)中,b０＝１,则０维条形码中只

有一条直线持续存在,一维“洞”消失,即b１＝０,１维条形码中

的直线死亡.

４　RelＧBetti算法

持续同调在复杂网络、图像分类、基因检测等领域取得了

一系列的研究成果.本文运用持续同调的理论对高维数据构

建复形,首先根据比率大小给出新概念相关贝蒂数(Relevant

BettiNumber),利用其挑选重要的数据信息,从而对特征进

行重要性排序,我们称之为 RelＧBetti算法,算法研究框架如

图３所示.

图３　研究结构框架

Fig．３　Researchstructuralframework

４．１　相关贝蒂数

定义一维条形码B１＝{β０,β１,􀆺,βn},其中βi＝[mi,ni),

mi 表示贝蒂数βi 的出生过滤值,ni 表示贝蒂数βi的死亡过

滤值.

首先,找到１维条形码中持续时间最长,即寿命最长的贝

蒂数βmax,它是一维空间中非常重要的贝蒂数,表示数据集中

最显著的拓扑特征.

βmax＝max
βi∈B１

(ni－mi) (４)

其次,相关贝蒂数βrel及其个数 Nβrel
定义如下:

βrel≥βmax×ratio (５)

Nβrel＝ ∑
βi∈B１

f(ni－mi,βmax,ratio)

f(ni－mi,βmax,ratio)＝
１, 如果ni－mi≥ratio􀅰βmax

０, 其他{
(６)

适当调整比率大小,得到的相关贝蒂数βrel的个数不同.

实验结果表明比率不同不影响特征的重要性排序.最后,由

于相同生存时间区间的相关贝蒂数中的数据非常相似且可能

１６１殷杏子,等:基于持续同调的过滤式特征选择算法



重复,因此若一个相关贝蒂数的寿命区间βi′＝[mi′,ni′)⊆
[mi,ni)＝βi,则舍弃贝蒂数βi′的数据信息,只选择贝蒂数βi

中的数据信息.

４．２　特征平均值的差值

设分类型数据集X＝{x１,x２,􀆺,xn}有n个样本,其中每

个样本点表示为xi＝{xi１,􀆺,xim },数据集的特征为{A１,

A２,􀆺,Am}.

根据类标签将数据集X 中的n 个样本分成X１ 和 X２ 两

类,分别在X１ 和X２ 上构建Rips复形,计算Rips复形中显著

的寿命最长的贝蒂数βmax和相关贝蒂数βrel,输出相关贝蒂数

βrel中存在的样本数据信息xi＝{xi１,xi２,􀆺,xim }.根据样本

数据信息分别计算 X１ 和 X２ 每个特征 Ai 的平均值Ai１和

Ai２,从而计算X１ 和X２ 每个特征平均值的差值(Differenceof

Mean,DM)DMi＝(Ai１－Ai２),按照DMi 的大小对数据集特

征进行重要性排序.特征均值差值越小,说明该特征在两个

分类中越相似,起到的分类作用越小;特征均值差值越大,说

明该特征起到的分类作用越大.

４．３　RelＧBetti算法流程

本算法采用斯坦福大学拓扑计算小组基于PLEX库开发

的软件包JavaPlex进行计算.RelＧBetti算法的流程如算法１
所示.

算法１　RelＧBetti算法

输入:数据集 X＝{x１,x２,􀆺,xn},过滤半径参数ε１,ε２ 对应数据类别

X１,X２;相关贝蒂数个数 Nβrel
的比率ratio

输出:每个特征 Ai均值差值 DMi

１．利用 MinＧMax标准化X′＝
X－Xmin

Xmax－Xmin
对数据集X进行归一化处理;

２．根据类标签将数据集 X＝{x１,x２,􀆺,xn}分成 X１,X２;

３．根据式(１)分别在两类 X１,X２ 上构建 Rips复形;

４．计算rips复形的１维同调群 H１(K),得到 X１,X２ 中１维的所有贝

蒂数区间[mi,ni];

５．初始化,存储贝蒂数区间;

６．比较贝蒂数长度,找到βmax;

for０到n

　ifmaxlife＜ni－mi

/∗maxlife为最长贝蒂数寿命∗/

　　maxlife＝ni－mi

　end

end

７．输出相关贝蒂数区间;

for０到n

　iflife＞maxlife×ratio

/∗life表示相关贝蒂数寿命∗/

　　return

　end

end

８．返回 X１,X２ 的样本数据xi＝{xi１,xi２,􀆺,xim};

９．计算 X１,X２ 的特征均值差值 DMi＝(Ai１－Ai２);

１０．返回每个特征 Ai均值差值 DMi.

５　实验与结果分析

本文实验环境为InterCorei５Ｇ１０２１０U,CPU＠１．６０GHz,

８GB内存,Windows１０６４位操作系统.

５．１　实验数据集

本文使 用 UCI机 器 学 习 库 的 ８ 个 公 共 数 据 集iris,

breastＧcancer,heartＧcancer,Parkinson,bone,Autistic SpecＧ

trum DisorderScreening DataforChildren(ASDSDC),arＧ

rhythmia以及ad进行对比实验.表１列出了这些数据集的

具体信息.

表１　样本数据集信息

Table１　Sampledatasetinformation

数据集
特征

个数
类别

样本

总数
样本数/类 类型

iris ４ ３ １５０ ５０,５０,５０ 连续型

breastＧcancer ９ ２ ２８６ ２０１,８５ 混合型

heartＧcancer １３ ２ ３０３ １６４,１３９ 混合型

Parkinson ２２ ２ １９５ ４８,１４７ 连续型

bone ６ ２ ３１０ ２１０,１００ 连续型

ASDSDC ２０ ２ ２９０ １５０,１４０ 混合型

arrhythmia ２６０ ２ ４５１ ２０６,２４５ 混合型

ad １５５５ ２ ３２７８ ４５８,２８２０ 离散型

５．２　实验设计

为验证本文 RelＧBetti算法的有效性,在决策树(Decision

Tree,DT)、随机森林(RandomForest,RF)、K 近邻(KＧNeaＧ

restNeighbors,KNN)、以及支持向量机(SupportVectorMaＧ

chines,SVM)这４种学习模型下进行了４组实验.每组实验

中,将 RelＧBetti算法与卡方检验[１９]、F检验[２０]、互信息[２１]进

行比较,对比特征个数相同时各算法的性能.

为了防止过拟合现象,保证结果的可靠性,本文实验使用

５次交叉验证的方法.数据集中训练集占样本总量的８０％,

测试集占２０％.

５．３　评价指标

评价机器学习模型是利用机器学习解决实际问题过程中

极其重要的一步.准确率(accuracy)、精确率(precision)和召

回率(recall)是分类算法中最常用的评价指标.

accuracy＝ TP＋TN
TP＋TN＋FP＋FN

precision＝ TP
TP＋FP

recall＝ TP
TP＋FN

TP指分类器把正例样本预测为正例的数量,FP指分类

器把负例样本预测为负例的数量,FN 指分类器把负例样本

预测为正例的数量.

由于精确率和召回率是相互的,单纯提升其中一个性能

可能会导致另一个性能的下降[２２].为平衡精确率和召回率,

有效地评价特征选择算法的性能,本实验采用 F１值度量作

为分类性能指标,定义如下:

F１＝２×precision×recall
precision＋recall
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５．４　实验结果

第１组实验是在 DT 学习模型下,为直观地观察不同特

征选择算法之间的性能差异,本文分别在８个数据集上进行

实验,并绘制出了不同算法所选特征在 DT下的准确率值,如

图４所示;以及不同算法所选特征在 DT 下的 F１值,如图５

所示.

　(a)breastＧcancer (b)heartＧcancer 　 (c)iris (d)Parkinson

(e)bone (f)ASDSDC 　 (g)arrhythmia (h)ad

图４　决策树下８个数据集的准确率

Fig．４　Accuracyofeightdatasetsunderdecisiontree

　　从图４的实验结果能够看出,RelＧBetti算法在不同的数

据集上的准确率普遍优于其他３种方法,具体而言:相较于次

优的方法,本文方法在数据集breastＧcancer上取３个特征时

准确率提高了７．１％,在heartＧcancer上取５个特征时提高了

３．４％;在iris上取２个特征时提高了２７％,在Parkinson上在

取６个特征时提高了７．７％,在bone上在取５个特征时提高

了９．６％,在 ASDSDC上取１０个特征时提高了３．５％,在arＧ

rhythmia上在取７０个特征时提高了２．２％,在ad上在取３０

个特征时提高了３％.

从图５的实验结果能够看出,本文方法在不同的数据集

上的F１值普遍优于其他３种方法,具体而言:相较于次优的

方法,本文方法在数据集breastＧcancer上取３个特征时F１值

提高了６．６％,在heartＧcancer上取５个特征时提高了７．９％,

在Parkinson上取６个特征时提高了３．２％,在iris上取２个

特征时提高了２３．７％,在 bone上在取 ５个特征时提高了

１０．８％,在 ASDSDC上在取１０个特征时提高了０．１％,在arＧ

rhythmia上在取７０个特征时提高了５．３％,在ad上在取３０

个特征时提高了３％.第２－４组实验结果是在８个数据集

上,RF,KNN 以及 SVM 模型下的准确率和 F１值,分别如

表２和表３所列.

　(a)breastＧcancer 　(b)heartＧcancer 　 (c)iris (d)Parkinson

　(e)bone 　(f)ASDSDC 　 (g)arrhythmia (h)ad

图５　决策树下８个数据集的F１值

Fig．５　F１valueofeightdatasetsunderdecisiontree

３６１殷杏子,等:基于持续同调的过滤式特征选择算法



表２　８个数据集中不同特征个数的准确率

Table２　Accuracyofdifferentnumbersoffeaturesineightdatasets

数据集

特征

个数

RF下的 Accuracy
RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

KNN下的 Accuracy
RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

SVM 下的 Accuracy
RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

breastＧcancer

３ ０．７７ ０．７０ ０．７０ ０．７０ ０．７７ ０．７０ ０．７０ ０．７０ ０．７７ ０．７０ ０．７０ ０．７０
５ ０．７１ ０．６６ ０．７１ ０．７０ ０．７７ ０．７５ ０．６８ ０．７７ ０．７７ ０．７７ ０．６８ ０．７７
７ ０．７０ ０．７０ ０．６８ ０．７０ ０．７７ ０．７５ ０．７７ ０．７７ ０．７７ ０．７５ ０．７７ ０．７１
９ ０．７０ ０．７０ ０．７０ ０．７０ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３

heartＧcancer

５ ０．８８ ０．７２ ０．７８ ０．８２ ０．８０ ０．７５ ０．７７ ０．６７ ０．８０ ０．７５ ０．８２ ０．６８
７ ０．９０ ０．７７ ０．８０ ０．７７ ０．８５ ０．８０ ０．８５ ０．７８ ０．８３ ０．７８ ０．８２ ０．８３
１０ ０．８８ ０．７８ ０．８３ ０．７８ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３
１３ ０．８８ ０．８８ ０．８８ ０．８８ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８８ ０．８８ ０．８８ ０．８８

iris
２ ０．９３ ０．５３ ０．５３ ０．５３ ０．９７ ０．６７ ０．６７ ０．６７ ０．９７ ０．６０ ０．６０ ０．６０
３ ０．９７ ０．５６ ０．５６ ０．５６ ０．９７ ０．６３ ０．６３ ０．６３ ０．９７ ０．６７ ０．６７ ０．６７
４ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９６ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０

Parkinson

４ ０．９０ ０．８２ ０．８２ ０．８２ ０．８７ ０．８７ ０．８７ ０．８７ ０．８７ ０．８５ ０．８５ ０．８５
６ ０．９０ ０．８５ ０．８５ ０．８２ ０．８７ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．８７ ０．８５ ０．８５ ０．８５
８ ０．９５ ０．８７ ０．８７ ０．８７ ０．９７ ０．８７ ０．８７ ０．８７ ０．９０ ０．８５ ０．８５ ０．８５
１２ ０．８７ ０．９２ ０．９０ ０．９０ ０．９７ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．８７ ０．８５ ０．８５ ０．８５
２２ ０．８５ ０．８５ ０．８５ ０．８５ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９２ ０．９２ ０．９２ ０．９２

bone

３ ０．６５ ０．６６ ０．６６ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．７１ ０．７１ ０．７１ ０．７１
４ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６８ ０．６６
５ ０．７４ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．８２ ０．６６ ０．６６ ０．６６ ０．７６ ０．６８ ０．６８ ０．６８
６ ０．７６ ０．７６ ０．７６ ０．７６ ０．７７ ０．７７ ０．７７ ０．７７ ０．７６ ０．７６ ０．７６ ０．７６

ASDSDC

７ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３
１０ ０．９１ ０．９０ ０．８８ ０．９０ ０．９１ ０．８６ ０．８６ ０．８６ ０．９５ ０．９０ ０．９０ ０．９０
１３ ０．９５ ０．９１ ０．９８ ０．９５ ０．９０ ０．８８ ０．８８ ０．８８ ０．９７ ０．９８ ０．９８ ０．９８
１６ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９０ ０．９８ ０．９８ ０．９８ ０．９８

arrhythmia

３０ ０．７４ ０．７３ ０．７５ ０．７５ ０．６７ ０．６５ ０．６５ ０．６５ ０．７１ ０．６７ ０．６７ ０．６７
５０ ０．８０ ０．７９ ０．８０ ０．８０ ０．６３ ０．６７ ０．６７ ０．６７ ０．７９ ０．７６ ０．７６ ０．７６
７０ ０．８１ ０．７９ ０．８０ ０．８１ ０．６４ ０．７１ ０．７１ ０．７１ ０．７８ ０．７８ ０．７８ ０．７８
２６０ ０．８４ ０．８４ ０．８４ ０．８４ ０．５６ ０．５６ ０．５６ ０．５６ ０．７８ ０．７８ ０．７８ ０．７８

ad

３０ ０．９９ ０．９６ ０．９６ ０．９６ ０．９９ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９９ ０．９６ ０．９６ ０．９６
１００ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９５ ０．９６ ０．９６ ０．９６ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９７
２００ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９５ ０．９７ ０．９７ ０．９７ ０．９８ ０．９７ ０．９７ ０．９７
１５５５ ０．９８ ０．９８ ０．９８ ０．９８ ０．９６ ０．９６ ０．９６ ０．９６ ０．９８ ０．９８ ０．９８ ０．９８

表３　８个数据集中不同特征个数的F１值

Table３　F１valuesofdifferentnumbersoffeaturesineightdatasets

数据集
特征

个数

RF下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

KNN下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

SVM 下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

breastＧcancer

３ ０．７２ ０．６５ ０．６５ ０．６５ ０．７２ ０．６４ ０．６４ ０．６４ ０．７２ ０．６５ ０．６５ ０．６５
５ ０．６９ ０．６７ ０．６５ ０．６７ ０．６９ ０．６６ ０．６５ ０．６９ ０．６８ ０．６７ ０．６３ ０．６８
７ ０．６８ ０．６７ ０．６６ ０．６６ ０．６８ ０．６７ ０．６５ ０．６６ ０．６８ ０．６８ ０．６７ ０．６４
９ ０．６５ ０．６５ ０．６５ ０．６５ ０．６７ ０．６７ ０．６７ ０．６７ ０．６６ ０．６６ ０．６６ ０．６６

heartＧcancer

５ ０．７９ ０．７５ ０．７３ ０．７５ ０．７９ ０．７５ ０．７６ ０．７４ ０．７９ ０．７８ ０．７８ ０．７３
７ ０．７９ ０．７２ ０．７５ ０．７８ ０．７７ ０．７４ ０．７５ ０．７６ ０．７９ ０．７４ ０．７７ ０．７９
１０ ０．７９ ０．７５ ０．７６ ０．７６ ０．７９ ０．７５ ０．７５ ０．７５ ０．７９ ０．７７ ０．７７ ０．７７
１３ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．８０

iris
２ ０．９３ ０．６９ ０．６９ ０．６９ ０．９５ ０．６４ ０．６４ ０．６４ ０．９５ ０．７１ ０．７１ ０．７１
３ ０．９４ ０．７２ ０．７２ ０．７２ ０．９４ ０．７４ ０．７４ ０．７４ ０．９５ ０．７９ ０．７９ ０．７９
４ ０．９４ ０．９４ ０．９４ ０．９４ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９４ ０．９４ ０．９４ ０．９４

Parkinson

４ ０．７７ ０．７６ ０．７５ ０．７５ ０．８２ ０．７４ ０．７４ ０．７４ ０．８０ ０．７４ ０．７４ ０．７４
６ ０．７８ ０．７６ ０．７６ ０．７５ ０．８１ ０．８０ ０．８０ ０．８０ ０．７９ ０．７５ ０．７５ ０．７５
８ ０．７９ ０．７６ ０．７６ ０．７６ ０．７９ ０．８２ ０．８２ ０．８２ ０．８１ ０．７５ ０．７５ ０．７５
１２ ０．７９ ０．７５ ０．７６ ０．７４ ０．７７ ０．８４ ０．８４ ０．８４ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９
２２ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７８ ０．７８ ０．７８ ０．７８ ０．７９ ０．７９ ０．７９ ０．７９

bone

３ ０．６３ ０．６３ ０．６３ ０．６３ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９ ０．５９
４ ０．６０ ０．５９ ０．５９ ０．６２ ０．６２ ０．６２ ０．６２ ０．５９ ０．６５ ０．６４ ０．６４ ０．６１
５ ０．７５ ０．６２ ０．６２ ０．６２ ０．７５ ０．６０ ０．６０ ０．６０ ０．７７ ０．６５ ０．６５ ０．６５
６ ０．７４ ０．７４ ０．７４ ０．７４ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７３ ０．７７ ０．７７ ０．７７ ０．７７

ASDSDC

７ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８３ ０．８２ ０．８２ ０．８２ ０．８２
１０ ０．９２ ０．９０ ０．８６ ０．９１ ０．９２ ０．８６ ０．８６ ０．８６ ０．９３ ０．９０ ０．９０ ０．９０
１３ ０．９５ ０．９５ ０．９４ ０．９５ ０．９２ ０．９１ ０．９１ ０．９１ ０．９８ ０．９８ ０．９８ ０．９８
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(续表)

数据集
特征

个数

RF下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

KNN下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

SVM 下的F１值

RelＧ
Betti

卡方

检验
F

检验
互信息

arrhythmia

３０ ０．７０ ０．７１ ０．７３ ０．７２ ０．６４ ０．６４ ０．６４ ０．６４ ０．７２ ０．７１ ０．７１ ０．７１
５０ ０．８０ ０．７６ ０．７６ ０．７６ ０．６１ ０．６４ ０．６４ ０．６４ ０．７３ ０．７４ ０．７４ ０．７４
７０ ０．８０ ０．７５ ０．７５ ０．７５ ０．６３ ０．６７ ０．６７ ０．６７ ０．７３ ０．７５ ０．７５ ０．７５
２６０ ０．８１ ０．８１ ０．８１ ０．８１ ０．５３ ０．５３ ０．５３ ０．５３ ０．７４ ０．７４ ０．７４ ０．７４

ad

３０ ０．９８ ０．９４ ０．９５ ０．９５ ０．９８ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９８ ０．９５ ０．９５ ０．９５
１００ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９２ ０．９２ ０．９２ ０．９２ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５
２００ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９１ ０．９２ ０．９２ ０．９２ ０．９６ ０．９６ ０．９６ ０．９６
１５５５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９１ ０．９１ ０．９１ ０．９１ ０．９５ ０．９５ ０．９５ ０．９５

　通过分析４组实验,可以得出以下结论:

(１)本文算法在４种分类器下的准确率和F１值都普遍优

于卡方检验、F检验和互信息,分析结果说明本文算法不依赖

于学习模型,且本文方法选取少数特征进行分类时得到的结果

比直接使用数据集的所有特征进行训练并分类的准确率高.

(２)随着特征个数的增加,RelＧBetti算法选取的特征在

４种机器学习下的准确率和 F１值通常呈现先上升后稳定或

先下降后稳定的趋势,这是由于数据集中包含许多冗余特征.

并且本文算法通常能够取得较小的特征子集,减少训练时间.

(３)当数据集中特征个数较多时,无关特征的比率会变

大,此时 RelＧbetti算法与卡方检验、F检验和互信息选取相同

个数的特征后的训练分类结果相比优势不大.

(４)从不同数据集的实验结果能够看出,不同的数据集具

有不同的特性,这也说明在特征选择方面仍有探索的空间.

５．５　灵敏度分析

本节研究在 RelＧBetti算法中参数对实验结果的影响.

RelＧBetti算法中的不确定参数包括过滤半径参数ε和比率

ratio两项.

对于参数ε,其值会稍微影响实验结果.ε的取值需考虑

将绝大部分数据形成复形,从而保证提取的拓扑特征是整个

数据集的显著特征.

对于参数ratio,其值对特征排序结果的影响较小.

以数据集iris为例,本文给出参数ratio对特征重要性排

序的灵敏度分析.对于数据集iris中的３个类别,过滤半径

参数ε１,ε２,ε３ 分别为０．３,０．２,０．３.当取ratio＝３０％,结果

如表４所列,RelＧBetti算法对特征进行重要性降序排序依次

为 Petal．Width,Petal．Length,Sepal．Length,Sepal．Width.

当取ratio＝４０％时,特征排序依旧如上,说明ratio的取值基

本不会影响特征排序结果.

表４　样本数据集信息

Table４　Sampledatasetinformation

iris
Sepal．
Length

Sepal．
Width

Petal．
Length

Petal．
Width

setosa ０．２１１４ ０．６２８８ ０．０７５３ ０．０５２７
versicolor ０．４６７７ ０．３１７１ ０．５６９７ ０．５２３４
virginica ０．５９７２ ０．３８７５ ０．７４３２ ０．８０６３

差值最小值 ０．１２９４ ０．０７０４ ０．１７３５ ０．２８２８

从上述对参数ratio的灵敏度分析中能够看出,RelＧBetti
算法保留了持续同调对噪声具有鲁棒性.

５．６　验证RelＧBetti算法考虑特征组合效果

采用皮尔逊相关性分析对本文提出的 RelＧBetti算法与

卡方检验、F检验、互信息特征选择后的数据特征进行分析,

在一定程度上说明了 RelＧBetti算法能够考虑特征与特征之

间的组合关系.

皮尔逊系数的范围为(－１,１),其绝对值越大,说明两个

变量间的相关程度越强,我们通过表５来判断变量之间相关

程度的强弱.

表５　皮尔逊相关程度

Table５　Pearsoncorrelation

相关系数范围 强弱程度

(０．０,０．２) 极弱相关或无相关

(０．２,０．４) 弱相关

(０．４,０．６) 中等程度相关

(０．６,０．８) 强相关

(０．８,１．０) 极强相关

以数据集 breastＧcancer为例,我们对 RelＧBetti算法、卡

方检验、F检验以及互信息特征选择出的３个特征与类标签

之间的相关性进行皮尔逊相关性分析,结果如图６所示,其中

最后一行和最后一列都表示类标签.

(a)RelＧBetti算法 (b)卡方检验

(c)F检验 (d)互信息

图６　breastＧcancer的皮尔逊相关性分析

Fig．６　PearsoncorrelationanalysisofbreastＧcancer

从图６能够看出,相对于卡方检验、F检验、互信息挑选

出的特征与类标签之间的相关性程度而言,RelＧBetti算法挑

选出的一个特征与类标签之间的相关性只有０．０４１,属于极

弱相关或无相关.从前面的实验结果图中能够看出,RelＧBetＧ

ti算法特征选择出的３个特征在分类器下的准确率和 F１值
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高于卡方检验、F检验与互信息挑选出的３个特征.在一定

程度上说明了 RelＧBetti算法进行特征选择时能够考虑特征

之间的组合效果.

结束语　本文基于PH 提出了 RelＧBetti算法,既保留了

数据的内在信息,又降低了数据维度,提升了机器学习模型的

性能.本文通过真实数据集在４种不同分类器上的一系列实

验对所提算法的效果进行验证,实验结果表明 RelＧBetti算法

可以取得比传统过滤式方法更高的准确率和F１值.

本文算法基于持续同调理论,计算高维数据中的拓扑特

征,当数据中一维相关贝蒂数不明显时,本文算法的准确率与

其他特征算法结果相近.根据皮尔逊相关系数判断特征与分

类目标之间的相关性来看,本文算法在处理冗余特征较多的

数据集时效果更好,处理无关特征较多的数据 集 时 效 果 一

般.本文未对多分类数据集进行充分的实验,未来我们考

虑将本文算法与传统算法相结合来处理无关特征多的数

据,从而提高分类准确率,并在多分类数据集上验证本文

算法的有效性.
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