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摘　要　针对传统串行迭代法求解大波数 Helmholtz方程存在效率低下且受限于单机内存的问题,提出了一种基于

消息传递接口(MessagePassingInterface,MPI)的并行预条件迭代法.该算法利用复移位拉普拉斯算子对 HelmＧ

holtz方程进行预条件处理,联合稳定双共轭梯度法和基于矩阵的多重网格法来求解预条件方程离散后的大规模线性

系统,在 Linux集群系统上基于 MPI环境实现了求解算法的并行计算,重点解决了多重网格的并行划分、信息传递和

多重网格组件的构建问题.数值实验表明,对于大波数问题,提出的算法具有良好的并行加速比,相较于串行算法极

大地提高了计算效率.
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Abstract　ForsolvingtheHelmholtzequationwithalargewavenumber,thetraditionalsequentialiterativesolverisinＧ
efficientandlimitedtothememoryofasinglecomputer．Todealwiththeseproblems,aparallelpreconditionediterative
solverwasproposedbasedonthemessagepassinginterface(MPI)．ThecomplexshiftedＧLaplacianisusedtoprecondiＧ
tiontheHelmholtzequation,andtheKrylovsubspacemethodBiＧCGSTABcombinedwiththematrixＧbasedmultigrid
methodisemployedtosolvethelargelinearsystemresultedfromdiscretizationofthepreconditionedequation．ParalＧ
lelizationofthepreconditionedsolverisachievedundertheenvironmentofMPIontheLinuxclustersystem,andthe

problemsofparallelpartitionofthemultigrid,informationtransferandconstructionofthemultigridcomponentsare
mainlytackled．Finally,numericalexperimentsweregiven．Theresultsshowthattheproposedmethodcontributestoan
excellentparallelspeedup,andimprovesthecomputingefficiencyconsiderablycomparedwiththesequentialiterative
solver．
Keywords　Helmholtzequation,Parallel,Preconditioner,BiＧCGSTAB,Multigrid

　

１　引言

Helmholtz方程常用来刻画波传播和散射现象,在地球

物理、油气勘探、海洋技术、航空航天等科学技术领域有着广

泛的应用.建立高效的 Helmholtz方程数值模拟方法是计算

科学领域中的一个研究热点,Helmholtz方程的数值求解的

难点在于处理大波数的“污染效应”[１],即随着波数的增加,若

保持一定的求解精度,必须充分加细离散网格.在实际应用

中,至少需要保持波数与离散步长的乘积为一个较小的常数.

因此,当波数较大时,要求离散步长很小,从而导致方程离散

后得到一个大规模的线性系统(方程组).线性系统的求解方

法总体有两类:直接法和迭代法.直接法在求解过程中带来



了大量非零元素,增加了计算量和存储量,很难处理大规模问

题,因此迭代法更受青睐.对于 Helmholtz方程离散后的线

性系统,其条件数很大,导致传统迭代法失效,因此需要对其

进行预处理,发展预条件迭代法.Helmholtz的预条件处理

引起了许多研究者的关注[２Ｇ５].Erlangga等[２]提出使用复移

位拉普拉斯算子来预处理 Helmholtz方程,并使用多重网格

法逼近预条件子的逆,然后利用 Krylov子空间迭代法求解预

条件系统.该方法效果良好且易于实施,因此被广泛采用.

对于大规模问题,即使采用了预条件技术,传统的串行迭代法

的计算效率依然低下,并且受到了计算机内存的限制,因此需

要发展并行算法来进行快速计算.超大规模并行计算的实现

方式主要有基于 CPU 的 MPI[６]和基于 GPU＋CPU 的统一

计算 设 备 架 构 (ComputeUnifiedDeviceArchitecture,CUＧ

DA)[７].近年来,关于 Helmholtz方程并行计算的研究并不

多[８Ｇ１１],且计算波数较小,计算规模(未知量个数)不大.文献

[８]针对三维 Helmholtz问题,提出一种基于三维半粗化多重

网格的 MPI并行预条件迭代法,其侧重于三维半粗化多重网

格延拓算子的构建,最高计算波数为５０,使用的处理器数量

至多为２５.文献[９]针对三维 Helmholtz方程,提出一种基于

代数多重网格和不完全LU分解的 MPI并行预条件迭代法,

其通过PESTc接口实现并行计算,最多使用了１６个处理器,

最大计算规模小于２００００.文献[１０]针对二维 Helmholtz方

程,提出了一种基于复移位拉普拉斯算子的 GPU 并行预条

件迭代法,其通过 CUDA 架构实现并行计算,最高波数为

６４０,最大计算规模为１０２４２(约为１００万).文献[１１]则针对

高频问题,提出了一种基于区域分解的并行算法.

本文针对二维大波数 Helmholtz方程,提出了一种新的

基于 MPI的并行预条件迭代法.首先,把整个计算区域划分

成若干个规模相当的子区域,实现计算任务(数据)的并行划

分,并对子区域进行适当的拓展,以实现相邻子区域间的数据

通信.然后,在子区域内,运用复移位拉普拉斯算子预处理

Helmholtz方程,并利用优化的有限差分方案[１２]进行离散.

对于离散后得到的预条件线性系统,联合 Krylov子空间方法

BiＧCGSTAB(稳定双共轭梯度法)和基于矩阵的多重网格法

进行并行迭代求解.以矩阵向量积为特征的 Krylov子空间

法的并行执行比较容易[１３];而多重网格法[１４]因涉及到多个

层次的网格,进行并行计算比较困难,是算法需解决的重点.

本文充分利用网格的拓展、数据的稀疏结构和 MPI的消息传

递机制来解决多重网格并行执行中的组件构建与信息传递等

问题.最后,在Linux集群系统上对算法进行了测试,数值实

验表明,对于大波数问题,算法具有良好的并行加速比与效

率,相较于串行算法,大大节省了计算时间.本文计算的最高

波数为８０００,相应的计算规模为１６２４５２(约为２．６亿),最多用

到２５６个处理器.

２　Helmholtz方程的预条件迭代法

２．１　方程描述

与波传播相关的二维 Helmholtz方程为:

－∂２u
∂x２－∂２u

∂y２－k２u＝g (１)

其中,u通常代表频率域内的压力场,g 表示震源,k为波数

(其通常与波的频率和传播速度有关).为了在有限区域内对

方程(１)进行数值求解,通常采用吸收边界条件的方式来消除

边界处的非物理反射.本文采用完美匹配层[１５](Perfectly
MatchedLayer,PML)边界条件,其具有良好的吸收效果.应

用PML技巧把方程(１)的无限区域截断成一个有限计算区

域,得到带PML边界条件的 Helmholtz方程:
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其中,ex＝１－iσx/ω,ey ＝１－iσy/ω,ω 为角频率,σx 是关于x
的函数,定义为:

σx∶＝
２πa０f０

lx

Lpml
, 在PML内

０, 在PML外
{

其中,f０ 为震源主频;a０ 为常数,通常取值为１．７９;Lpml 为

PML的厚度,即在x轴方向所包含的网格点数;lx 是点(x,

y)到PML区域与内部区域界面的距离,(x,y)∈Ω０∪Ω１ 时,

lx＝０.σy 的定义与σx 类似,(x,y)∈Ω０∪Ω２ 时,ly＝０.当内

部计算区域Ω０ 为边长是 H 的正方形时,其可以规范化为[０,

１]×[０,１],规范化后的波数为kH,被称为无维波数.后文

涉及的均为无维波数,仍记作k.

２．２　基于复移位拉普拉斯算子和多重网格的预条件技术

方程(２)离散得到的线性系统是不定的,即其系数矩阵特

征值的分布跨越复平面上左、右两个半平面,具有很大的条件

数,特别对于大波数情形,将导致标准迭代法收敛速度慢甚至

发散.为了提高迭代法的效率,需要应用预条件技术.对于

Helmholtz方程,研究者们提出了许多预条件方案,其中基于

复移位拉普拉斯算子的预条件具有很好的效果,得到了广泛

的应用.在PML边界条件下,复移位拉普拉斯算子如下:
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其中,α为常数,通常取值为０．５;i为虚数单位.利用算子 M
对方程(２)进行预处理,得到算子层次的预条件系统:

AM－１v＝g,v＝Mu (３)

对式(３)进行离散,从而得到离散预条件系统,其中复移

位拉普拉斯算子 M 离散后得到的矩阵即为预条件子.对于

离散后的预条 件 系 统,利 用 Krylov子 空 间 迭 代 法 BIＧCGＧ

STAB(稳定的双共轭梯度法)进行求解,称为预条件 BIＧCGＧ

STAB法.Krylov子空间迭代法是基于 Krylov子空间投影

而建立的动态迭代法,其主要操作在于矩阵向量积,在实际应

用中,相对于雅克比、高斯赛德尔等静态迭代法具有良好的效

果.对于求解 Helmholtz方程 离 散 后 的 线 性 系 统,BIＧCGＧ

STAB具有较快的收敛速度.

在预条件BIＧCGSTAB法的执行过程中,需要求解预条

件子(矩阵)的逆,这在技术上可以转化为求解另一个系数矩

阵为预条件子的辅助线性系统.辅助线性系统不需要精确求

解,只须近似求解即可.但近似解的精确度越高,预条件的效

果就越好,预条件 BIＧCGSTAB法的收敛速度就越快.但得

到高精确度的近似解需要付出高昂的代价.因此,需要在近

似解的精确度和计算成本之间寻求效果极大化,而多重网格
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法可以很好地满足这一需求,即可以用较小的代价得到较好

的近似解.在预条件 BIＧCGSTAB法中,BIＧCGSTAB作为外

迭代求解预条件系统,而多重网格法作为内迭代近似求解预

条件子的逆.

多重网格的组件包括粗网格算子、细网格算子、限制算子

和延拓算子.其中,延拓算子是多重网格最重要的组件.对

于大波数 Helmholtz方程,基于经典线性延拓算子的多重网

格效果较差,即由内迭代求得的辅助线性系统的解的精确度

不高,从而导致外迭代 BIＧCGSTAB法的收敛速度慢甚至发

散.为了提升多重网格的性能,本文将采用基于矩阵的延拓

算子,而相应的多重网格则称为基于矩阵的多重网格.基于

矩阵的延拓算子是根据预条件子的代数信息构造的,可以很

好地提升多重网格的性能.

３　计算区域的并行划分与拓展

本节介绍了包含离散网格的计算区域的并行划分与拓

展,这是并行预条件迭代算法的基础.

３．１　计算区域的并行划分

集群上基于 MPI的并行计算是指利用多个处理器同时

计算一个大的任务,每个处理器负责处理一个小的子任务,且

处理器之间可以进行数据通信.因此,首先需要划分计算任

务,即把大的任务分解为许多小的子任务.另一方面,任务的

划分本质上也是计算数据的划分.本文求解的问题具有明显

的几何背景(二维计算区域),因此可以通过计算区域的划分

来实现计算任务的划分.包含离散网格的计算区域提供了计

算所需的所有数据,故计算区域的划分决定了数据的划分.

相对于直接划分数据,这种利用几何背景对数据进行划分的

方法给后续的并行计算带来了极大的便利与效率.

包含所有离散网格点的计算区域对应一个大数据集,区

域划分后,每个子区域包含一部分网格点,并对应一个小的数

据集.总体上,计算区域的划分没有特别的规则,只考虑了负

载平衡,尽量将其划分成多个大致相等的部分,从而使每个处

理器承担的计算量和通信量类似.计算区域的划分通常有两

种方式:一维划分和二维划分,如图１所示.

(a)一维划分 (b)二维划分

图１　计算区域的两种划分方式

Fig．１　Twopartitionsofcomputationaldomain

关于这两种划分方式,存在以下命题.

命题１　对计算区域分别进行一维划分和二维划分,并

得到相同数量的子区域.假定并行计算的数据通信发生在两

个相邻子区域的交界线处,且每个交界线处有相同数量的数

据需要通信,则二维划分产生的总数据通信量小于一维划分

产生的总数据通信量.

证明:可以看出,总的数据通信量是由划分界线的数量决

定的.令n为划分产生的子区域个数,则容易计算出一维划

分和二维划分产生的总界线数分别为n－１和２(２n－１).当

n≥３时,有:

２(２n－１)＜n－１
上式表明,二维划分产生的总数据通信量小于一维划分

产生的总数据通信量.

根据命题１,在相同条件下,本文采用二维划分的方式产

生的数据通信量较少,可以提高并行加速比和效率.

３．２　计算区域的拓展

并行划分将计算区域分解成许多个子区域,而相邻的子

区域间的公共部分只有交界线,没有重叠的面积,这意味着两

个相邻子区域对应的数据没有重叠,从而使得相邻子区域对

应的进程无法相互从对方获取需要的数据信息,进而导致并

行计算无法执行.为了解决这个问题,需要对子区域进行拓

展,即把一个子区域从边界处拓展到其相邻的子区域,使得其

与相邻子区域间有重叠的面积,从而使得它们对应的数据有

重叠.一个拓展后的子区域称为原计算区域的一个覆盖

(covering),由于有重叠的面积,两个相邻覆盖对应的进程之

间可以相互获取对方的数据信息.

由于子区域包含了多重网格,其拓展需要根据网格的层

次有序进行.子区域的拓展并不是随意的,必须满足两个原

则:１)需要保证在拓展后的子区域内,数据信息可以通过限制

算子和延拓算子在多重网格的各层网格之间流动,这意味着

需要保证多重网格的嵌套性,即使得每个细网格点至少有两

个相邻的粗网格点,否则粗网格点上的信息无法传递到细网

格上;２)不能过度拓展子区域.在满足原则１)的情况下,子

区域拓展得越少越好,这样可以节省计算量.

图２显示了含有两层(粗和细)网格的计算区域的划分,

计算区域被等分为４个子区域Ω０,Ω１,Ω２,Ω３,其中的点线表

示两个相邻子区域间的界线.

　　　注:实心圆点为粗网格点,其余为细网格点

图２　含有两层网格的计算区域的划分

Fig．２　Partitionofcomputationaldomainwithtwolevelgrids

基于图２中的划分对子区域进行拓展,结果如图３所示.

可以看出,图２中的子区域Ω０,Ω１,Ω２ 被拓展为覆盖Λ０,Λ１,

Λ２,而Λ３＝Ω３.具体地,Ω０ 被拓展到其相邻子区域Ω１,Ω２,

Ω３,而Ω１,Ω２ 分别都被拓展到Ω３,而Ω３ 保持不变.图３中矩

形阴影部分为相邻子区域拓展后的重叠部分,即相邻覆盖的

重叠部分.矩形重叠部分,长边对应的边界线是由人为划分
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和拓展而产生的,相对于计算区域的真实边界,将其称为人工

边界.图３的拓展方法满足３．２节中提到的两个原则.首

先,重叠部分的细网格和粗网格保持了很好的嵌套关系,即每

个细网格点都有两个相邻的粗网格点.另外,也很容易看出

这种拓展是最少的.对于含有多重网格的计算区域,由于多

重网格可以看成多个两层网格嵌套而成,因此其拓展可以类

似地分层次实现.

图３　子区域拓展

Fig．３　ExtensionofsubＧdomains

４　并行预条件迭代求解

对计算区域进行并行划分与拓展后,本节介绍了预条件

系统(３)的并行迭代求解,其中 BIＧCGSTAB外迭代易于并行

实现,因此重点介绍多重网格内迭代的并行执行.

４．１　预条件系统的离散

在计算区域的各个覆盖内分别离散预条件系统(３).覆

盖内有两类边界:１)原计算区域的边界;２)人工边界.对属于

每个覆盖的人工边界,设其外方向相邻处存在一个虚拟边界,

并在虚拟边界处添加０值边界条件,这样可以实现系统(３)在

各覆盖内的单独离散.因为虚拟边界的０值边界条件,一个

覆盖的人工边界上的数据值为假值,但由于这个覆盖的人工

边界处于相邻覆盖的内部区域,因此,这个覆盖的人工边界上

的真实数据值可以通过数据通讯从相邻覆盖处获取.

下面使用文献[１２]提出的优化９点有限差分方案来离散

预条件系统(３).这种优化的９差分方案的构造简单且可以

一定程度上抑制大波数导致的污染效应.离散后,在每个覆

盖内得到离散预条件线性系统:

AM－１v＝g (４)

Mu＝v (５)

其中,矩阵A,M∈CNp×Np,向量v,g,u∈CNp,C为复数集,Np
表示每个覆盖内的未知量个数(网格点数).矩阵 M 为预条

件子,由复移位的拉普拉斯算子 M 离散得到.分别联合 BIＧ

CGSTAB和多重网格法求解线性系统(４)和线性系统(５),其

中BIＧCGSTAB作为外迭代来求解线性系统(４),而多重网格

作为内迭代来近似求解线性系统(５),所求的向量u即为方程

(２)对应的各个覆盖的数值解,合并所有的u即可得到 HelmＧ

holtz方程(２)完整的数值解.

所有覆盖对应的计算任务由多个处理器并行协作完成,

而一个覆盖对应的计算任务由一个处理器单独完成.由于计

算数据来自于 Helmholtz方程在覆盖内的离散,因此它们具

有明显的几何结构.其中,矩阵数据A 和M 是稀疏９对角

的,在计算机内存中采用稀疏压缩存储.数据的几何结构对

建立有效的并行计算起到了非常重要的作用.所有的矩阵和

向量数据都以一维数组的形式存储在本地内存.当各处理器

之间需要 相 互 使 用 数 据 时,通 过 MPI的 通 信 函 数 (MPI_

Isend,MPI_Irecv,MPI_Allreduce等)进行数据获取.

在求解线性系统(４)和线性系统(５)时,BIＧCGSTAB外迭

代的并行执行较容易实现,而多重网格内迭代由于涉及多个

层次网格之间的纵横向信息的传递,其并行实现较为困难.

在第３节解决了多重网格的并行划分,本节将解决并行多重

网格的组件构建.多重网格的组件包括限制算子、延拓算子、

粗(细)网格算子,其中细网格用来消除高频误差,粗网格用来

消除低频误差,限制算子将细网格上的信息传递到粗网格上,

而延拓算子将粗网格上的信息传递到细网格上.在多重网格

迭代中,我们采用经典的全加权限制算子和基于矩阵的延拓

算子,并利用 Galerkin原则得到粗网格算子.在并行计算时,

除限制算子外,还需要构建延拓算子和粗网格算子.

４．２　并行延拓算子的构建

基于预条件子 M 构建并行多重网格延拓算子.图４给

出了１个粗网格和４个细网格单元,其中p２,p４,p５,p６,p８ 为

细网格点,而p１,p３,p７,p９ 既是粗网格点也是细网格点,即在

这些点上粗网格点和细网格点重合.

图４　１个粗网格单元和４个细网格单元

Fig．４　OnecoarseＧgridcellandfourfineＧgridcells

令h表示离散步长,并用上标􀅰h 和􀅰H 或下标􀅰h 和

􀅰H 分别表示与细网格和粗网格相关的量,例如记Λh 和ΛH

分别表示细网格点集和粗网格点集.对于j∈Λh,令j＝(jh
x,

jh
y),jh

x,jh
y∈{h,２h,􀆺,Np􀅰h}分别为点j在x 和y 方向的坐

标分量.对于点j,l∈Λh,定义l相对于j在x 和y 方向的移

动分别为:

γx(j,l)＝lh
x－jh

x

h
,γy(j,l)＝

lh
y－jh

y

h
令E∶＝{－１,０,１},如果γx(j,l),γy(j,l)∈E且j≠l,则

称网格点l为j的邻居,当l∈Λh∩ΛH 时,l是j的粗网格邻

居.另外,当γx(j,l),γy(j,l)有且仅有一个值非零,则称l为

j的直接邻居.令 Nj 和Nc
j 分别表示j的邻居集和粗网格邻

居集,如对于点p２ 有 Np２ ＝{p１,p３,p４,p５,p６},Nc
p２ ＝{p１,

p３}.同时,p１,p３ 也是p２ 的直接邻居.根据粗网格邻居的

个数,可以把 Λh 分成３个互不相交的子集,即 Λh ＝ΛH ∪

Λ１∪Λ２,其中Λ１ 中的点有２个粗网格邻居,如p１,p３ 是p２
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的２个粗网格邻居;而Λ２ 有４个粗网格邻居,如 Nc
p５ ＝{p１,

p３,p７,p９}.

记S(j)∶＝[Sjx,jy
:jx,jy∈E]为预条件子 M 在点j处的

差分离散模板.对于点j与其直接邻居点l,定义函数σ,δ如

下:当γx(j,l)≠０时,

σ(j,l)∶＝|∑
jy∈E

Sγx(j,l),jy
(j)|,δ(j,l)∶＝max

jy∈E
{|Sγx(j,l),jy

(j)|}

当γy(j,l)≠０时,

σ(j,l)∶＝|∑
jx∈E

Sjx,γy(j,l)(j)|,δ(j,l)∶＝max
jx∈E

{|Sjx,γy(j,l)(j)|}

令eh 和eH 分别表示细网格和粗网格上的函数.若eH

已知,则eh 可以通过延拓算子基于eH 获得,即对于j∈ΛH ,

有eh(j)＝eH (j),而对于j∈Λ１∪Λ２,有:

eh(j)＝ ∑
l∈Nc

j

w(j,l)eH (l)

其中,w(j,l)是待求解的延拓系数.对于j∈Λ１,记l１ 和l２

为其两个粗网格邻居,则系数w(j,l１)的计算式如下:

w(j,l１)＝

　 max{σ(j,l１),δ(j,l１)}
max{σ(j,l１),δ(j,l１)}＋max{σ(j,l２),δ(j,l２)}

为确保优良的性能,根据黑盒子多重网格延拓算子的构

造要求[１４],系数 w(j,l２)应满足 w(j,l１)＋w(j,l２)＝１,即

w(j,l２)＝１－w(j,l１).最后,对于j∈Λ２,l∈Nc
j,系数 w(j,

l)的计算式如下:

w(j,l)＝

　－
Sγx(j,l),γy(j,l)(j)＋ ∑

m∈Nc
j∩Nl

Sγx(j,l),γy(j,l)(j)w(m,l)

S０,０(j)

eh 的计算可以表示成矩阵向量积的形式,即eh＝Ph
HeH ,

其中矩阵Ph
H 即为多重网格的延拓算子.

并行延拓算子Ph
H 仍需要进一步校正,这是由计算区域

的并行划分及拓展导致的.若j为人工边界上的网格点,则

差分模板S(j)的部分值为假值,从而导致以上两种延拓系数

的计算出现偏差.随着迭代不断进行,这种偏差最终会导致

并行预条件迭代失效.因此,Ph
H 对应人工边界及其邻接边

界上的数据值需要校正更新.由于一个覆盖的人工边界处在

相邻覆盖的内部区域,而相邻覆盖在此处对应的Ph
H 数据值

为真值,反之亦然.因此,可以通过 MPI的通信函数 MPI_

Isend和 MPI_Ireceive实现两个覆盖之间的数据交换,并计算

更新人工边界及其邻近边界对应的延拓系数.

４．３　并行粗网格算子的构建

粗网格算子可以看作是移位拉普拉斯算子 M 在粗网格

上的离散,记作 MH .若令矩阵 Mh 和RH
h 分别表示已知的细

网格算子和限制算子,则由 Galerkin原则可得:

MH ＝RH
hMhPh

H

粗网格的计算可看作３个矩阵的乘积,计算过程较复杂,

但每个矩阵数据都有自己的几何背景与稀疏结构,可以充分

利用这些信息实现粗网格的高效计算.为此,首先在坐标轴

方向对每个覆盖内的网格点进行编号.图５给出了２５个细网

格点和９个粗网格点的编号,其中网格外部和内部的数字分

别为细网格点编号和粗网格点编号.记 Nx
h 和Ny

h 分别表示

x,y轴方向上的细网格点数,对应的细网格点编号集记为:

Φξ
h＝{０,１,􀆺,Nξ

h},ξ＝x,y

类似地,定义 Nξ
H ,Φξ

H ,ξ＝x,y.细网格点和粗网格点的

总数分别为 Nh∶＝Nx
h 􀅰Ny

h,NH∶＝Nx
H 􀅰Ny

H ,定义指标集

Φh＝{０,１,􀆺,Nh－１},ΦH ＝{０,１,􀆺,NH －１}.可以看出,矩

阵RH
h ,Mh ,Ph

H 的规模分别为NH ×Nh,Nh×Nh,Nh×NH .

图５　单个覆盖内的细网格和粗网格的标号

Fig．５　Numberingoffineandcoarsegridpointsinsinglecovering

接着介绍矩阵数据RH
h ,Mh,Ph

H 与几何背景相关的稀疏

结构.为此,先定义一些符号.根据图５,一个细网格点具有

唯一的坐标值,记该网格点对应x,y 轴的坐标分量分别为

ix
h,iy

h,则:

ih＝F(ix
h,iy

h)∶＝ix
h＋iy

h􀅰Nx
h

为细网格矩阵 Mh 的第ih 行标号(行列标号从０开始),ih∈

Φh.反之,Mh 的第jh 行唯一对应一个坐标为(jx
h,jy

h)的细网

格点.给定一个实数ϑ,令[ϑ]表示不大于ϑ的整数.对某个

lh∈Φh,定义函数νx
h,νy

h 为:

νy
h(lh)∶＝[lh/Nx

h],νx
h(lh)∶＝lh－νy

h(lh)􀅰Nx
h

则jy
h＝νy

h(jh),jx
h ＝νx

h(jh).对应最细层网格(原始离散网

格),有 Mh＝M.根据９点差分离散方案和图５中的网格点

标号,对于ih,jh∈Φh,有 Mh(ih,jh)≠０,当且仅当标号jh 对

应的网格点是标号ih 对应的网格点的邻居.对于正整数n,

定义两个整数集合如下:

Ψ１(n)∶＝{n－１,n,n＋１}

Ψ２(n)∶＝{n－２,n－１,n,n＋１,n＋２}

基于上述的整数集合定义两个与ih 相关的指标集:

K１(ih)∶＝{jh:jh＝F(jx
h,jy

h),jξ
h∈Φξ

h∩Ψ１(νξ
h(ih)),ξ＝

x,y}

K２(ih)∶＝{jh:jh＝F(jx
h,jy

h),jξ
h∈Φξ

h∩Ψ２(νξ
h(ih)),ξ＝

x,y}

那么对于行标记ih,仅当jh∈K１(ih)时,Mh(ih,jh)≠０;而对

于列标记jh,仅当ih∈K１(jh)时,Mh(ih,jh)≠０.

延拓算子RH
h 和延拓算子Ph

H 具有类似的稀疏结构.对

于标号iH ∈ΦH 代表的粗网格点,其也是一个细网格点,其对

应的细网格点标号记为ih,即ih 和iH 分别代表同一网格点

在不同层次的标号.定义粗、细网格标号之间的映射为η,即

η(iH )＝ih.如果iH 对应的粗网格点在覆盖的边界上,则仅

当jh＝η(iH )时,RH
h (iH ,jh)≠０.如果iH 对应的粗网格点在

覆盖的内部区域,则仅当jh∈K１(η(iH ))时,RH
h (iH ,jh)≠０.

根据４．２节中延拓算子的构造可知,对于列标记jH ,仅当其

对应的粗网格点是ih 对应的细网格点的邻居时,即ih∈K１(η
(jH ))时,Ph

H (ih,jH )≠０.

明确了RH
h ,Mh,Ph

H 的稀疏结构后,便可以高效地计算粗
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网格算子 MH .关于 MH 的计算有以下命题.

命题２　若RH
h 为全加权限制算子,Ph

H 为４．２节中构造

的基于矩阵的延拓算子,Mh 为移位拉普拉斯算子M 在细网

格上通过９点差分离散得到的,对于行列标号iH ,jH ∈ΦH ,

kh∈Φh,定义与它们相关的集合G,L,Q为:

G∶＝K１(η(iH ))∩K１(kh)

L∶＝K２(η(iH ))∩K１(η(jH ))

Q∶＝K１(η(iH ))∩K１(η(jH ))

则粗网格算子 MH 的分量元素 MH (iH ,jH )的计算式如下.

当iH 对应覆盖内部的网格点时,有:

MH (iH ,jH )＝ ∑
kh∈L

　 ∑
lh∈G

RH
h (iH ,lh)Mh(lh,kh)Ph

H (kh,jH )

当iH 对应覆盖边界上的网格点时,有:

MH (iH ,jH )＝ ∑
kh∈Q

Mh(η(iH ),kh)Ph
H (kh,jH )

证明:计算 MH ＝RH
hMhPh

H 时,先求解 Mh
H∶＝RH

hMh,根

据矩阵的乘法规则计算 Mh
H 的元素Mh

H (iH ,kh),得:

Mh
H (iH ,kh)＝ ∑

lh∈Φh

RH
h (iH ,lh)Mh(lh,kh) (６)

根据RH
h 和Mh 的稀疏结构可知,当iH 对应边界点时,有

Mh
H (iH ,kh)＝Mh(η(iH ),kh).当iH 对应内部点时,式(６)中

lh 的求和范围Φh 可缩小到G.进一步分析 Mh
H 的稀疏结构

可知,当iH 对应边界点时,仅当kh∈K１(η(iH ))时 Mh
H (iH ,

kh)取非零值;当iH 对应覆盖的内部点时,仅当kh ∈K２(η
(iH ))时,Mh

H (iH ,kh)取非零值.接着计算 MH ＝Mh
HPh

H ,当

iH 对应内部点时,据矩阵的乘法规则有:

MH (iH ,kh)＝ ∑
kh∈Φh

Mh
H (iH ,kh)Ph

H (kh,jH )

＝ ∑
kh∈L

　 ∑
lh∈G

RH
h (iH ,lh)Mh(lh,kh)Ph

H (kh,jH )

当iH 对应边界点时,将式(６)简化为:

MH (iH ,kh)＝ ∑
kh∈Φh

Mh
H (iH ,kh)Ph

H (kh,jH )

＝ ∑
kh∈Φh

Mh(η(iH ),kh)Ph
H (kh,jH ) (７)

而根据 Mh 和Ph
H 的稀疏结构可知,Mh(η(iH ),kh)和Ph

H (kh,

jH )仅当kh∈Q时取非零值,故式(７)可以转化为:

MH (iH ,jH )＝ ∑
kh∈Q

Mh(η(iH ),kh)Ph
H (kh,jH )

同样,因为人工边界的问题,由命题２计算得到的 MH 在

并行计算过程中也需要进一步校正,与延拓算子类似,校正也

是通过相邻覆盖对应进程之间的数据交换实现的.

本文并行预条件迭代求解的具体算法如下.

算法１　基于多重网格的并行预条件BIＧCGSTAB
Step１　按照３．１节的内容进行计算区域(任务)划分.

Step２　按照４．１节中的离散算子方程式(３),得到离散预条件系统

式(４)和式(５).记 M０＝M,给定多重网格层数L.

Step３　令l＝０.

Step４　按照３．２节中的拓展计算区域(网格),构建第l层网格的多重

网格组件(限制算子 Rl、延拓算子Pl 和网格算子 Ml),其中,

分别按照４．２节和４．３节中的内容构建 Pl 和 Ml.Pl 和 Ml

的计算需要用到 MPI_Isend,MPI_Ireceive进行数据通信.

Step５　l＝l＋１,若l≤L,执行Step４,否则继续执行Step６.

Step６　令i＝０,给定初值u(０),计算r(i)＝g－Au(i).

Step７　i＝i＋１,给定任意值r~,计算ρi－１＝r~􀅰r(i－１),如果ρi－１＝０,重

新选择初值u(０)或 r~.ρi－１的计算利用 MPI_AllReduce进行

规约数据通信.

Step８　如果i＝１,则令p
(i)＝r(i－１);否则,计算βi－１＝ρi－１αi－１/(ρi－２

wi－１),p
(i)＝r(i－１)＋βi－１(p

(i－１)－wi－１v
(i－１)).

Step９　采用瀑布多重网格法 FMG(M,Rl,Pl,Ml)(l＝１,􀆺,L)求解

内部子线 性 系 统 Mp~ ＝p
(i),并 计 算 v(i)＝Ap~,αi＝ρi－１/

(r~Tv(i)),s＝r(i－１)－αi－１v
(i－１).其中,FMG 迭代利用 MPI_

Isend,MPI_Ireceive进行数据通信,参数αi 的计算需要用到

利用 MPI_AllReduce函数进行数据通信.

Step１０ 采用FMG(M,Rl,Pl,Ml)求解 Ms~＝s,并计算t＝As~,wi＝

tTs/(tTt),u(i)＝u(i－１)－αi－１v
(i－１).其中,FMG 迭代利用

MPI_Isend,MPI_Ireceive进行数据通信,参数 wi的计算需要

用到 MPI_AllReduce进行数据通信.

Step１１ 计算r(i)＝s－wit,如果‖r(i)‖/‖r(０)‖＜ε,则算法迭代终

止,得到迭代至第i步的局部近似解u(i);否则执行Step７.其

中,‖􀅰‖和ε分别表示欧几里得范数和计算精度.

在各子区域对应的进程(处理器)上同时执行算法１,合

并各个进程计算得到的局部近似解u(i),即可得到方程的全

局解.在算法的执行过程中,相邻子区域对应的进程间的数

据通讯采用函数 MPI_Send和 MPI_Receive实现,而每个进

程所用到的共同数据通过规约通信函数 MPI_AllReduce得

到.并行预条件迭代算法的执行流程如图６所示.

图６　并行预条件迭代算法的执行流程

Fig．６　Flowchartforimplementationofparallelpreconditioned

BiＧCGSTABmethod

５　数值实验

本节测试了并行多重网格预条件 BIＧCGSTAB算法的性

能.实验平台为中山大学“南方一号”曙光SugonLinux计算

集群,集群共有５４个计算节点,每个节点有２个六核的Intel

XeonE５６２０CPU(工作频率２．６GHz)、６个 NVIDIAC２０５０

GPU,以及７２GB 的主内存.计算网络是 ４０Gbs的InfiniＧ

band.

在计算过程中,PML的厚度为２０,即 PML在每个方向

含有２０个网格点.多重网格迭代采用１次 FMG循环,细网

格上的光滑子采用点态的雅克比松弛(ωＧJAC).并行预条件
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迭代的终止条件是近似解的相对残差欧氏范数小于１０－６.

首先,测试一个小波数情形(k＝１００),以验证并行预条件

迭代结果的正确性.计算区域的规模为２１７０m×２１７０m,点震

源放置在区域中心,离散步长h＝１０m,网格规模为２１７２(不含

PML中的网格点),计算区域划分为４个子区域,规模分别为

１０９０m×１０９０m,１０８０m×１０９０m,１０９０m×１０８０m和１０８０m×

１０８０m.使用４个处理器(进程)进行并行计算,每个处理器

负责一个子区域上的计算任务.图７给出了对应４个子区域

上的计算结果(局部迭代解实部的可视化),合并这４个局部

解即可得到系统(３)的全局解,如图８所示.可见波在区域中

心处开始传播,在边界处被吸收,未出现非物理性的反射.

(a)第一个子区域 (b)第二个子区域

(c)第三个子区域 (d)第四个子区域

图７　波数为１００时４个子区域上局部迭代解实部的可视化显示

Fig．７　Visualizationoflocaliterativesolutions(realparts)for

k＝１００infoursubＧdomains

图８　波数为１００时全局迭代解实部的可视化

Fig．８　 Visualizationofglobaliterativesolutionfork＝１００

inoriginaldomain

接着对大波数问题进行测试.测试的３个波数k分别取

５０００,６５００,８０００,对应的计算自由度(网格点数、未知量个数)

最多达１６２４５２(约２．６亿),最少用到２个处理器,最多用到

２５６个处理器.计算结果如表１和表２所列.当波数k取

５０００,６５００时,串行算法(用１个处理器,对应p＝１)的计算时

间分别为９５．４min和２８１．８min,而用２５６个处理器并行计算

的耗时分别为２．９５min和４．１８min,分别节省了９４．４％和

９８．５％.当k取８０００时,由于计算规模大,单个结点的内存

无法满足计算需求,因此使用２个节点上的２个处理器进行

并行计算,耗时４０２．６min;而用２５６个处理器(分布在２２个

节点上)并行计算的耗时为８．６２min,节省了９７．９％的时间.

可见,并行算法极大地提高了计算效率.

表１　大波数情形预条件迭代的耗时(p＝１,２,４,８,１６)

Table１　ComputationaltimeofparallelpreconditionedBiＧCGSTAB

methodwithlargewavenumbers(p＝１,２,４,８,１６)
(单位:min)

k 自由度 p＝１ p＝２ p＝４ p＝８ p＝１６
５０００ ８１５３２ ９５．４２ ５２．４３ ２９．１３ １６．６４ ９．３５
６５００ １２２４９２ ２８１．８ １４９．９ ８１．０２ ４５．５２ ２５．０１
８０００ １６２４５２ － ４０２．６ ２１１．９ １１５．２ ６１．２５

表２　大波数情形预条件迭代的耗时(p＝３２,６４,１２８,２５６)

Table２　ComputationaltimeofparallelpreconditionedBiＧCGSTAB

methodwithlargewavenumbers(p＝３２,６４,１２８,２５６)
(单位:min)

k 自由度 p＝３２ p＝６４ p＝１２８ p＝２５６
５０００ ８１５３２ ５．４４ ３．２６ ２．１８ ２．９５
６５００ １２２４９２ １４．４ ８．４６ ５．３５ ４．１８
８０００ １６２４５２ ３４．０ １９．５６ １１．６ ８．６２

令t(p)表示用p个处理器并行计算的耗时,定义并行加

速比函数Spd(p)和并行效率函数Efc(p)分别为:

Spd(p)∶＝t(２)
t(p),p＝２,４,８,􀆺,２５６ (８)

Efc(p)∶＝
２Spd(p)

p
,p＝２,４,８,􀆺,２５６ (９)

这里采用两个处理器的并行计算时间作为基准,而未采

用串行(一个处理器)计算时间,原因在于k取８０００时的计算

规模太大,单个集群单个计算节点的内存无法承受相应的大

量数据.为了比较３个大波数对应的并行加速比,统一采用

两个处理器的计算时间作为加速比的计算基准.根据表１和

表２的数据,通过式(８)和式(９)的计算,即可得到并行加速比

和并行效率.图９给出了k取５０００,６５００,８０００时的并行加

速比曲线,图１０给出了对应的并行效率曲线.

图９　并行加速比曲线

Fig．９　SpeedupofparallelpreconditionedBiＧCGSTABmethod

图１０　并行效率曲线

Fig．１０　EfficiencyofparallelpreconditionedBiＧCGSTABmethod

可以看出,k＝５０００时的加速比曲线在p＝１２８处出现了

５０３第７期 程东升,等:一种针对大波数 Helmholtz方程的高性能并行预条件迭代求解算法



拐点,这是因为并行预条件迭代的耗时分为两部分:计算开销

和通信开销.当用到１２８个处理器时,通信开销占据了总耗

时的大部分,因此加速比下滑.然而,随着波数和计算规模的

增加,加速比曲线却逐渐得到改善,即当利用相同数量的处理

器进行计算时,k＝６５００时对应的加速比k＝５０００的更高,而

k＝８０００对应的加速比比k＝６５００的更高.同样,并行效率

曲线也是随着波数和计算规模的增加呈增加趋势.最后,将

本文算法与文献[１６]中的算法进行比较,分别用这两种方法

来测试具有广泛应用的变波数 Helmholtz问题(基于 MarＧ

mousi模型),计算自由度为６０００m×１６００m,单个波长内至少

包含７．５个网格点.由于不同平台计算时间的差异性,因此

比较两种并行方法的并行加速比(以１个处理器的计算时间

为基准),结果如表３所列.可见,本文算法具有较高的并行

加速比.

表３　本文算法与文献[１６]中算法的并行加速比的对比

Table３　Comparisonofparallelspeedupofproposedmethodand

methodinreference[１６]

p＝１ p＝２ p＝４ p＝８ p＝１６
文献[１５]中的算法 － １．６１ ２．９８ ５．５９ ７．３８

本文算法 － １．７８ ３．３０ ５．８５ ８．１３

结束语　Helmholtz方程在很多科学和技术领域有着重

要的应用,建立其高效的数值模拟方法一直是计算科学的研

究热点.本文提出一种求解 Helmholtz方程的 MPI并行预

条件BIＧCGSTAB迭代算法,采用基于复移位拉普拉斯算子

的预条件技术,利用基于矩阵的多重网格来逼近预条件子的

近似逆.在设计并行算法时,重点解决了具有多尺度结构的

多重网格的并行计算.通过计算区域的并行划分与合理拓

展、并行多重网格组件的构建等来保障数据信息的纵横向传

递与交换,使并行计算顺利执行.数值实验结果显示了并行

预条件迭代法的高效性和良好的并行加速比.
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