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摘　要　数据缺失现象在数据的采集和传输过程中经常发生,而对数据集中缺失数据的不当填补,会对后续的数据挖掘工作产

生不利的影响.为了更有效地对缺失数据集进行填补,针对相关性数据,提出了一种基于压缩感知的缺失数据填补方法.首

先,将缺失数据填补问题转化为压缩感知框架下的稀疏向量恢复问题;其次,针对数据的相关性特点构造了专门的稀疏表示基,

从而能够更好地实现数据的稀疏化;最后,提出了一种快速迭代加权阈值算法,在传统的快速迭代收缩阈值算法的基础上引入

了一种新的加权因子及重启动策略,提高了算法的收敛性能和数据的重构精度.仿真结果表明,所提算法能够高效地填补缺失

数据,与传统的快速迭代收缩阈值算法相比,重构成功率和重构速度都得到了提升.同时,在数据稀疏变换效果较差的情况下,

所提算法仍然能够完成对缺失数据集的填补,具有更好的鲁棒性.
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中图法分类号　TN９１１．７

　

MethodforCorrelationDataImputationBasedonCompressedSensing
RENBing,GUOYan,LINingandLIUCuntao
CollegeofCommunicationEngineering,ArmyEngineeringUniversityofPLA,Nanjing２１０００７,China

　

Abstract　Thephenomenonofmissingdataoccursfrequentlyduringtheacquisitionandtransferofdata,andimproperhandling
ofmissingdatasetscanadverselyaffectsubsequentdataminingefforts．Inordertofillthemissingdatasetmoreeffectively,a

methodfordataimputationbasedoncompressedsensingisproposedforcorrelationdata．First,theproblemofmissingdataimpuＧ

tationistransformedintoasparsevectorrecoveryproblemunderthecompressedsensingframework．Second,aspecializedsparse

representationbaseisconstructedforcorrelationdata,sothedatasparsitycanbebetterrealized．Finally,thefastiterativeweighＧ

tedthresholdingalgorithm(FIWTA)isproposed,whichisrefinedbasedonthefastiterativeshrinkageＧthresholdingalgorithm
(FISTA)．Theproposedalgorithmadoptsanewiterativeweightedmethodandintroducesarestartstrategy,whichgreatlyimＧ

provestheconvergenceofthealgorithmandthereconstructionaccuracyofthedata．SimulationresultsshowthattheproposedalＧ

gorithmisabletofillthemissingdataefficiently,andboththereconstructionsuccessrateandthereconstructionspeedareimＧ

provedcomparedwiththetraditionalfastiterativeshrinkageＧthresholdingalgorithm．Meanwhile,evenwhenthesparsetransforＧ

mationofthedataislesseffective,imputationofmissingdatasetscanstillbeaccomplishedwithbetterrobustness．

Keywords　Compressedsensing,Dataimputation,Correlationdata,Orthonormaleigenvectorbasis,IterativeweightedthresholＧ

dingalgorithm

　

１　引言

随着科学技术的发展,数据的采集与使用日益成为构建

现代社会的基石.特别是近年来,由于传感器的广泛使用,在
海量数据的基础上诞生了一个全新的数字社会,数据在生产

生活中的重要性愈加凸显[１Ｇ２].传感器大多结构简单、功耗很

低,因此仅被用于测量温度、压力、湿度等环境参数,测量值需

要被传送到数据中心进行进一步处理.在数据的传输过程

中,由于硬件故障、信道衰落、信道冲突和线路阻断等,数据丢

失的情况非常普遍.

对缺失数据集进行预处理是数据分析前的一个重要工

作,如果不能准确地填补数据集中的缺失值,很多现有的数据

分析方法将无法使用.当数据集的缺失值较少时,常常采用

直接删除的方法完成处理工作.但是,当缺失值较多时,直接

删除会导致大量信息的丢失,特别是当数据量本身较小时,直
接删除就很不合时宜.对缺失值进行填补是重构不完整数据



集的另一种思路,实践中通常采用统计学方法或机器学习方

法,用计算得出的估计值来替换缺失值,以完成对缺失数据集

的填补[３].

目前研究者们已经提出了大量的方法来完成缺失值的估

计,不同的填补方法有各自的优势和缺点.线性插值是最简

单的数据填补方法之一,但在连续数据丢失的情况下,算法的

精度往往不佳[４];K 近邻法 (KNN)不需要提前预估缺失值

的定量或定性属性,并且该方法可以直接处理多个缺失值,但

在大数据集上运行时,所需的时间较长[５];基于粗糙集理论的

数据填补方法是处理不确定性问题的有效工具,但其无法完

成参数优化和缺失数据分类,导致数据填补的精度较低[６];随

机森林(RF)可以处理高维度数据且准确率较高,但是在处

理大量数据时计算开销很大[７];支持向量机 (SVM)对异常

值不敏感,鲁棒性强,但算法的计算复杂度较高[８];神经网络

的性能优越,但训练需要庞大的数据集且容易产生过拟合的

问题[９];张量补全方法在高维数据填补中具有优势,其充分地

利用了不同维度数据之间的隐含信息,但也存在着计算复杂

的问题[１０Ｇ１１].上述算法在各自情境下都能够取得较好的效

果,但是普遍无法在有大量数据缺失时有效地恢复数据,而基

于压缩感知的重构算法能够很好地解决此类问题.

压缩感知是一种新兴的采样理论,能够在较小采样数的

基础上完成对原始信号的重构.根据奈奎斯特采样定理,想

让采样之后的数字信号完整保留原始信号中的信息,采样频

率必须高于原始信号最高频率的２倍.压缩感知的方法突破

了采样原理的限制,能够以远低于最高频率２倍的采样频率

完成信号采样,极大地“压缩”了采样的数量.根据信号的稀

疏性质,只需采样少量的数据值,即可通过求解一个非线性的

优化问题完成对原始信号的恢复.也就是说,采集到的数据

是一个稀疏的向量,通过重构算法即可完成稀疏向量的重构.

那么,对于存在大量缺失数据的不完整数据集,我们也可以将

其看作是一个稀疏的向量,利用压缩感知的原理,依托少量已

知数据完成对数据集的补全.

在压缩感知体系中,稀疏矩阵构造、测量矩阵设计和重构

算法选择是数据重构的关键,其中重构算法在很大程度上决

定了重构的效率.基于凸优化类的算法是一类常用的重构算

法,迭代收缩阈值算法(IterativeShrinkageＧthresholdingAlＧ

gorithm,ISTA)是对梯度下降方法的一次重要改进,但是ISＧ

TA的收敛速度并不令人满意.为了解决这个问题,快速迭

代收缩阈值算法(FastIterativeShrinkageＧthresholdingAlgoＧ

rithm,FISTA)引入了 Nesterov加速步骤,取得了很好的效

果[１２].于是FISTA成为一种经典的重构算法,也出现了大

量对FISTA算法的改进研究.文献[１３]提出了一种 ASFISＧ

TA算法,其对 FISTA 算法进行了自适应步长的改进,从而

提高了算法的收敛性能;文献[１４]总结出一种针对FISTA算

法的通用回溯策略,有效降低了迭代的成本;文献[１５]将顺序

子空间优化(SESOP)应用于 FISTA 算法,进一步加快了算

法的收敛速度;文献[１６]使用了一种逐元素自适应阈值的

LISTA算法,极大地提升了算法收敛速度;文献[１７]设计了

一种无特征值迭代收缩阈值算法(EFISTA),避免了大规模

问题中特征值计算困难的问题.

根据以上分析,本文提出了一种基于压缩感知的缺失数

据填补方法.首先,将缺失数据填充问题转化为稀疏信号的

恢复问题.其次,基于 FISTA 算法进行改进,采用一种新的

迭代加权方法,并引入重启动策略,提出了一种快速迭代加权

阈值算法.该算法极大地提高了FISTA算法的速度和精度,

能够在稀疏度未知的情况下完成对缺失数据集的重构.仿真

结果表明,相比其他算法,该方法能够更高效地填补缺失数

据,恢复速度更快且鲁棒性更好.

２　压缩感知理论

已知一个 N×１维信号x,它的 N 个元素中只有K 个是

非零的,其中K≪N,那么我们称这个向量是严格稀疏的.当

信号是稀疏的,就可以将信号压缩表示为:

y＝Φx (１)

其中,y是M×１维测量信号,Φ 是M×N 维的测量矩阵,x是

采集的原始 N×１维信号.

现实中的信号并不总是稀疏的.我们可以将信号变换到

另一组基底上,使得信号在该组基底上是稀疏的,这就是信号

的稀疏表示:

x＝Ψθ (２)

其中,Ψ 为 N ×N 维 的 稀 疏 矩 阵,θ 为 满 足 稀 疏 条 件 的

N×１维信号.

一般来说,如果除了 K 个值以外的其他值都很小,我们

也认为这个向量是K 稀疏的,那么有:

y＝Φx＝ΦΨθ＝Aθ (３)

其中,A＝ΦΨ 是M×N 维的测量矩阵.

接收端在收到信号y后,需要完成信号x的重构.文献

[１８]中引入了约束等距特性(RestrictedIsometryProperty,

RIP),假设x已经满足稀疏特性,只要测量矩阵 Φ 满足以下

约束等距特性(RIP),那么即便在有噪声的情况下也能成功

重构出原始信号.

(１－δK)‖x‖２
２≤‖Φx‖２≤(１＋δK)‖x‖２

２ (４)

其中,δk 被称为约束等距常数,且δk∈(０,１).满足以上条件

后,通过求解一个优化问题,就可以得到稀疏信号θ
∧,从而恢

复出 N 维原始信号x
∧.

３　数据填补模型

３．１　稀疏表示基设计

根据压缩感知的原理,要实现信号的成功重构,待恢复的

数据必须具有较好的稀疏性能.但是,在实际的数据集中,采

样后的数据并不能很好地达到所要求的稀疏性能.当前,已

经有几种常见的稀疏表示基能够很好地实现数据的稀疏功

能,常见 的 稀 疏 表 示 基 有 离 散 余 弦 变 换 (DiscreteCosine

Transform,DCT)、离散小波变换 (Discrete WaveletTransＧ

form,DWT)、离散傅里叶变换 (DirectFourietTransform,

DFT).

我们日常收集到的传感器数据大部分都具有很强的相关

性.由于协方差矩阵能够很好地去除数据的相关性,因此可

以尝试利用协方差矩阵的这个性质来完成数据的稀疏化[１９].

３８任　兵,等:基于压缩感知的相关性数据填补方法



定义协方差矩阵为:

E(xxT)＝UΛUT (５)

其中,U 是正交特征向量基 (OrthonormalEigenvectorBasis,

OEB),Λ是对角线为特征值的对角矩阵.我们将U 作为稀

疏表示基,那么稀疏过程可以表示为:

x＝Ψθ＝Uθ (６)

根据压缩感知理论,只要信号除了 K 个值以外的其他值

都很小,我们也认为这个向量是 K 稀疏的.通过上面的分

析,只需讨论协方差矩阵的特征值是否符合稀疏性条件,即可

判断经稀疏后数据的实际稀疏性.

Electricity数据集包含了２０１２－２０１４年的３２１个客户的

用电量.原始数据每１５min记录一次,我们将数据转换为每

小时的消耗量,并选取其中２５６个客户的数据作为最终数

据集.

Traffic数据集描述了旧金山湾区高速公路上不同传感

器测量的道路占用率,包含加州交通部 ４８ 个月(２０１５－２０１６
年)每小时收集的数据的集合,选取其中２５６列数据作为最终

数据集.

图１和图２分别给出了这两个数据集中前２５６组数据的

协方差矩阵的特征值.由图中可以看出大多数特征值几乎接

近零,换句话说,其能量集中在几个相对较大的元素上.因

此,本文提出的稀疏表示基具有较强的稀疏能力.

图１　Electricity中协方差矩阵的特征值

Fig．１　EigenvaluesofcovariancematrixinElectricity

图２　Traffic中协方差矩阵的特征值

Fig．２　EigenvaluesofcovariancematrixinTraffic

假设协方差矩阵的特征值主要集中在d个特征值,其余

的特征值的大小趋于零,并且有λ１＞λ２＞􀆺＞λd􀆺＞λN .信

号θ＝[θ１,θ１,􀆺,θN ]T 的估计值为θ
∧
＝[θ１,θ１,􀆺θd,０,􀆺,

０]T,则估计的误差如下:

E(‖θ－θ
∧
‖)＝E(∑

N

i＝d＋１
θ２

i)

＝E(∑
N

i＝d＋１
UT

ixxTUi)

＝ ∑
N

i＝d＋１
(UT

iE(xxT)Ui)

＝ ∑
N

i＝d＋１
(UT

iλiUi)

＝ ∑
N

i＝d＋１
λi→０ (７)

特征值的数值主要集中在d个元素中,而d远小于N.

因此,信号θ是稀疏表示基U 转换下的稀疏信号.

３．２　测量矩阵设计

缺失数据集存在部分采样数据的缺失,对于此类数据集

的填补问题,实质上就是利用现存数据恢复出原始的数据集.

针对缺失数据集的填补问题,我们设计了专门的测量矩阵,并

根据测量值恢复出原始数据.

Φ＝

１ ０ ０ ０ 􀆺

０ ０ １ ０ 􀆺

０ ０ ０ ０ 􀆺

􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

这里测量矩阵的作用是将未缺失的数据从原始数据集中

筛选出来.对于一个数据总量为 N、未缺失数据个数为 M 的

数据集,其测量矩阵Φ 为一个M×N 维的矩阵.未缺失数据

中的第m 个值对应着原始数据集中的第n 个值,因此它的相

对位置信息可以用(m,n)表示.在测量矩阵Φ 中,将每个未

缺失数据的相对位置信息,即(m,n)处的值设置为１,矩阵中

其余的值均设置为０.

３．３　相关性分析

要判定测量矩阵是否满足 RIP条件是一个相当困难的

问题.因此,为了衡量CS恢复阶段的有效性,文献[２０]中提

出,稀疏表示基与测量矩阵之间只要满足相关性足够小的条

件,稀疏信号就能够较好地完成重构.为了进一步降低计算

的复杂度,可以通过计算两个矩阵的非相关性来间接衡量其

相关性性质.

首先将Φ 的每一行投影到由Ψ 的所有列生成的空间中.

在此之后,我们将在该空间中获得的最稀疏投影作为衡量非

相关性的指标.形式上,投影过程可以表示为:

ζj＝(ΨTΨ)－１ΨTφT
j (８)

其中,φj 代表测量矩阵Φ 的第j行,ζj 是φj 在Ψ 各列生成的

空间上的投影向量,因此可以得到非相关性的一个度量值:

I(Φ,Ψ)＝ min
j＝１,􀆺,N

‖ζj‖０ (９)

I(Φ,Ψ)越大,表明稀疏表示基与测量矩阵的非相关性越

强,即相关性越小.但是,该方法以最值作为标准,获得的非

相关性特征并不全面.文献[２１]提出了一种平均互相关性的

定义,能够很好地弥补这方面的问题.对于A＝ΦΨ,令G＝

A
~TA

~,其中A
~

为A的标准化矩阵,那么其平均互相关μt(A)可

以定义为:

μt(A)＝
∑

１≤m,n≤N,m≠n
(|gmn|≥t)􀅰|gmn|

∑
１≤m,n≤N,m≠n

(|gmn|≥t) (１０)

其中,gmn为矩阵G 的第m 行第n列元素.

(|gmn|≥t)＝
１, if|gmn|≥t

０, else{ (１１)

其中,t为阈值.常见的数据缺失问题主要为随机缺失和均

匀缺失,为了全面地了解测量矩阵和稀疏表示基的相关性性

质,分别对这两种情况进行考察.
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取t＝０．１,在不同测量值下,稀疏表示基与测量矩阵之间

的平均互相关变化规律如表１、表２所列.

表１　数据随机丢失下,稀疏表示基与测量矩阵之间的平均互相关

Table１　AveragecrossＧcorrelationwhendataisrandomlymissing

M ４０ ８０ １２０ １６０
OEB ０．１９４６ ０．１５５６ ０．１３８２ ０．１２９３
DCT ０．１８５６ ０．１４５９ ０．１３２７ ０．１１５５
DFT ０．１７１２ ０．１３２９ ０．１２４９ ０．１０１６
DWT ０．４７５５ ０．３７５８ ０．３１４７ ０．２７６２

表２　数据均匀丢失下,稀疏表示基与测量矩阵之间的平均互相关

Table２　AveragecrossＧcorrelationwhendataisevenlymissing

M ４０ ８０ １２０ １６０
OEB ０．１９３２ ０．１５５３ ０．１３８８ ０．１２８７
DCT ０．２４７２ ０．２３４９ ０．２１２９ ０．１８９９
DFT ０．３９１４ ０．３６０８ ０．３４０５ ０．３１３１
DWT ０．４５４８ ０．３６９９ ０．２９９８ ０．２５４９

根据表１和表２的数据可知,４种稀疏表示基的平均相

关大小有明显的规律.在数据随机丢失的情境下,正交特征

向量基仅略差于 DCT和 DFT稀疏表示基.但是在数据均匀

丢失的情况下,该稀疏表示基相比其他几种经典的稀疏表示

基有很大的优势.综合以上分析,本文提出的稀疏表示基与

测量矩阵具有较好的平均互相关性质,选取其作为稀疏表示

基是合适的.

４　快速迭代加权阈值算法

文献[２２]提出了一种基于同伦思想的迭代加权阈值方

法.该算法在迭代部分采用迭代加权阈值方法,通过在迭代

中同时对权重w和解x进行优化,从而获得了比常规的交替

优化更好的恢复精度.本文借鉴了该算法在迭代部分同时优

化的设计思路,将其融入FISTA算法中,并引入重启动策略,

提出了一种快速迭代加权阈值算法.

４．１　迭代加权阈值方法

压缩感知的信号重构问题,可以通过求解欠定方程的最

稀疏解来实现.也就是求解以下方程:

min
x∈R

n
‖x‖０

s．t．y＝Φx
(１２)

但是,上述l０ 范数最小化问题是一个 NP难问题,因此不

能在实际中直接进行求解[２３].为了解决这一问题,我们可以

考虑将其转换为l１ 范数最小化问题来进行求解,即求解以下

问题:

min
x∈R

n
‖w􀳱x‖１

s．t．y＝Φx
(１３)

其中,w􀳱x＝(w１x１,w２x２,􀆺,wnxn)T.

于是,问题可以重新表示为以下等效最小化问题:

min
x,w
　∑

n

i＝１
wi(|xi|－ε)

s．t．wi∈{０,１}
(１４)

其中ε是较小的正数.接下来,对该问题添加约束条件,则可

以转化为:

min
x,w
　Fλ,ε(x,ω)＝min

x,w
　Jε(x,ω)＋λf(x) (１５)

其中,等 式 右 边 Jε (x,ω)＝ ∑
n

i＝１
wi (|xi|－ε),f(x)＝

‖Ax－y‖２
２/２,根据近端梯度下降法,当满足 LＧLipschitz条

件时,存在Lipschitz常数L＞０,使得‖Ñf(x′)－Ñf(x)‖≤

L‖x′－x‖.那么,在x′处,f(x)可以展开为:

gL(x′,x)＝f(x′)＋‹Ñf(x′),x－x′›＋L
２‖x－x′‖２

＝L
２ x－(x′－１

L
Ñf(x′))

２

＋Const (１６)

综上,原式的分量形式可以表示为:

∑
n

i＝１
　min

xi,ωi
　wi(|xi|－ε)＋λL

２
(xi－zi)２ (１７)

其中,z＝x′－１
L

Ñf(x′)＝x′－１
LAT(Ax′－y),由此我们可以

得到这个问题的解为以下形式.

(１)当ε≥ １
２λL

(xi,ωi)＝HL,λ,ε(xi′)

＝
(zi,０), if|zi|≥ε＋ １

２λL

(soft(zi),１), if|zi|＜ε＋ １
２λL

ì

î

í

ïï

ïï

(１８)

其中,soft(z)＝sign(z)max(|z|－ １
μL

,０).

(b)当ε＜ １
２λL

(xi,ωi)＝HL,λ,ε(xi′)

＝
(zi,０), if|zi|≥ ２ε

λL

(０,１), if|zi|＜ ２ε
λL

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１９)

４．２　重启动方案

文献[２４]提出了一种重启动方案,并证明了使用该方案

后算法将会加速收敛.即满足以下条件时,算法将会重新

启动:

Ñf(uk)T(xk＋１－xk)＞０ (２０)

在执行FIWTA算法的过程中,我们并不计算梯度,但可

以将其视为广义梯度的形式.在该方案中,我们采用如下过

程作为广义梯度迭代的过程:

xk＋１＝HL,λ,ε(uk)∶＝uk－sG(uk)T (２１)

其中,G(uk)是uk 处的广义梯度.因此,梯度重启方案相当于

在满足以下情况时进行重启:

G(uk)T(xk＋１－xk)＞０ (２２)

即:

(uk－xk＋１)T(xk＋１－xk)＞０ (２３)

４．３　快速迭代重加权算法

FISTA是一种经典的重构算法,主要是将加速度应用于

ISTA算法中.该算法在ISTA 算法的基础上加入了一个提

升收敛速率的优化步骤,从而显著缩短了迭代所需时间.

本文提出的FIWTA算法以FISTA为框架,从精度和速

度两个方面分别进行改进.为了改善FISTA算法的精度,本

文用迭代加权阈值算法的迭代部分替换了原本 FISTA 框架

中基于ISTA的迭代步骤,从而改善了算法的单次迭代效果.
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为了加快算法的迭代速度,本文使用了自适应重启动技

术.该技术立足于收敛函数在迭代过程中表现出的周期性震

荡现象,并就震荡带来的迭代浪费问题进行了改进.当观察

到目标函数值在震荡波段的底部时,我们就会重新启动算法,

令tk＋１＝１,uk＋１＝xk＋１.这样的操作使得tk 从１开始重新迭

代,从而防止收敛函数震荡上升,进而大大加快算法的收敛速

度,有效减少迭代次数.

快速迭代重加权算法的流程如算法１所示.

算法１　FIWTA算法

Input:(A,y,x０,λ,ε,ζ)

Output:(xk＋１)

１．Initialization:u０＝x０,t０＝１,k＝０;

２．Repeat

３．　(xk＋１,ωk＋１)＝ HL,λ,ε(uk);

４．　tk＋１＝１＋ １＋４tk

２
;

５．　uk＋１＝xk＋１＋ tk－１
tk＋１( )(xk＋１－xk);

６．　If(uk－xk＋１)T(xk＋１－xk)＞０then

７．　　tk＋１＝１;

８．　　uk＋１＝xk＋１;

９．　endif

１０．k＝k＋１;

１１．Until‖xk＋１－xk‖＜ζ．

如果去掉FIWTA中的重启动步骤,会得到一个迭代加

权阈值算法(IterativeWeightedThresholdingAlgorithm,IWＧ
TA).IWTA仅迭代部分与 FISTA 不同,其他步骤都相同.

根据对式(１８)和式(１９)的分析,在单次迭代中,IWTA的收敛

速度在最坏情况下与 FISTA 相同,因此IWTA 的收敛速度

会比FISTA 更快.文献[１２]已经证明FISTA 的收敛速度为

O(１/k２),由于本文提出的 FIWTA 采用了重启动机制,这将

极大地降低迭代的计算复杂度,算法的收敛速度也会得到进

一步的提升,因此FIWTA的收敛速度最终会小于 O(１/k２).

图３是IWTA,FISTA 和 FIWTA 算法在不同稀疏比下

的迭代次数变化规律.可以看出,随着稀疏比的增加,IWTA
算法所需的迭代次数总是略少于FISTA算法,这是基础迭代

的精度改进带来的效果.同时,由于引入了重启动机制,FISＧ

TA算法与FIWTA算法在迭代次数上的差距更加明显,本文

提出的算法始终在迭代次数上保持较大优势.

图３　当N＝４００,M＝２００时迭代次数与稀疏比的关系

Fig．３　Numberofiterationsvs．sparsityratioK/N when

N＝４００,M＝２００

本文算法以FISTA为基本框架,采用同时优化权重w和

解x的迭代设计思路,改善了每次迭代的精度.而重新启动

机制的加入,大大加快了算法的收敛速度,从而实现了更好的

收敛效果.

５　仿真结果及分析

５．１　重构成功率

本文通过与ISTA,FISTA,GreedyFISTA[２５]等算法进行

比较来验证FIWTA算法的性能.构造一个稀疏度K＝５０的

N 维原始数据(N＝４００),从中随机抽取 M 个元素,我们定义

M/N 的数值为测量比,即已知数据占所有数据的比例.在重

构实验中,若原始数据x 和估计数据x
∧

满足 ‖x－x
∧
‖２ ＜

１０－６,则视为重构成功.在第一个实验中,我们固定稀疏度K
的值,更改测量值 M,并观察算法在不同测量比 M/N 下的重

构概率,如图４所示.

图４　当N＝４００,K＝５０时重构成功概率与观测比的关系

Fig．４　Probabilityofexactrecoveryvs．measurementratioM/N

whenN＝４００,K＝５０

由图４可知,算法的重构概率随测量比的增大而增大,但

测量比对不同算法的影响不同.相比其他算法,FIWTA 算

法能够在更低的测量比下完成对缺失数据集的重构.特别是

在测量比小于０．３２５时,仅有 FIWTA 算法能够实现重构.

因此在较低测量比时,算法具有更大的优势.这是由于FIWＧ

TA算法在迭代步骤中采用对权重w 和解x 同时优化的方

法,提高了迭代过程中的算法精度.

与实验室不同,实践中数据的稀疏度往往是未知的,在部

分情况下,稀疏矩阵并不能很好地完成数据的稀疏表示.因

此,对缺失数据重构的性能评价,还需要比较在相同测量数的

情况下,重构算法对不同稀疏度 K 的适应性.在这个实验

中,我们固定测量数 M 的值,改变稀疏度 K 的大小,观察各

种算法在不同的稀疏比K/N 下的重构概率,如图５所示.

图５　当N＝４００,M＝２００时重构成功概率与稀疏比的关系

Fig．５　Probabilityofexactrecoveryvs．sparsityratioK/N when

N＝４００,M＝２００

由图５可知,其他算法在稀疏比接近０．２时,重构概率先

后降至零点,即不能完成重构.当稀疏比大于０．２５时,仅有
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FIWTA算法能够完成缺失数据的重构.可见在固定测量数

的情况下,FIWTA 算法对于稀疏度的宽容程度更高.在相

同的测量数下,本文提出的算法能够在更大的稀疏度范围内

完成缺失数据的重构,具有更好的鲁棒性.

５．２　重构时间

下面比较不同算法的计算复杂度.固定测量数 M 的值,

计算各算法在不同的稀疏度条件下的平均重构时间,仿真结

果如图６所示.

图６　当N＝４００,M＝２００重构时间与稀疏比的关系

Fig．６　Timeofexactrecoveryvs．sparsityratioK/N when

N＝４００,M＝２００

参考图５中的结论,其他算法在稀疏比较高时无法完成

缺失数据集的重构.为了进行重构时间的比较,我们仅截取

稀疏比小于０．２时的重构时间图像来进行分析.

如图６所示,FIWTA算法在稀疏度逐渐增大的情况下,

重构时间并没有呈现出陡峭的上升趋势,时间曲线总体较为

平缓.这是由于 FIWTA 算法加入了重启动机制,减少了迭

代次数,所需的重构时间极大缩短.

综上所述,FIWTA 算法具有更快的收敛速度和更好的

重构精度.下面在真实数据集中对本文提出的数据填补体系

进行验证,考察其实际填补效果.

５．３　实例测试

Traffic数据集描述了旧金山湾区高速公路上不同传感

器测量的道路占用率,包含加州交通部 ４８ 个月(２０１５－２０１６
年)每小时收集的数据的集合,选取其中２５６列数据作为最终

数据集.我们分别将 DCT,DWT,DFT 和 OEB作为稀疏表

示基,同时采用 M×N 维随机测量阵作为测量矩阵进行测

试,数据维度 N 为２５６,M 的取值范围是[１００,１８０].我们选

取２５６个时刻的数据来构建正交特征向量基,重构算法采用

本文提出的 FIWTA 算法,不同稀疏基下的均方根误差和平

均运行时间随测量数的变化如图７和图８所示.

图７　均方根误差与测量数 M 的关系

Fig．７　RMSEvs．numberofmeasurementM

图８　运行时间与测量数 M 的关系

Fig．８　Runingtimevs．numberofmeasurementM

根据图７的变化趋势可知,在正交特征向量基的变换下,

算法能够得到更为精准的重构值,在４种稀疏表示基中具有

很大的优势.这是由于稀疏表示基在设计时,就已经很大程

度上提取了数据集的一些先验信息.从图８可以看出,正交

特征向量基所需的恢复时间在４种稀疏表示基中是最少的.

实例证明,本文提出的数据填充方法效果出色.

结束语　本文提出了一种基于压缩感知的数据填补方

法.针对相关性的数据集,构造了专门的正交特征向量基来

进行稀疏化,将缺失数据填充问题转换为稀疏向量恢复问题.

其次,本文提出了一种改进的迭代加权阈值算法.采用一种

新的迭代加权方法,并引入重启动策略,对 FISTA 算法进行

了改进.仿真结果表明,所提算法在具有更好鲁棒性的同时,

也拥有更高的重构精度和较大的运行速度优势.本文算法虽

然可以完成对多维数据的填补,但是需要根据部分已知数据

来构造稀疏表示基.下一步将会针对没有先验数据的多维缺

失数据填补问题进行研究.
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